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Überblick über die kommendenWochen

Der Quotientenvektorraum

Quotienten von Gruppen und Ringen

Universelle Eigenschaft des Quotienten und andere Universalkonstruktionen

Bilinearformen, Euklidische (und unitäre) Vektorräume



Quotienten vonVektorräumen



Der Homomorphiesatz („universelle Eigenschaft“ des Quotienten)



Nebenklassen in Gruppen, der Satz von Lagrange



Quotienten von Gruppen nach Normalteilern



Universelle Eigenschaft von Produkt und direkter Summe
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Quotienten vonVektorräumen: Einführung



Nebenklassen
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Quiz

Was sagen Sie dazu:

Sei f : Q → Z die Abbildung a
b �→ a.

Sei U = �e1 + e2� ⊆ Q2.

Sei g : Q2/U → Q die Abbildung (v1, v2) + U �→ v1.



Quiz

Was sagen Sie dazu:

Sei f : Q → Z die Abbildung a
b �→ a.

Sei U = �e1 + e2� ⊆ Q2.

Sei g : Q2/U → Q die Abbildung (v1, v2) + U �→ v1.



Addition von Nebenklassen





Skalarmultiplikation



Der Quotientenvektorraum



Beispiele
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Quiz

Seien K ein Körper, V ein K -Vektorraum, U ⊆ V ein Untervektorraum.
Sei π : V → V /U die kanonische Projektion.

Für v1, . . . , vr ∈ V sind die Elemente π(v1), . . . , π(vr) genau dann eine Basis von V /U,
wenn v1, . . . , vr …



Quiz

Seien K ein Körper, V ein K -Vektorraum, U ⊆ V ein Untervektorraum.
Sei π : V → V /U die kanonische Projektion.
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Quotienten vonVektorräumen



Quiz

Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Sei U ⊆ V ein
Untervektorraum.

Dann gilt dim(V /U) =



Quiz

Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Sei U ⊆ V ein
Untervektorraum.

Dann gilt dim(V /U) =



Der Homomorphiesatz







Die universelle Eigenschaft des Quotienten



Korollar: V /Ker(f ) ∼= im(f )



Induzierter Endomorphismus V /U → V /U



Nebenklassen in Gruppen
Vorlesungswoche 8

Ulrich Görtz

Lineare Algebra 2, SS 21



Links- und Rechtsnebenklassen





Quiz

Sei G = S3, H = {id, (12)}.

Bestimmen Sie alle Linksnebenklassen von H und alle Rechtsnebenklassen von H.



Quiz

Sei G = S3, H = {id, (12)}.

Bestimmen Sie alle Linksnebenklassen von H und alle Rechtsnebenklassen von H.



Der Satz von Lagrange



Die Ordnung eines Elements





Quiz

Beweisen Sie den „Kleinen Satz von Fermat“:

Ist p ∈ Z eine Primzahl und a ∈ Z, so gilt ap ≡ a mod p.

Ist der Satz auch ohne die Voraussetzung, dass p eine Primzahl sei, richtig?



Quiz

Beweisen Sie den „Kleinen Satz von Fermat“:

Ist p ∈ Z eine Primzahl und a ∈ Z, so gilt ap ≡ a mod p.
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Der Quotient einer Gruppe nach einemNormalteiler
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Vorüberlegung Quotienten von Gruppen



Normalteiler



Quiz

Welche der folgenden Untergruppen sind Normalteiler?

{id, (12)} ⊂ S3.

{id, (123), (321)} ⊂ S3.

K ein Körper, n > 2,
D = {A ∈ GLn(K); A Diagonalmatrix} ⊂ GLn(K)

n ∈ Z, nZ ⊂ Z



Quiz

Welche der folgenden Untergruppen sind Normalteiler?
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Kerne sind Normalteiler



Quotienten von Gruppen nach Normalteilern





Der Homomorphiesatz für Gruppen





Die universelle Eigenschaft
von Produkt und direkter Summe
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Sprechweise Kommutatives Diagramm



Erinnerung: Produkt und direkte SummevonVektorräumen



Quiz

Seien Vi , i ∈ I und W Vektorräume, pi : W → Vi Homomorphismen.

Zeigen Sie: Es gibt genau einen Homomorphismus

ϕ : W −→
�

i∈I
Vi

so dass πi ◦ ϕ = pi für alle i . Geben Sie ϕ an.
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Die universelle Eigenschaft des Produkts



Eindeutige Charakterisierung durch die universelle Eigenschaft
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Quiz
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�
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Die universelle Eigenschaft der direkten Summe



Eindeutige Charakterisierung durch die universelle Eigenschaft







Quiz / Lineare Abbildungen und Basen

Was hat die universelle Eigenschaft der direkten Summe mit dem folgenden Satz zu tun?

Satz. Seien V , W Vektorräume und (bi)i∈I eine Basis von V . Dann existiert zu jeder
Familie (wi)i∈I von Elementen aus W genau eine lineare Abbildung f : V → W , so dass
f (bi) = wi für alle i ∈ I gilt.



Quiz / Lineare Abbildungen und Basen

Was hat die universelle Eigenschaft der direkten Summe mit dem folgenden Satz zu tun?

Satz. Seien V , W Vektorräume und (bi)i∈I eine Basis von V . Dann existiert zu jeder
Familie (wi)i∈I von Elementen aus W genau eine lineare Abbildung f : V → W , so dass
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