Essen Seminar for Algebraic
Geometry and Arithmetic

Ubersicht

Vorlesungswoche 8
Ulrich Gortz

Lineare Algebra 2, SS 21

UNIVERSITAT

DEUS 1 SSEBNU R G




Uberblick iiber die kommenden Wochen de Wedee § -

M«Q}(‘MM (N\Jn. \l\(h»
& LA >
Der Quotientenvektorraum

Quotienten von Gruppen und Ringen

Universelle Eigenschaft des Quotienten und andere Universalkonstruktionen

S RPA NS
L dupen Pron oo VR (e d (1))

Bilinearformen, Euklidische (und unitare) Vektorraume



Quotienten von Vektorraumen

K Kege, VKR, UeV R
Yds Ao VRV s wi o VB Howa.
< V = VA whk ke () = W

\//U\ "\Mr M“MMM‘ \r*—U\*-H\Hu} U\eu}

veV



Der Homomorphiesatz (,universelle Eigenschaft” des Quotienten)

K iy, VoV, lev Uk
}

\/ —— \/\] Uk-mmw‘iwm
A
%\ ’/,{Q/ "c}t«au Wir, 21 "{/"V/lk_*w

\&W&J\— «=> \4“({\2&

(wk dom TV u-\k«\a—.\;\v«v-l\')



Nebenklassen in Gruppen, der Satz von Lagrange

G — 0 W K =Y
[ Wk Waves -
Ve A

N e g*’\=§3e~‘,hﬂf

\)\3 = L,‘pr} ) «Q-»GH}’

b H | ¥G



Quotienten von Gruppen nach Normalteilern

Koo (0 — G/4 G B et e M
"New Delas” N



Universelle Eigenschaft von Produkt und direkter Summe

Uos e VR Homn W — TV

el

oo BV — W



Der Quotientenvektorraum

Vorlesungswoche 8
Ulrich Gortz

Lineare Algebra 2, SS 21

UNIVERSITAT
Essen Seminar for Algebraic DUISBUR
Geometry and Arithmetic ES SSE \| >




Quotienten von Vektorrdumen: Einfiithrung K Kiqes
\/ \/»'\l?\’ e Vo Uadrvdder v

Yl Keobewe W VU TVl U

- ’ :V \/ (‘r Kxf \.:u.
T wb e &wf‘\)*)*‘«\rw Horonn. LS - /\k b (=)

~ W X) = ’Ur o \r)\r' \/ N
\[W\;\‘A\,w_ Lo © ey wk Keld=t, dee g ¥ e
wle) = wld) = Tl(e-v') =0 = v-v’ N
=) v e \r+u—-ﬁv+u\) ueU\S“

wo W 76‘(_““'))= v+l (= v e v+l



Nebenklassen K g, V V&, heV UWWR

/

Yookt Aqielimsbitin od V- o ny! o wev el
e Rﬂw&&j\w& e v eV v

[Lu'e\f') RN \r'} = %_xr'e\/} \r-\r’eUX =
+U\ dix NL\«mJ{M« AV SR MoLL- \k,

Ut \k 1’7L\r+U\*, ueU}'
J
WO Wb\

T v RO AE Y

—’ \
U‘\'U‘= \yl—\vU\ = \J"“’U'l = \Y—U‘yéU\ => v G\YG(A,



’j,\,,\(*»‘\. V- U WW""

o W VWQLL,. WIS

Vnre RVIUN ﬁm‘&lhuaw m
< V/U\ v Mumpn e Ndedlome.

AL o D VR - Swbe o \//u’
o do W-‘\/-—>V/U\/ m_awu/ Howane.

t+ U

'U




Quiz

Was sagen Sie dazu:
Sei f: Q — Z die Abbildung 2 — a.

o Sei U= (e + &) C Q%

Sei g: Q2/U — Q die Abbildung (vi, v} + U > vi.
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Der Quotientenvektorraum
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Quiz
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, U C V ein Untervektorraum.
Sei m: V — V//U die kanonische Projektion.

Fir vi,...,v, € V sind die Elemente 7(v;),...,m(v,) genau dann eine Basis von V /U,

wenn Vi, ...,V ..



Quiz
Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, U C V ein Untervektorraum.
Sei m: V — V//U die kanonische Projektion.

Fir vi,...,v, € V sind die Elemente 7(v;),...,m(v,) genau dann eine Basis von V /U,
wenn vi, ..., v, ..
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Quiz
Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei U C V ein

Untervektorraum.

Dann gilt dim(V/U) =
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Die universelle Eigenschaft des Quotienten
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Quiz ¥ (1)
V4
Sei G =S5, H = {id, (12)}.

Bestimmen Sie alle Linksnebenklassen von H und alle Rechtsnebenklassen von H.



Quiz
Sei G =S5, H = {id, (12)}.
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Der Satz von Lagrange
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Die Ordnung eines Elements
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Quiz

Beweisen Sie den , Kleinen Satz von Fermat":

Ist p € Z eine Primzahl und a € Z, so gilt a# = a mod p.

Ist der Satz auch ohne die Voraussetzung, dass p eine Primzahl sei, richtig?
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Voriiberlegung Quotienten von Gruppen
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Normalteiler
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Quiz

Welche der folgenden Untergruppen sind Normalteiler?
{id, (12)} C Ss.

{id, (123),(321)} C S;.

K ein Korper, n > 2,
D ={A € GL,(K); A Diagonalmatrix} C GL,(K)

neZ, nZ C7Z
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Welche der folgenden Untergruppen sind Normalteiler?

{id, (12)} C Ss. >< ( - L, (0)y = L, ()Y (Y, $d wm,;am\noba)

. . . c Y . 'ED-U\’-\"*‘ M‘“
{id, (123), (321)} € Sy Alggram qilhs Dok H 6o s Nebalomer, dee

K ein Korper, n > 2, €s g Wahiwn,

D = {A € GL,(K); A Diagonalmatrix} C GL,(K) diegonakinalons, dowr Bl
-\
neZ,nZ CZ Yy T 4:)13‘:\"k
T sour oledsdtn Grwppe V- \y};& Gosndue . K=T5, w diesonn

Unktoqugpe @ Nowethler. HY A D=LEt )



Kerne sind Normalteiler

u}““'\uﬁ g’\; %'»CL - C\l R QW‘W.L_QIWMN
Down ¥ Klf(é) ¢ O am Necwalbedir.

Wer> Gt %QG/ Loc st} Dame g

I gh g = I 1B 5(3\_\ - 4G - 1

A
b kgt o ld)



Quotienten von Gruppen nach Normalteilern

Citee G o C\wﬂ& wd  H G o Nomolhte
VS S Gam » G — G/m =

L%AP\' l\"u) — T)‘LBLH

Wl A e Gy b Swlde oo Conmgpt .

R A e /Qm\m
e M‘M e G — C‘/H, 4 5\’\/ o J—s.r)-bUJ\ C\\W“,.._

WA () = |

LI W \Aﬂ&%\;mt Cla S‘H =¢3‘/\/\/ ﬂL“"‘}LH
wowpe g M= gy R



A ‘:{fﬁ(ﬂ\ AL W
TR CUEP AR AT -~ 9 ’m % 05_‘@; e
= T n

H
[

et (el X “wu)

Do Cillighd do Coppronio Jgp o b Crppeeeron Lo G ol de
sy ML * QoA
et (G G 1) = G0N G G0y B
= A (‘\‘—‘30\'\ = =(3\H\ (Q‘»“} (‘SSH\X

AW =N oy el Sl e ﬁed A g W e j\'\,

Elotro ¥ Q-Lf) s T k\wi). CW\'\“’“'Q"“MW' war Kw Hooi6-



Der Homomorphiesatz fiir Gruppen
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Erinnerung: Produkt und direkte Summe von Vektorrdumen
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Quiz
Seien V;, i € | und W Vektorraume, p;: W — V; Homomorphismen.

Zeigen Sie: Es gibt genau einen Homomorphismus

p: W — [V

iel

so dass m; o ¢ = p; fir alle i. Geben Sie ¢ an.



Quiz
Seien V;, i € | und W Vektorraume, p;: W — V; Homomorphismen.
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Die universelle Eigenschaft des Produkts
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Eindeutige Charakterisierung durch die universelle Eigenschaft
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Quiz
Seien V;, i € I und W Vektorraume, f;: V; = W Homomorphismen.

Zeigen Sie: Es gibt genau einen Homomorphismus

o PVvi—w
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so dass ¢ o t; = f; fur alle i. Geben Sie ¢ an.



Quiz
Seien V;, i € I und W Vektorraume, f;: V; = W Homomorphismen.
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Die universelle Eigenschaft der direkten Summe
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Eindeutige Charakterisierung durch die universelle Eigenschaft
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Quiz / Lineare Abbildungen und Basen

Was hat die universelle Eigenschaft der direkten Summe mit dem folgenden Satz zu tun?

Satz. Seien V, W Vektorrdume und (b;);c; eine Basis von V. Dann existiert zu jeder

Familie (w;);e; von Elementen aus W genau eine lineare Abbildung f: V — W, so dass
f(b;) = w; fur alle i € [ gilt.
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