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Erinnerung

Sei K ein Körper.

K [X ] ist ein Hauptidealring,

insbesondere ein faktorieller Ring

Für f ∈ K [X ], α ∈ K gilt

f (α) = 0 ⇐⇒ (X − α) | f .

Der Ring K [X ] ist ein Unterring des Körpers Quot(K [X ]).



Determinanten über Ringen



Das charakteristische Polynom



Trigonalisierbare Endomorphismen



Die Spur einerMatrix



DasMinimalpolynom
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Matrizen über Ringen

Sei R ein kommutativer Ring.



Quiz

Überlegen Sie:
Was sind die Ziele bei der Entwicklung einer Theorie von Matrizen über
kommutativen Ringen,
…speziell in Hinsicht auf den Begriff der Determinante.
Wo liegen die Probleme?
Haben Sie eine Idee, wie man die Theorie, die wir über Körpern schon haben,
ausnutzen kann? Wenigstens für manche Ringe?
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Die Determinante



Determinante und Ringhomomorphismen



Der Produktsatz



InvertierbareMatrizen



InvertierbareMatrizen
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Das charakteristische Polynom einerMatrix



Zueinander konjugierteMatrizen



Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus



Quiz

Sei K ein Körper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom der folgenden Matrizen:

A =



1 0 1

0 1 0

1 0 1


 ∈ M3(Q),

B =

�
a b
c d

�
∈ M2(K).
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Quiz

Sei K ein Körper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom einer oberen
Dreiecksmatrix

C =




c11 ∗ · · · ∗
c22

. . . ...

. . . ∗
cnn




∈ Mn(K).
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Allgemeine Form des charakteristischen Polynoms
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Algebraische und geometrischeVielfachheit von Eigenwerten





Quiz

Bestimmen Sie algebraische und geometrische Vielfachheit aller EW der Matrix



0 1

0 2

0 3

−1


 ∈ M4(C)

(alle Einträge, die nicht hingeschrieben sind, sind = 0).
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Diagonalisierbarkeit und charakteristisches Polynom





Trigonalisierbare Endomorphismen



Quiz

Seien K ein Körper, n ≥ 1 und A eine trigonalisierbare Matrix in Mn(K).
Zeigen Sie, dass A einen Eigenvektor besitzt.

Sei K ein Körper und sei A ∈ M2(K).
Beweisen Sie: A ist genau dann trigonalisierbar, wenn A einen Eigenvektor hat.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass dieselbe Aussage für (3× 3)-Matrizen nicht wahr ist.
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charpolf für V = U ⊕ W , f (U) ⊆ U



Trigonalisierbarkeit und charakteristisches Polynom
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Die Spur einerMatrix



Spur und charakteristisches Polynom



Die Spur eines Endomorphismus



Quiz

Sei K ein Körper und n ∈ N. Sei V der K -Vektorraum der Polynome vom Grad < n, also

V =

�n−1�

i=0

aiX i ; ai ∈ K
�

⊆ K [X ]

Für f =
�n−1

i=0 aiX i ∈ V sei

D(f ) =
n−1�

i=1

iaiX i−1.

Berechnen Sie die Spur des Endomorphismus D : V → V von V .
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Ergänzung

Ist K ein Körper der Charakteristik 0

(d.h. dass der Ringhomomorphismus Z → K injektiv ist),
dann kann man zeigen:

Sind A,B ∈ Mn(K) Matrizen mit Spur(Ai) = Spur(B i) für alle i ≥ 0, dann gilt

charpolA = charpolB .
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Vorüberlegung zumMinimalpolynom

vg. Hausaufgabe 1.4



Definition: Minimalpolynom einerMatrix



Definition: Minimalpolynom einerMatrix



Quiz

Sei K ein Körper. Berechnen Sie die Minimalpolynome der folgenden Matrizen:

A =



0 1 0

0 0 1

0 0 0


 ∈ M3(K).

D = diag(a1, . . . , an) ∈ Mn(K)



Quiz

Sei K ein Körper. Berechnen Sie die Minimalpolynome der folgenden Matrizen:

A =



0 1 0

0 0 1

0 0 0


 ∈ M3(K).

D = diag(a1, . . . , an) ∈ Mn(K)



Quiz

Sei K ein Körper. Geben Sie n ∈ N und eine Matrix A ∈ Mn(K) mit Minimalpolynom
(X − 1)3 an.
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Definition: Minimalpolynom eines Endomorphismus



Minimalpolynom und konjugierteMatrizen




