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Erinnerung

Sei K ein Korper.
K[X] ist ein Hauptidealring, (&) = ZL rta, xe K[ij‘

insbesondere ein faktorieller Ring

Fir f € K[X], a € K gilt

fla)=0 <= (X—a)|f.

Der Ring K[X] ist ein Unterring des Korpers Quot(K[X]).
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Matrizen iiber Ringen
Sei R ein kommutativer Ring
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Quiz
Uberlegen Sie:

@ Was sind die Ziele bei der Entwicklung einer Theorie von Matrizen liber

kommutativen Ringen,
@ ..speziell in Hinsicht auf den Begriff der Determinante.
@ Wo liegen die Probleme?

@ Haben Sie eine Idee, wie man die Theorie, die wir iiber Kérpern schon haben,

ausnutzen kann? Wenigstens fiir manche Ringe?
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Uberlegen Sie:

@ Was sind die Ziele bei der Entwicklung einer Theorie von Matrizen liber

kommutativen Ringen, o Dol dar Db wivanke
@ ..speziell in Hinsicht auf den Begriff der Determinante. / o Peodbhioke
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@ Haben Sie eine Idee, wie man die Theorie, die wir iiber Kérpern schon haben,

ausnutzen kann? Wenigstens fiir manche Ringe?
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Determinante und Ringhomomorphismen \f — Quah ()
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Der Produktsatz
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XX 0
Das charakteristische Polynom einer Matrix KEn= (o h x)
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Zueinander konjugierte Matrizen K koqe, weN
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Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus
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Quiz

Sei K ein Korper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom der folgenden Matrizen:



Quiz

Sei K ein Korper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom der folgenden Matrizen:
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Quiz
Sei K ein Korper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom einer oberen

Dreiecksmatrix



Quiz
Sei K ein Korper. Berechnen Sie das charakteristische Polynom einer oberen

Dreiecksmatrix XEa = omde b Dol svobine
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Allgemeine Form des charakteristischen Polynoms
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Algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigenwerten
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Quiz
Bestimmen Sie algebraische und geometrische Vielfachheit aller EW der Matrix

01

0 2
0 3
-1

€ M,(C)

(alle Eintrage, die nicht hingeschrieben sind, sind = 0).



Quiz

Bestimmen Sie algebraische und geometrische Vielfachheit aller EW der Matrix

am
EwW A ’Mp(wr&) dan N 0 1 &A
0 3 1 0 2
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- 1 1 O

(alle Eintrage, die nicht hingeschrieben sind, sind = 0).



Diagonalisierbarkeit und charakteristisches Polynom
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Trigonalisierbare Endomorphismen Ko kg
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Quiz
Seien K ein Kérper, n > 1 und A eine trigonalisierbare Matrix in M, (K).

Zeigen Sie, dass A einen Eigenvektor besitzt.

Sei K ein Kérper und sei A € My(K).

Beweisen Sie: A ist genau dann trigonalisierbar, wenn A einen Eigenvektor hat.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass dieselbe Aussage fiir (3 x 3)-Matrizen nicht wahr ist.



Quiz

Seien K ein Kérper, n > 1 und A eine trigonalisierbare Matrix in M, (K).
Zeigen Sie, dass A einen Eigenvektor besitzt. oQ,.u(KQ& el st Uiaaes feldnes
Ak dae windidees e Nullaulle a i

Sei K ein Korper und sei A € My(K). € Stamder dowrn v K
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woth e Wyt A 2ok €V 5 A \'1;*% ¥ ,(b”\"’); .
- AN»O«OWV—OW Fe S=Mp ok SAS'= (0 *)_

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass dieselbe Aussage fiir (3 x 3)-Matrizen nicht wahr ist.
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Trigonalisierbarkeit und charakteristisches Polynom
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Die Spur einer Matrix K Kérp, we N
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Spur und charakteristisches Polynom K ok, wmel
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Die Spur eines Endomorphismus
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Quiz

Sei K ein Korper und n € N. Sei V' der K-Vektorraum der Polynome vom Grad < n, also

n—1
V= {Z aX'; a € K} C K[X]

i=0

Fir f =377 aX' € V sei
n—1

D(f) =) iaX ™.

i=1

Berechnen Sie die Spur des Endomorphismus D: V — V von V.



Quiz

Sei K ein Korper und n € N. Sei V' der K-Vektorraum der Polynome vom Grad < n, also

n—1
V= {Z aX'; a € K} C K[X]

i=0

Boss
Fir f= Y7 aX' € V sei =X X, X
n—1
D(f) =) iaX ™.
i=1 “;&3\:/
Berechnen Sie die Spur des Endomorphismus D: V — V von V. W
01 /{

02 " T- 0.
M (o) = o | S0 dwpd SXT & Dm0



Ergidnzung

v QR C
Ist K ein Korper der Charakteristik 0 b SR
(d.h. dass der Ringhomomorphismus Z — K injektiv ist),

dann kann man zeigen:
Sind A, B € M,(K) Matrizen mit Spur(A’) = Spur(B’) fir alle i > 0, dann gilt

charpol , = charpolg.



Das Minimalpolynom

Vorlesungswoche 4
Ulrich Gortz

Lineare Algebra 2, SS 21

UNIVERSITAT
Essen Seminar for Algebraic
Geometry and Arithmetic DEUSISSEBNU ot




Voriiberlegung zum Minimalpolynom K Keqe, el
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Definition: Minimalpolynom einer Matrix K nelN
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Definition: Minimalpolynom einer Matrix
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Quiz

Sei K ein Korper. Berechnen Sie die Minimalpolynome der folgenden Matrizen:



Quiz
Sei K ein Korper. Berechnen Sie die Minimalpolynome der folgenden Matrizen:
o o \
AN = Ko o oj
Toe Yé k[X] ik / o 0o
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Quiz
Sei K ein Korper. Geben Sie n € N und eine Matrix A € M,(K) mit Minimalpolynom
(X —1)3 an.



Quiz
Sei K ein Korper. Geben Sie n € N und eine Matrix A € M,(K) mit Minimalpolynom
(X —1)3 an.
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Definition: Minimalpolynom eines Endomorphismus K .
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Minimalpolynom und konjugierte Matrizen K &y, weN
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