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Erinnerung

Integritätsringe

Teilbarkeit

Euklidische Ringe, Hauptidealringe

Irreduzible und prime Elemente



Faktorielle Ringe



Nullstellen von Polynomen



Der chinesische Restsatz

Seien R ein Integritätsring und a1, . . . , ar ∈ R , so dass (ai , aj) = R für alle i �= j. Sei
a = a1 · · · · · ar .
Seien b1, . . . , br ∈ R . Dann existiert ein Element b ∈ R , so dass

b ≡ bi mod ai für alle i = 1, . . . , r

gilt.



Äquivalenzrelationen



Der Quotientenkörper eines Integritätsrings



Faktorielle Ringe
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Zerlegung in irreduzible Elemente in Hauptidealringen





Idealketten in Hauptidealringen



Quiz: Idealketten in Z; inK [X ] (K Körper)

Formulieren Sie die Aussage des Lemmas für den Ring Z als Teilbarkeitsaussage in Z.
Warum ist sie richtig?

Sei K ein Körper. Formulieren Sie die Aussage des Lemmas für den Ring K [X ] als
Teilbarkeitsaussage in K [X ]. Warum ist sie richtig?



Quiz: Idealketten in Z; in K [X ] (K Körper)

Formulieren Sie die Aussage des Lemmas für den Ring Z als Teilbarkeitsaussage in Z.
Warum ist sie richtig?

Sei K ein Körper. Formulieren Sie die Aussage des Lemmas für den Ring K [X ] als
Teilbarkeitsaussage in K [X ]. Warum ist sie richtig?



Idealketten in Hauptidealringen



Eindeutigkeit der Zerlegung





Faktorielle Ringe



Quiz / Beispiel:Z



Quiz / Beispiel: Z



Quiz / Beispiel:K [X ]



Quiz / Beispiel: K [X ]



Nullstellen von Polynomen
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Nullstellen von Polynomen



Charakterisierung durch Teilbarkeitsbedingung



Vielfachheit einer Nullstelle



Quiz

Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms

f = (2X − 1)2 (X 2 + X − 1)

und ihre Vielfachheiten.

Welches ist der kleinste Ring in der Kette

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C,

über dem f vollständig in Linearfaktoren zerfällt?



Quiz

Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms

f = (2X − 1)2 (X 2 + X − 1)

und ihre Vielfachheiten.

Welches ist der kleinste Ring in der Kette

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C,

über dem f vollständig in Linearfaktoren zerfällt?



Der Fundamentalsatz der Algebra



Der Chinesische Restsatz
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Aufgabe (aus dem Buch Sun-tzu Suan-ching, 3. Jh.)

Gesucht ist eine Anzahl von Dingen. Wenn wir sie in
Dreiergruppen aufteilen, bleiben 2 übrig. Wenn wir sie in
Fünfergruppen aufteilen, bleiben 3 über. Wenn wir sie in
Siebenergruppen aufteilen, bleiben 2 über. Wie viele Dinge
sind es?

Abb. Wikipedia/public domain



Kongruenzen



Erinnerung Ideale



Der chinesische Restsatz







Quiz

Finden Sie alle x ∈ Z mit

x ≡ 2 mod 3, x ≡ 3 mod 5, x ≡ 2 mod 7.



Quiz

Finden Sie alle x ∈ Z mit

x ≡ 2 mod 3, x ≡ 3 mod 5, x ≡ 2 mod 7.





Quiz

Finden Sie alle x ∈ Z mit

x ≡ 2 mod 6, x ≡ 3 mod 8.



Quiz

Finden Sie alle x ∈ Z mit

x ≡ 2 mod 6, x ≡ 3 mod 8.



Äquivalenzrelationen
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Relationen (zwischenmenschlich :-) )

Abbildungen: Inga Görtz CC-BY



Abb. Inga Görtz CC-BY



Relationen (mathematisch)



Eigenschaften von Relationen



Quiz

Kreuzen Sie an, welche Relation welche Eigenschaften hat. (Es sei R ein Integritätsring.)

reflexiv symmetrisch transitiv antisymmetrisch
=

≤ (auf Z, Q, R)
< (auf Z, Q, R)

�=
| (in R)

assoziiert zu (in R)
≡ (mod a für a ∈ R)



Quiz

Kreuzen Sie an, welche Relation welche Eigenschaften hat. (Es sei R ein Integritätsring.)

reflexiv symmetrisch transitiv antisymmetrisch
=
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Äquivalenzrelationen



Äquivalenzklassen





DieMenge der Äquivalenzklassen



Der Quotientenkörper eines Integritätsrings
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Z undQ



Allgemeine Konstruktion





Wohldefiniertheit der Rechenoperationen



Körperaxiome





Der natürliche Homomorphismus R → Quot(R)



Quiz

„Beschreiben“ Sie möglichst gut die folgenden Quotientenkörper:

Quot(Z)

Quot(C)

Quot(Q[X ])

Quot(R) (R ein faktorieller Ring)
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