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Sesquilinearformen und Endomorphismen





Die adjungierte Abbildung





Adjungierte Abbildung und duale Abbildung





Eigenschaften der adjungierten Abbildung





Quiz

Seien K , σ und V wie oben, β eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf V ,
f : V → V ein Endomorphismus mit adjungierter Abbildung f ∗.
Zeigen Sie:

Ker(f ∗) = Im(f )⊥, Im(f ∗) = Ker(f )⊥, rg(f ∗) = rg(f ).
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Selbstadjungierte Endomorphismen



Quiz

Wir betrachten K = R und V = Rn mit dem Standardskalarprodukt.

Was bedeutet es für die Matrix A, dass der Endomorphismus

Rn → Rn, v �→ Av ,

selbstadjungiert ist?
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Positiv definite Bilinearformen, Sesquilinearformen



Quiz

Untersuchen Sie, welche der folgenden Sesquilinearformen (auf R2 bzw. C2) positiv
definit, positiv semidefinit, … sind.

(Es ist jeweils die Strukturmatrix bezüglich der Standardbasis angegeben.)

K = R.
�
1 0

0 1

�
,

�
−1 0

0 −1

�
,

�
1 0

0 −1

�
,

�
1 0

0 0

�
,

�
0 1

1 0

�
,

K = C. �
1 0

0 1

�
,

�
0 i
−i 0

�
,
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UnitäreVektorräume
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung



Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung



Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung



Quiz

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei β eine hermitesche
Sesquilinearform auf V .

Zeigen Sie: Wenn β positiv definit ist, dann ist β nicht-ausgeartet.

Sei nun β nicht-ausgeartet und positiv semidefinit. Zeigen Sie, dass β positiv definit ist.
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Die Norm zu einem Skalarprodukt





Quiz

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (·, ·) und zugehöriger Norm �·�.

Wir definieren den Abstand von v ,w ∈ V durch d(v ,w) = �w − v�.

Zeigen Sie, dass für alle u, v ,w ∈ V gilt:

d(u, v) + d(v ,w) ≥ d(u,w).

Warum heißt die Dreiecksungleichung Dreiecksungleichung?
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Orthogonalität undWinkel
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Orthogonalität, Orthogonalsysteme



Quiz

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (·, ·).

Sei v1, . . . , vm ∈ V ein Orthogonalsystem.

Zeigen Sie, dass die Familie v1, . . . , vm linear unabhängig ist.



Quiz
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DasVerfahren von Gram und Schmidt









Quiz

Wenden Sie das Verfahren an auf die Basis

b1 =




0

−2

0


 , b2 =



3

2

4


 , b3 =



1

0

0


 .
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Korollar: Existenz von Orthonormalbasen





Quiz

Noch einmal Cauchy-Schwarz: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (·, ·),

seien v ,w ∈ V linear unabhängig.

Zeigen Sie det
�
(v , v) (v ,w)

(w , v) (w ,w)

�
∈ R>0.

Folgern Sie die Ungleichung von Cauchy-Schwarz für v und w .
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