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Ausgangssituation

K Körper, V ein (endlichdimensionaler) K -Vektorraum.

f : V → V ein Endomorphismus (� A darstellende Matrix)

Eigenwerte, Eigenräume, Diagonalisierbarkeit.



Ziele für dieses Semester



Ringe



Der Polynomring



Ringe - Definition und Beispiele
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Definition: Ring





Einheiten



Quiz

Finden Sie möglichst viele Beispiele von Ringen, die Sie in der LA1 kennengelernt haben!



Quiz

Finden Sie möglichst viele Beispiele von Ringen, die Sie in der LA1 kennengelernt haben!





Quiz

Welche der folgenden Mengen sind mit den beiden angegebenen Verknüpfungen als
Addition und Multiplikation ein Ring?

Q mit Addition + und Multiplikation +

Hom(V ,K) mit Addition + und Multiplikation ·
(Addition/Multiplikation von Abbildungen, K Körper, V endlichdim. K -Vektorraum)

{f : K → K ; f Polynomfunktion}
mit Addition + und Multiplikation · (Addition/Multiplikation von Abbildungen)



Quiz

Welche der folgenden Mengen sind mit den beiden angegebenen Verknüpfungen als
Addition und Multiplikation ein Ring?

Q mit Addition + und Multiplikation +

Hom(V ,K) mit Addition + und Multiplikation ·
(Addition/Multiplikation von Abbildungen, K Körper, V endlichdim. K -Vektorraum)

{f : K → K ; f Polynomfunktion}
mit Addition + und Multiplikation · (Addition/Multiplikation von Abbildungen)



Rechenregeln



Ringhomomorphismen
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Definition: Ringhomomorphismus





Quiz

Finden Sie Beispiele von Ringhomomorphismen, die Sie in der LA1 kennengelernt haben!



Quiz

Finden Sie Beispiele von Ringhomomorphismen, die Sie in der LA1 kennengelernt haben!



Isomorphismen



Quiz

Welche der Abbildungen sind Ringhomomorphismen/-isomorphismen? (K ein Körper)

C →

{(
a −b
b a

)
; a, b ∈ R

}
, a + ib 7→

(
a −b
b a

)

det : Mn(K) → K (für n > 1)

Mn(K) → Mn(K), A 7→ At .

Mn(K) → Mn(K), A 7→ SAS−1 (für eine fixierte Matrix S ∈ GLn(K))

K → Mn(K), a 7→ aEn



Quiz

Welche der Abbildungen sind Ringhomomorphismen/-isomorphismen? (K ein Körper)

C →
��

a −b
b a

�
; a, b ∈ R

�
, a + ib �→

�
a −b
b a

�

det : Mn(K) → K (für n > 1)

Mn(K) → Mn(K ), A �→ At .

Mn(K) → Mn(K ), A �→ SAS−1 (für eine fixierte Matrix S ∈ GLn(K))

K → Mn(K ), a �→ aEn



Quiz

Welche der Abbildungen sind Ringhomomorphismen/-isomorphismen? (K ein Körper)

C →
��

a −b
b a

�
; a, b ∈ R

�
, a + ib �→

�
a −b
b a

�

det : Mn(K) → K (für n > 1)

Mn(K) → Mn(K ), A �→ At .

Mn(K) → Mn(K ), A �→ SAS−1 (für eine fixierte Matrix S ∈ GLn(K))

K → Mn(K ), a �→ aEn



Unterringe



Kern und Bild eines Ringhomomorphismus



Ideale





Das von einer Teilmenge erzeugte Ideal



Quiz

Berechnen Sie (4, 14) ⊆ Z.

Seien K ein Körper und n ∈ N>1. Ist {A ∈ Mn(K); rg(A) ≤ 1} ein Ideal in Mn(K)?

Zeigen Sie: Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Körper, wenn {0} und R die
einzigen Ideale von R sind.



Quiz

Berechnen Sie (4, 14) ⊆ Z.

Seien K ein Körper und n ∈ N>1. Ist {A ∈ Mn(K); rg(A) ≤ 1} ein Ideal in Mn(K)?

Zeigen Sie: Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Körper, wenn {0} und R die
einzigen Ideale von R sind.



Der Polynomring
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Erinnerung: Polynomfunktionen



Definition des Polynomrings

Sei R ein kommutativer Ring.







Varianten



Der Einsetzungshomomorphismus
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Der Einsetzungshomomorphismus









Quiz

Sei Z → F7 die kanonische Projektion und f (X) = X 2 − 3 ∈ Z[X ]. Berechnen Sie
f (4̄) ∈ F7.

Sei R → M2(R) der Ringhomomorphismus mit a 7→ aE2. Berechnen Sie f (A) ∈ M2(R)

für f = X 2 + 2X − 3 und A =

(
−1 2

2 −1

)
.



Quiz

Sei Z → F7 die kanonische Projektion und f (X) = X 2 − 3 ∈ Z[X ]. Berechnen Sie
f (4̄) ∈ F7.

Sei R → M2(R) der Ringhomomorphismus mit a �→ aE2. Berechnen Sie f (A) ∈ M2(R)

für f = X 2 + 2X − 3 und A =

�
−1 2

2 −1

�
.



Grad, Absolutkoeffizient, Leitkoeffizient, normierte Polynome



Polynome und Polynomfunktionen
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Polynomfunktionen



… für einen unendlichen Körper K



… für einen endlichen Körper K



Quiz

Geben Sie Polynomfunktionen f , g : F2 → F2 an, die beide von der Nullfunktion
verschieden sind, aber so dass das Produkt fg die Nullfunktion ist.



Quiz

Geben Sie Polynomfunktionen f , g : F2 → F2 an, die beide von der Nullfunktion
verschieden sind, aber so dass das Produkt fg die Nullfunktion ist.


