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Erinnerung --Wo stehenwir?

V , W Vektorräume über dem Körper K

f : V → W lineare Abbildung

Isomorphismus

Lineare Abbildungen und Basen

Kern und Bild einer linearen Abbildung, Dimensionsformel

Abschnitte 7.1, 7.2 im Skript



Lineare Abbildungen K n → Km

Haben gesehen: A ∈ Mm×n(K) � fA : K n → Km.

Satz 7.26 im Skript



Lineare Abbildungen�Matrizen, allgemeiner Fall

Abschnitt 7.3 im Skript



Basiswechsel

Satz 7.31, Korollar 7.33 im Skript



Der Rang einerMatrix

Abschnitt 7.4 im Skript



Der Dualraum einesVektorraums (Fortsetzung)

Abschnitt 7.5 im Skript
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Lineare Abbildungen K n → Km

Haben gesehen: A ∈ Mm×n(K) � fA : K n → Km.



Quiz

Sei A =

�
1 2

3 4

�
∈ M2(Q). Berechnen Sie:

fA(

�
2

−1

�
), fA(

�
1

0

�
), fA(

�
0

1

�
).

Bestimmen Sie eine Matrix A über Q, so dass fA : Q2 → Q3 die Abbildung

�
x
y

�
�→




y
−x

2x − y




ist.











Verträglichkeit mit Verkettung /Multiplikation
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Lineare Abbildungen�Matrizen, allgemeiner Fall











Mit anderenWorten…



Quiz

Gegeben seien

u1 =



0

1

1


 , u2 =




3

0

−1


 ∈ Q3.

Sei U = �u1, u2�. Dann ist B eine Basis von U.

Seien w1 =

�
1

0

�
, w2 =

�
1

1

�
. Dann ist C = (w1,w2) eine Basis von Q2.

Berechnen Sie MB
C (f ) für f : U → Q2,




x
y
z


 �→

�
x − y
y − z

�
.



Lineare Abbildungen undMatrizen
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„Kommutatives Diagramm“



Ein „toymodel“
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DarstellendeMatrix einerVerkettung



DarstellendeMatrix eines Isomorphismus



Basiswechsel



Quiz

Gegeben seien die Basen B =

��
1

1

�
,

�
0

1

��
sowie C =

��
0

2

�
,

�
1

0

��
von Q2 sowie

die lineare Abbildung

f : Q2 → Q2,

�
x
y

�
�→

�
−y

y − 3x

�

Berechnen Sie MB
C (f ), einerseits direkt und andererseits mit dem vorherigen Korollar.



Basiswechselmatrizen



Die Smith-sche Normalform und
ein Beispiel zum Basiswechsel
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Basiswechselmatrizen



Smith-sche Normalform







Quiz

���������� ��� ��� �������� �� ��� �������� ������� ���� ���������

��� � ∈ ��×�(�) ���������� ������� �� ���������� ������������� �������� � ∈ ��(�)

��� � ∈ ��(�)� �� ����

��� =

�
�� 0

0 0

�
,

����� � = ��(��)�



Basiswechsel für Endomorphismen
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Definition: (Spalten-)Rang, Zeilenrang



Quiz
Bestimmen Sie den Spaltenrang der folgenden Matrizen (über Q):


−1 3 2

−2 2 0

−3 1 −2


 ∈ M3(Q), A ∈ Mn(K) invertierbar, A ∈ Mm×n(K) in RZSF.

Bestimmen Sie den Zeilenrang der folgenden Matrizen:


−1 3 2

−2 2 0

−3 1 −2


 ∈ M3(Q), A ∈ Mn(K) invertierbar, A ∈ Mm×n(K) in RZSF.



Zeilenrang=Spaltenrang



Zeilenrang=Spaltenrang



Quiz

Sei K ein Körper, a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ K n. Zeigen Sie: a und b sind
genau dann linear unabhängig, wenn aibj − ajbi �= 0 für mindestens ein Paar i , j,
1 ≤ i , j ≤ n.







Der Dualraum einesVektorraums
Fortsetzung
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Der Dualraumvon K n



Die duale Basis



Quiz

Wir betrachten die Basis
�
1

2

�
,
�
−2

0

�
von Q2. Bestimmen Sie die duale Basis.



Der Rang der dualen Abbildung



Der Doppeldualraum





Der Dualraum einesVektorraums
DieMatrix der dualen Abbildung
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Die darstellendeMatrix der dualen Abbildung





Noch einmal: Zeilenrang= Spaltenrang



Quiz

Wir betrachten die Basis
�
1

2

�
,
�
−2

0

�
von Q2. Bestimmen Sie die duale Basis.


