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Erinnerung --Wo stehenwir?

V ein K -Vektorraum

Struktur von V : Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum besitzt eine Basis.

Dimension

Dimension und Untervektorräume

Kapitel 6 im Skript



Lineare Abbildungen

K ein Körper, V , W Vektorräume über K .

Abschnitt 7.1 im Skript



Isomorphismen

Abschnitt 7.1 im Skript



Die Koordinatenabbildung

Abschnitt 7.1, Def. 7.18 im Skript



Kern und Bild einer linearen Abbildung

Abschnitt 7.2 im Skript



Die Dimensionsformel für lineare Abbildungen

Theorem
Seien V , W Vektorräume über K, sei V endlich-dimensional und sei f : V → W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

dim(V ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )).

Theorem 7.23 im Skript



Der Dualraum einesVektorraums

Abschnitt 7.5 im Skript



Lineare Abbildungen
Definition und einfache Beispiele
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Lineare Abbildungen

Seien K ein Körper und V , W Vektorräume über K .



Beispiele



Quiz:Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

K = Q, f : Q2 → Q2,
�

x
y

�
�→

�
x2 + y2

x2 − y2

�
.

K = Q, f : Q2 → Q3,
�

x
y

�
�→




x + y
x − y
y − x


.

K = R, V der Vektorraum der Polynomfunktionen R → R, D : V → V , f �→ f �.

K =




R

C
, f : C → C, a + bi �→ a − bi (a, b ∈ R).



Geometrische Interpretation



Geometrische Beispiele

https://math.ug/applets/lineare-abbildungen-1.html



DerVektorraumHomK(V ,W )



Isomorphismen
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Definition Isomorphismus



Bijektive lineare Abbildungen sind Isomorphismen



Bijektive lineare Abbildungen sind Isomorphismen



Quiz:Welche der folgenden Abbildungen sind Isomorphismen?

K = Q, f : Q2 → Q2,
�

x
y

�
�→

�
x + y
x − y

�

K = Q, f : Q3 → Q2,




x
y
z


 �→

�
x + y
y + z

�

K ein Körper, a ∈ K , f : K → K , x �→ ax



Isomorphismen „transportieren“Vektorraumeigenschaften



Lineare Abbildungen und Basen
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Eine lineare Abbildung ist durch dieWerte auf Basisvektoren
bestimmt





Quiz: Existiert eine lineare Abbildung so dass …?

Existiert f : Q2 → Q2 mit
�
1

0

�
�→

�
1

1

�
,

�
1

1

�
�→

�
−1

1

�
,

�
0

−1

�
�→

�
0

0

�
?

Existiert f : Q2 → Q2 mit
�
1

0

�
�→

�
1

1

�
,

�
1

1

�
�→

�
1

1

�
,

�
0

−1

�
�→

�
0

0

�
?



Basiswahl alsWahl eines Koordinatensystems



Basiswahl alsWahl eines Koordinatensystems
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Die Koordinatenabbildung



Dimension und Isomorphie



Kern und Bild
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Kern und Bild einer linearen Abbildung

Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorräumen



Quiz

Sei K = Q, V = Q5, W = Q3,

f : V → W , x �→ Ax

mit

A =



5 4 3 2 1

4 3 2 1 0

3 2 1 0 −1




Wie würden Sie eine Basis von Ker(f ) und wie eine Basis von Im(f ) berechnen?



Quiz

Sei V ein K -Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.

Existiert eine lineare Abbildung f : V � → V mit Im(f ) = U?

Existiert eine lineare Abbildung g : V → V � mit Ker(g) = U?



Injektivität⇐⇒ trivialer Kern



Terminologie: Monomorphismen, Epimorphismen



Die Dimensionsformel für lineare Abbildungen
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Die Dimensionsformel für lineare Abbildungen





Korollar: Homomorphismen zwischenVektorräumen derselben
Dimension



Quiz: Zusammenhang zu linearen Gleichungssystem

Sei A ∈ Mm×n(K) und f : K n → Km die zugehörige Abbildung x �→ Ax .
Versuchen Sie, die Dimensionsformel und das Korollar in Termen von Matrizen/linearen
Gleichungssystemen zu interpretieren.



Der Dualraum einesVektorraums
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Definition: Dualraum

Sei V ein K -Vektorraum.



Quiz: Beispiele für Elemente imDualraum

Sei V = K n. Finden Sie Elemente im Dualraum V ∨.

Sei K = R, V der Vektorraum aller Polynomfunktion R → R. Finden Sie Elemente im
Dualraum V ∨.



Die duale Abbildung einer linearen Abbildung





Eigenschaften der dualen Abbildung
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Injektivität/Surjektivität von f bzw. f ∨




