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Erinnerung -- Wo stehen wir?

V ein K-Vektorraum V, +:VUxVv 2V
oK xV —V

Struktur von V: Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum besitzt eine Basis.
Dimension dimV

Dimension und Untervektorraume

Kapitel 6 im Skript



Lineare Abbildungen
K ein Korper, V', W Vektorraume tiber K.
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Abschnitt 7.1 im Skript
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Abschnitt 7.1 im Skript



Die Koordinatenabbildung
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Abschnitt 7.1, Def. 7.18 im Skript



Kern und Bild einer linearen Abbildung g: N — W

ko (1) = fveVy Jw=e} <V WR
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Abschnitt 7.2 im Skript



Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Theorem
Seien V', W Vektorrdume liber K, sei V' endlich-dimensional und sei f: V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Theorem 7.23 im Skript



Der Dualraum eines Vektorraums K Kacper, V e K-VR
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Abschnitt 7.5 im Skript
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Definition und einfache Beispiele
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Lineare Abbildungen
Seien K ein Korper und V, W Vektorraume lber K.
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Quiz: Welche der folgenden Abbildungen sind linear? 0 (s)
X x? 4 y? o Wk B “") (‘ﬁ
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- K =R, V der Vektorraum der Polynomfunktionen R - R, D: V — V, f — f'.
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Geometrische Interpretation [+ VoW Kiwear -
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Geometrische Beispiele
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https://math.ug/applets/lineare-abbildungen-1.html



Der Vektorraum Homy (V, W) K Kopr
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Isomorphismen
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Definition Isomorphismus K K;rr., V, W Velboauc cbo K
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Bijektive lineare Abbildungen sind Isomorphismen
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Bijektive lineare Abbildungen sind Isomorphismen
Ao & Yer aek, weW, v=glw) (koo ‘*"—}(ﬂ) a

%(a»&) = ﬁ(mj(w)) = j()(av)) :(jj‘) (mr) = av =0«3(w),



Quiz: Welche der folgenden Abbildungen sind Isomorphismen?
K=Q,f Q- Q° X o xX+y B R O
y X—Yy

X
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K ein Korper, a€ K, f: K — K, x— ax — b a=0" Lo Toatemgelitram.



Isomorphismen ,transportieren” Vektorraumeigenschaften
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Lineare Abbildungen und Basen
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Eine lineare Abbildung ist durch die Werte auf Basisvektoren

bestimmt
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Quiz: Existiert eine lineare Abbildung so dass...? ® 3 g & sdibsb e
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Basiswahl als Wahl eines Koordinatensystems
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Basiswahl als Wahl eines Koordinatensystems
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Die Koordinatenabbildung
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Dimension und Isomorphie
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Kern und Bild
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Kern und Bild einer linearen Abbildung
Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen
Bo o Kem K (f) v booh dhowl= als
() = {ueV, JW=eb = ey eV

ol e B Te(f) e § o Tl L) 5 veVvp e W.
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Quiz

&S——i CQB Aehhs(@'>
SeiK:@,V:@5yW:Q37
S, VoW, xo A @ =da sy
o\)l\&me"“j"Wmdh
it Wy Wy - Y %,es N
oy pesr oy L el
A( =T aw _ P Yoo e
'LJ i= A 43210 ~—p LW, Lo v ()
3210 -1
(Hmkuél)

Wie wiirden Sie eine Basis von Ker(f) und wie eine Basis von Im(f) berechnen?
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Quiz Okl g

Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.

‘)a, doe W =T ()
Existiert eine lineare Abbildung f: V' — V mit Im(f) = U? — fo §iU—V

Existiert eine lineare Abbildung g: V — V' mit Ker(g) = U?
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Injektivitit <= trivialer Kern
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Terminologie: Monomorphismen, Epimorphismen
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Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
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Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
Qe Ko Koy, VW Vedeieo /KL S V odbd - dieoninal]

, , (), I ()
Tlotenirn S ;1 V — W 2o Rivsnre M“"Lj”"‘éf Sown XLJ(‘ Rl uu.(\—wl

Q‘uwt\sv% e LAL  doe (T (f)  rnk wd hin Rouwo dor Bare
Mg §, el g (§) = a3 ().

< WeV ww K’\"’"T‘QM’«»—)";W Tew R 3@5(4)5_\// d4-8
_}\u: W — Tulf), w W,

FE (S N —SM'\N-J\-Rr-/)\—M R

RN

—

Ks(f) @ W =V. Beh,



Wow i deooe Bebuplony e L o |y b St don 0

Ry doo L) daw

aw P Rﬁ\\)\' o i e L) 4 U = dan V.

M o Wl Reer & qaen 0 bl
. g\u A\J)M\ft NI w & W wi- —S\\*(\A\ = O/ dewn a,&,\——
w e U\ Q K’:Ls) = LO\S” 3\(' w=o
¥ ks (fy,) =0, & JN iyl

Ty o Am- \AG\}\ '\A/-\" %(u\sl«)

. S\U\ M&J\\r AV ‘461“’('“
(¢ wen(d). Shude v = =W,

. v eV Wk ) =uw

W2 dede (), WU, k() Kookt

Sy
vk w e\dx(ﬂ, well | Dam eox/Uf W = Sl‘f\ ; *ﬁ“*) }(lﬁ) /
V=ku(po (L

R A i resyd e



Korollar: Homomorphismen zwischen Vektorrdumen derselben

Dimension
Kadls S Vv, W oodlid - dicniode KVR wd dhw V= din W,
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Quiz: Zusammenhang zu linearen Gleichungssystem

Sei A€ Mpyn(K) und f: K" — K™ die zugehdrige Abbildung x — Ax.
Versuchen Sie, die Dimensionsformel und das Korollar in Termen von Matrizen /linearen

Gleichungssystemen zu interpretieren.
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Der Dualraum eines Vektorraums
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Definition: Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum.
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Quiz: Beispiele fiir Elemente im Dualraum s Wby V— K

v 0

Sei V = K". Finden Sie Elemente im Dualraum VV.
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Sei K =R, V der Vektorraum aller Polynomfunktion R — R. Finden Sie Elemente im

Dualraum VV. \/ = “,R — R ;e “e\:;‘ co’_'é“ep”'"('
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Die duale Abbildung einer linearen Abbildung
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Eigenschaften der dualen Abbildung
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