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Erinnerung:Wo stehenwir

Körper

Lineare Gleichungssysteme

a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2nXn = b2

... ...
am1X1 + am2X2 + · · ·+ amnXn = bm

Kapitel 4, Abschnitt 5.1 im Skript



Erinnerung:Wo stehenwir

Körper

Matrizen



a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

... ... ... ...
am1 am2 · · · amn bm




Kapitel 4, Abschnitt 5.1 im Skript



Der Gauß-Algorithmus

Ziel: Bringe gegebenes LGS systematisch auf ein LGS mit derselben Lösungsmenge in
einer besonders einfachen Form (so dass man dann die Lösungsmenge direkt ablesen
kann).

Abschnitt 5.2 im Skript
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Der Gauß-Algorithmus

Ziel: Bringe gegebenes LGS systematisch auf ein LGS mit derselben Lösungsmenge in
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Folgerungen
Abschnitt 5.2 im Skript



Teilräume von K n
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Abschnitt 5.2.3 im Skript



Das Matrizenprodukt



Der Gauß-Algorithmus: elementare
Zeilenumformungen
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Elementare Zeilenumformungen

Definition

Abschnitt 5.2.1 im Skript



Quiz

über Q:



1 2 3 4

−2 3 2 1

1 2 2 1


 Z2�Z2+2Z1, Z3�Z3−Z1−−−−−−−−−−−−−−→

über F3:


0 1 0

1 −1 1

1 1 0


 Z1�Z3, Z2�Z2−Z1−−−−−−−−−−−−→



Elementare Zeilenumformungen sind umkehrbar

Jede elem. Zeilenumformung lässt sich durch eine elementare Zeilenumformung
umkehren:



Elementare Zeilenumformungen und LGS

Lemma
Sei (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS. Wenn (A� | b�) aus (A | b)
durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann haben die durch (A | b)
bzw. (A� | b�) beschriebenen LGS dieselbe Lösungsmenge.

Lemma 5.12 im Skript



Elementare Zeilenumformungen und LGS

Lemma
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durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann haben die durch (A | b)
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Lemma 5.12 im Skript
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Definition Zeilenstufenform

Definition
Sei A eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten.
(1) A hat Zeilenstufenform, wenn

(a) In jeder Zeile ist der erste Eintrag, der von Null verschieden ist, gleich 1.
(Führende Eins)

(b) Alle Einträge unter einer führenden Eins sind Null.
(c) Die führende Eins einer Zeile liegt rechts von der führenden Eins der

darüberliegenden Zeile.

(2) A hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn sie Zeilenstufenform hat und zusätzlich alle
Einträge in einer Spalte einer führenden Eins, abgesehen von der führenden Eins
selbst, gleich Null sind. Definition 5.13 im Skript



Definition reduzierte Zeilenstufenform

1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1 ∗ ∗
1 ∗ ∗









Quiz

Welche der folgenden Matrizen haben Zeilenstufenform, welche haben sogar reduzierte
Zeilenstufenform?



1 0 0

0 1 0

0 0 1


 ,



1 1 1

0 1 1

0 0 1


 ,



1 0 1

0 1 1

0 0 0


 ,



0 0 1

0 1 0

1 0 0


 ,



1 1 1

1 1 1

1 1 1


 ,



1 0 1

1 1 0

0 0 1


 ,



1 0 2

0 1 0

0 0 0


 ,



1 2 3

0 0 0

0 0 0


 .



Eindeutigkeit

Satz 5.17 im Skript
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Der Gauß-Algorithmus

Satz
Jede Matrix lässt sich durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte
Zeilenstufenform bringen.

Abschnitt 5.2.2 im Skript





Quiz

Bringen Sie die folgenden Matrizen auf Zeilenstufenform:
über Q:



1 2 3

4 5 6

7 8 9


 ∈ M3(Q)

über C:


0 0

0 1

i 1 + i


 ∈ M3×2(C)





1 2 3

4 5 6

7 8 9








0 0

0 1

i 1 + i






Lösungsmenge eines Gleichungssystems
„in Zeilenstufenform“
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Lösungsmenge eines LGSmit erweiterter Koeffizientenmatrix in
RZSF




1 a 0 b c
0 0 1 d e
0 0 0 0 0




Abschnitt 5.2.2 im Skript



Variante

L =








c − ax − bx �

x
e − dx �

x �


 ; x , x � ∈ K





Abschnitt 5.2.2 im Skript



Quiz

Geben Sie die Lösungsmenge des LGS mit der folgenden erw. Koeffizientenmatrix an:



0 1 0 3 3 0 0 2

0 0 1 0 2 0 0 3

0 0 0 0 0 1 0 4

0 0 0 0 0 0 1 5

0 0 0 0 0 0 0 0






Folgerungen

(A | b) in RZSF
Es sind äquivalent:
(i) Das durch (A | b) gegebene LGS ist lösbar
(ii) Die Matrizen A und (A|b) haben gleich viele Stufen.



(A | b) in RZSF, sei lösbar.
Es sind äquivalent:
(i) Das durch (A | b) gegebene lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Lösung.
(ii) Die Matrix A hat in jeder Spalte eine Stufe.



(A | b) in RZSF, sei lösbar.
Es sind äquivalent:
(i) Das durch (A | b) gegebene lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Lösung.
(ii) Die Matrix A hat in jeder Spalte eine Stufe.

Sei nun in der obigen Situation A ∈ Mn(K) quadratisch.
Dann sind äquivalent:
(i) Das durch (A | b) gegebene LGS ist eindeutig lösbar.
(ii) A = En

Insbesondere ist diese Eigenschaft unabhängig von b.



Folgerungen
Sei A ∈ Mn(K) eine quadratische Matrix. Dann sind äquivalent:
(i) Für alle b ∈ K n ist das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig lösbar.
(ii) Für alle b ∈ K n ist das durch (A | b) gegebene LGS lösbar.
(iii) Es existiert b ∈ K n, so dass das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig lösbar ist.
(iv) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist En.



Folgerungen
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(i) Für alle b ∈ K n ist das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig lösbar.
(ii) Für alle b ∈ K n ist das durch (A | b) gegebene LGS lösbar.
(iii) Es existiert b ∈ K n, so dass das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig lösbar ist.
(iv) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist En.



Teilräume von K n

Vorlesungswoche 3

Ulrich Görtz

Lineare Algebra 1,WS 20/21



Definition Teilraum

K ein Körper, n ≥ 0.

Definition 5.23 im Skript



Teilräume vonR2

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3



Teilräume und LGS

Abschnitt 5.2.3 im Skript



Quiz
Welche der folgenden Teilmengen ist ein Teilraum?

(1) K = Q, {(x1, . . . , xn)
t ∈ K n;

�n
i=1 ixi = 0},

(2) K = R, {(x1, x2)t ∈ K 2; x2 = x2
1},

(3) K = R, {(x1, . . . , xn)
t ∈ K n;

�n
i=1 x2

i = 0},

(4) K = C, {(x1, . . . , xn)
t ∈ K n;

�n
i=1 x2

i = 0},

(5) K = F2, {(x1, . . . , xn)
t ∈ K n;

�n
i=1 x2

i = 0},
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Addition vonMatrizen und Skalarmultiplikation

Abschnitt 5.3 im Skript



DasMatrizenprodukt



Quiz

�
1 0 1

−1 1 0

�

−1 2

−2 1

0 1


 =?

�
1 0

��
1

2

�
=?

�
1

2

��
1 0

�
=?



Eigenschaften des Matrizenprodukts
Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC)

Distributivgesetze: (A+B)C = AC + BC, A(B+C) = AB + AC



Das Matrizenprodukt und LGS



Das Matrizenprodukt und elementare Zeilenumformungen



Das Matrizenprodukt und elementare Zeilenumformungen



Die transponierteMatrix, spezielleMatrizen
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Die transponierteMatrix

Abschnitt 5.3.1 im Skript





0 0 1

1 0 0

2 1 3




t

=



4

3

2




t

=



6 5

4 3

2 1




t

=



SpezielleMatrizen

Abschnitt 5.3.2 im Skript



Blockmatrizen

Abschnitt 5.3.2 im Skript


