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Der Gauf$-Algorithmus

Ziel: Bringe gegebenes LGS systematisch auf ein LGS mit derselben Lésungsmenge in
einer besonders einfachen Form (so dass man dann die Lésungsmenge direkt ablesen
kann).

Abschnitt 5.2 im Skript
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Der Gauf$-Algorithmus

Ziel: Bringe gegebenes LGS systematisch auf ein LGS mit derselben Lésungsmenge in

einer besonders einfachen Form (so dass man dann die Lésungsmenge direkt ablesen
kann).
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Das Matrizenprodukt
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Der Gauf3-Algorithmus: elementare
Zeilenumformungen
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Elementare Zeilenumformungen sind umkehrbar

Jede elem. Zeilenumformung lasst sich durch eine elementare Zeilenumformung

umkehren:
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Elementare Zeilenumformungen und LGS

Lemma

Sei (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS. Wenn (A’ | b") aus (A | b)
durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann haben die durch (A | b)
bzw. (A" | b") beschriebenen LGS dieselbe Losungsmenge.
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Elementare Zeilenumformungen und LGS

Lemma

Sei (A | b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS. Wenn (A’ | b") aus (A | b)
durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann haben die durch (A | b)
bzw. (A" | b') beschriebenen LGS dieselbe Lésungsmenge.
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Der Gauf3-Algorithmus: die Zeilenstufenform
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Definition Zeilenstufenform

0 . .
o ‘ ’
Definition Aslo—— =
Sei A eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. % -
(1) A hat Zeilenstufenform, wenn -
(a) In jeder Zeile ist der erste Eintrag, der von Null verschieden ist, gleich 1.
(Fihrende Eins)
(b) Alle Eintrage unter einer fiihrenden Eins sind Null.
(c) Die fithrende Eins einer Zeile liegt rechts von der fiihrenden Eins der

dariiberliegenden Zeile.

(2) A hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn sie Zeilenstufenform hat und zusétzlich alle
Eintrage in einer Spalte einer fithrenden Eins, abgesehen von der fithrenden Eins
Selbst' glelch Nu“ S|nd Definition 5.13 im Skrlpt




Definition reduzierte Zeilenstufenform




Quiz

Welche der folgenden Matrizen haben Zeilenstufenform, welche haben sogar reduzierte
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Der GauR-Algorithmus L, = (OLL'—\L-;)
Satz A \

Jede Matrix lasst sich durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte

Zeilenstufenform bringen.
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Quiz
Bringen Sie die folgenden Matrizen auf Zeilenstufenform:
uber Q:

tber C:
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Losungsmenge eines Gleichungssystems
,in Zeilenstufenform®
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Losungsmenge eines LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix in
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Abschnitt 5.2.2 im Skript
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Quiz

Geben Sie die Losungsmenge des LGS mit der folgenden erw. Koeffizientenmatrix an:
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Folgerungen @2\»}& ~»

$ - (A4
(A b) in RZSF e
Es sind aquivalent:
—
(i) Das durch (A | b) gegebene LGS ist losbar A

(i) Die Matrizen A und (A|b) haben gleich viele Stufen.



(A | b) in RZSF, sei losbar.
Es sind aquivalent:

(i) Das durch (A | b) gegebene lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung.
(ii) Die Matrix A hat in jeder Spalte eine Stufe.

vk Aol (= tewe Jw i Al b Uebo b cken
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(A | b) in RZSF, sei losbar.
Es sind aquivalent:

(i) Das durch (A | b) gegebene lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung.
(ii) Die Matrix A hat in jeder Spalte eine Stufe.

Sei nun in der obigen Situation A € M,(K) quadratisch.
Dann sind aquivalent: \

(i) Das durch (A | b) gegebene LGS ist eindeutig |osbar. ot
°
(i) A=E, Ly

Insbesondere ist diese Eigenschaft unabhangig von b.

E, = Kl \O ek, (k).

o



Folgerungen

Sei A € M,(K) eine quadratische Matrix. Dann sind aquivalent:
(i) Fir alle b € K" ist das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig |osbar.
(i) Fir alle b € K" ist das durch (A | b) gegebene LGS losbar.

(iii) Es existiert b € K", so dass das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig losbar ist.

(iv) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist E,.
BlactsS (wm) => (W) = (1) mde obe () = W) Al
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Folgerungen

Sei A € M,(K) eine quadratische Matrix. Dann sind aquivalent:
(i) Fir alle b € K" ist das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig |osbar.
ii) Fur alle b € K™ ist das durch (A | b) gegebene LGS losbar.

(
(iii) Es existiert b € K", so dass das durch (A | b) gegebene LGS eindeutig losbar ist.
(

iv) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist E,. °
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Definition Teilraum
K ein Korper, n > 0.
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Definition 5.23 im Skript
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Teilraume und LGS
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Quiz
Welche der folgenden Teilmengen ist ein Teilraum?
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Das Matrizenprodukt
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Addition von Matrizen und Skalarmultiplikation K e
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Das Matrizenprodukt L, wneN
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Eigenschaften des Matrizenprodukts
Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC)

Distributivgesetze: (A+B)C = AC + BC, A(B+C) = AB + AC
bs o hane ANl kbo b A =0

V4

AA



Das Matrizenprodukt und LGS
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Das Matrizenprodukt und elementare Zeilenumformungen
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Das Matrizenprodukt und elementare Zeilenumformungen
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Die transponierte Matrix, spezielle Matrizen
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. . . ~t
Die transponierte Matrix (1, 2,24) =

S A c’(&\’j\ ‘1 e € Mm« xv\,(k\)
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Abschnitt 5.3.1 im Skript
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Spezielle Matrizen (i alle Mrboun S{MM'“JJ* e M, ()
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Abschnitt 5.3.2 im Skript



Blockmatrizen
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