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Erinnerung: Wo stehen wir
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Korper / Lo Kisian denl o

Idee: Zahlbereich, in dem die Grundrechenarten +, —, -, / zur Verfiigung stehen

Abschnitt 4.1 im Skript



Korper

Idee: Zahlbereich, in dem die Grundrechenarten +, —, -, / zur Verfliigung stehen und

nach den Gblichen Regeln funktionieren, zum Beispiel

x+y=y+x, (x+y)-z=x-z+y-z,...
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Kein \(»:r*(%_r N) 7.

Abschnitt 4.1 im Skript
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Lineare Gleichungssysteme

Vokabeln:
@ Lineares Gleichungssystem (LGS), Koeffizienten
@ Losungsmenge

@ homogen, inhomogen

Abschnitt 5.1 im Skript
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Lineare Gleichungssysteme . e
5S8Y K K R
Vokabeln:
@ Lineares Gleichungssystem (LGS), Koeffizienten
@ Losungsmenge Spelhenvelbre
/

@ homogen, inhomogen

Zy
Addition und Skalarmultiplikation auf K" = kx - x K = { ( ; ) ; Tie K(i‘-llﬂh}

Matrizen

Abschnitt 5.1 im Skript
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Axiome der Addition Do EBe oo ok sw Muge K

Tstram Wik ALl (“v@gaﬂw‘)
1. KxK = K (s,8) — ath,
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K + KxK - ¥ i kxK = K

Axiome der Multiplikation / .
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Weitere Axiome

0 41

Drsh brgeede (atb)-c = a-c+b-c %’;’i:eK



Subtraktion und Division

+J——)'//

NJJ&.L. Adute - I~ ae K v den eddihie Tavone b &'\«Mfa, ok mant

a+b =0
Wie  sdiverlotn —a = b /GM?NM&M
c-d = Cc+ (—d) ~ Suldeldie oK
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Korperaxiome fiir K, +: K x K — K,

Addition

Multiplikation

Distributivgesetz

Assoziativgesetz:
Kommutativgesetz:
Neutrales Element 0:

Inverses Element —a zu a:

Assoziativgesetz:
Kommutativgesetz:

Neutrales Element 1:
1

Inverses Element a—* zu a:

KX K=K

(a+b)+c=a+(b+c)
at+b=b+a
a+0=0+a=a
at+(—a)=0=-a+a

(a-b)-c=a-(b-c)
a-b=b-a
a-1l=1-a=a

1 1

a-a =1=a"a

0#1
(a+b)-c=ac+ bc
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Erinnerung: Korperaxiome fiir K, +: K x K — K,

Addition

Multiplikation

Distributivgesetz

Assoziativgesetz:
Kommutativgesetz:
Neutrales Element 0:

Inverses Element —a zu a:

Assoziativgesetz:
Kommutativgesetz:

Neutrales Element 1:
1

Inverses Element a—* zu a:

(a+b)+c=a+(b+c)
at+b=b+a
a+0=0+a=a
at+(—a)=0=-a+a

(a-b)-c=a-(b-c)
a-b=b-a
a-1l=1-a=a

1 1

a-a =1=a"a

0#1
(a+b)-c=ac+ bc

KX K=K



Konventionen

PQVIRWELY (a+(b+c))~f&= (a - L)+(c+o()-~ = a+b+ctd
Podd = e Shidertdhnwesy (Q+L,)c = ac +be
o Vtglanhs, [y widd wteedarkide



Eindeutigkeit neutraler und inverser Elemente
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Y

Lemma 4.7 im Skript (= 2 )
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Kiirzungsregeln
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Abschnitt 4.1.3 im Skript



Multiplikation mit 0
Sy acK. Bewn  gilk O.a = 0

W“h‘%' Es ade 0.e = (0+t0)-a = 0-2a+0a

=0t0e
= 0= 0a
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Abschnitt 4.1.3 im Skript



Weiteres
U Nk e s sk
Bops whep
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= (zay) %« (xty)y = x"+z,m+~97‘
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Abschnitt 4.1.3 im Skript



Summen- und Produktsymbol

\ =/\+ ———«‘(’1 GK
K -
v\SwAwwlw
(OK =0 ck
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ZK; 4*4

= 0°+a,+,,, tQ,,



Was im allgemeinen nicht zur Verfiigung steht
R

/
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Die komplexen Zahlen Gudhve  Eastbrimabinr o B o doe
4 Y /
v Bl stk Ak MB&MW =1 et

G € =R ={u); abeR de My ol Pt um wlln 2l

Dofinine Al Ko (a,b) + (c,d) := (arc, b+d)
(ac-bd, ad+be)

]

Mk il (0,00 (e d]

e R 5 C, a (a0) (a,0) + (e0) = (stc, 0)
e Deowmtn 'S Ab»«t’&x%w (a,0) - (c/o) = (ac,0)
whk L), aeRY <€ 1 L 1
F%M,/Mdk n R

W\N;%‘Q‘ wit M Mk 0»@ R ‘M»ﬂ( C
Beispiel 4.5 im Skript



Die komplexen Zahlen (0,0 + (e,d) = (atc, bad)

(a,8) (cd) = (ac-bd, ed +lc)

(a,b) + (6,0 = (ab) (el ikl Thtfitn R = 1(g0) 2R} €E
a =’ (4,0) 3
—~ (0,0\’0
(&,b‘ ° (4/0) = (a/b) ’I = /]d: = 1R: (4,0)
. (04) ) (0,1) —<—4/0)=—1 ((4o)+(12>) (0,0) = 0 )
—
Do 4= (0 € G¢R) J e

Do Tt o€ sdotiben ~let bi=(6,9(01)
(ab) = (a,0) +(o,b) = & + bi Rewiggtt 1.1 2ege - (0,6)
@ “Redhk b “Ima%wir{-c@,“ ® * Beispiel 4.5 im Skript



Quiz
Berechnen Sie in C:

2+

Ane

(3 2i) =7

F

| A+ —i)=?

1 =7 e i
2 _9
1—i .

55—

(1+e)(4-0) = 1-17 =2
T \y
(A+i)d4 - (1471 =4ei-1-2"= 2 fei=
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ane —i =4 e VO TW
L
2+ 2L 4 _
= P - Q+ b




Die komplexen Zahlen
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Komplexe Zahlenebene C =R oy Maaye
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Fy = (0,1}

]



Rechnen mit Restklassen
Z/n={0,...,n—1}

7L/ Wz
0

R

_r_ 0

ol

+

b

ol

nelM) n> |

T el wber - dsc Reak

Ut g+l bu Bivige doed
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Rechnen mit Restklassen

Z/n=1{0,...,n—1}

6 S nad 9 (hr
(ot 3 Uhr



Quiz

Berechnen Sie

= .7 Werdow gebrs
i -7 10 =7 €
in Z/11: 7+ 9 =" 5 7zl Lo w P
in 2/16: 74—@ =7 0 éz/,M itk Z/Il, 2 K-:"tur

in Z/11: 7-9 =7 g <y

inZ/8:2-2-2-T=? 0 ¢Zy,

[



Die kanonische Projektion(nj: Z — Z/nZ

Defen AUl m o 2 = ho T, T

P dee Rof ke Bivive
\l‘ﬁntLoLan
Dawdk A +b = wlatb)

(Xcﬂu,'tc a:_@t‘m+r

—

& b ~

td
ol
i

T (&6) e %621 v 674) )
o<t &n-l

tow Tola) = wlb) = ab Dot acllbte

o Pub Lo Do del n

= a-lb o ew \/ic,q.ad\m v



Die kanonische Projektion 7: Z — Z/nZ

Lemma Foe db 2y eZ gilk:
Fx+ ) = 1)+ 7). 7lxy) = 7(x) - 7).
1 SO 1

fdd 7 M in Mok bodk 0
7‘/1\/ A 2y,

Botpstis St be x:f%err’ o£cen-|
W= Wnts,

Daw ”puf ‘)C('L-t"g/) = Ta((@q-u)nmf rfs) _.TC(v’-fS) s :75(&)-}-1:1?)
T ((@n +r (cuws) T( an+¥y+u 5)=7C(rs)

~7.5 =7x) aly).

Tley) =



Die kanonische Projektion 7: Z — Z/nZ

Lemma
T(x +y)=7n(x) +7(y), 7(xy) = 7(x) - 7(y).




Ko6rperaxiome fiir Z /nZ? "I — 2

hopoiddirguds e+ e mqr € B

£ ;1 2 el wit
T(i’);%/ %(9)—-9/7‘{{‘)"%

(’L-t})-(—;_ = <7C(7‘o)‘r1:(é)) +70(3) L: 7[;(7‘{*3) +xl3)

oGy« 3) = m(arlged)) 2wty ri)

1 !
hesy w2 eyt (x)ie)) = <T@
C\MMNJ‘. KO"N\W\M\/'?PA' + , A%,i,\,’;(;‘\,g/,d J"" . K”‘”‘"“Jh I"V y MJWLWW‘
Nodrde . O 2 =1, 1.2 -2 .

Tworw B by + ¢ h=Tc(a) dow a+ w(—k):%(&)+x[_;t)=n(o);5

— 7;(,@) &({A, Tuvrore o a,=7t(('~) (Gv(»r o= m [4340})



Ko6rperaxiome fiir Z /nZ?



Quiz: Multiplikative Inverse

Rechnen Sie
in Z/13%: 4 -10 =? 7( 0=
o ~ A}/’p —’_l-l _ Lr \\A7/q-
inz/72:2" =7 L'h=1, ;
__ —_— 2/
1 +] Ab 0
in Z/pZ (p ungerade Primzahl):}f\.{ = %’ % ¢t

ya
in Z/147Z:2-7T=7 @
(sl 3, T #5  Zg b )
1 oo W Ror Piw . = Z/VL Lo k";’]“"



Die Primeigenschaft
Cer b PriwrelL
R poaw Tete o ab)
T S

% 6 - e Tecder v '?> Lr



7./ pZ fir Primzahlen p
Gx & Q7L/f \toy . Wollae Wegens 20 endbisst be 74/(> wit akb=1

Goafhs b A mo 74/? — 74/\9 Cr e, a gqdde
. " (dow m =T
wogquefy w W N ey
Gk o Wa() =™ (y), “'UGZ/?
Do bk Wn-ag de a(2-p) =3
Clache  a=lal, 1=7(x), t}:w(j)( Ty
Baw  ao ey oo &b Ulep é s ach U ep
tlz-y) =0 C= a (x- ‘9) e Vlczﬁao(’mm/s Py J

4 \

x &



7./ pZ fir Primzahlen p



Bemerkungen

aican: Zy/
Schreibweisen: 7 g
o [V, statt Z/pZ fir p Primzahl
@ [a] oder einfach g statt a.



Bemerkungen

Schreibweisen:
o [V, statt Z/pZ fir p Primzahl

@ [n] oder einfach n statt 7.

Achtung: Es gibt einen Korper mit 4 Elementen, aber Z /4 ist kein Kérper (denn
2:2=0inZ/4).
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Quiz: Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems tber Q:

X1 + 2X, = 2 U,“% ¢ A’é)f
_2X1+X2:4 }} q’

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems tber F;:
3X1+2Xy =2
L=

—2X;1 + Xy =4

Abschnitt 5.1 im Skript



Sei K ein Korper, seien m, n natiirliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) von

m Gleichungen in n Unbestimmten Xi,..., X, uber K ist gegeben durch m Gleichungen
1 m’*"g‘““? - a Xy + aiXo + -+ ain Xy = by

: an X1 + axnXs + -+ + a9 X, = by

w-le C\\M&\\W—} am X1+ ameXo + -+ amn Xy = by

mit ay € Kfirallei=1,...,.m j=1,...,n, bje K, i=1,...,m.
E
3:(7")"7"”) e X pn o

xy

Cepvnton el

An
(W XJ— in dar ke GQ)

(3,2, t --- % az Xy = b, J&V M i=1rm

u&mwpwa&/: Wuﬂv Lﬁwrﬁwﬂi«w« < Ku’



Sei K ein Korper, seien m, n natiirliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) von

m Gleichungen in n Unbestimmten Xi, ..., X, lber K ist gegeben durch m Gleichungen
a Xi + anpXo+ -+ aXs = b MM,_,ﬁgﬂ_::
an X1+ axnXo + -+ a9, X, = by o b;=0
/Lw&,ovwgfv
am1)<1 + am2X2 + -+ amn)<n = bm md,k ;.ML B;-’o

mit ay € Kfirallei=1,...,.m j=1,...,n, bje K, i=1,...,m.
Lisber . L # & ANVE S Lok goma
(\,; e Elom ek
_Suh/_, Jamv»w LGS dad e "\/‘\f‘ﬁQl/ Lgswé, (O, o 0) ’



Sei K = R. Wir betrachten als Beispiel das

folgende Gleichungssystem: (Your)
Guede,
2X — 22X =3 7w
X1 + 2X2 - 3 ,\'
(o)
Goedim




Quiz K =0 Ak Wimoruny LY e K
Finden Sie LGS mit / e 0 X+t 0-X, =0
@ Losungsmenge {0},
@ Losungsmenge K", R
o (K =R), Lésungsmenge {(2x,4x — 1)%; x e R}, = | 2ZX, - K, =1
o (K =R), Losungsmenge {(x,x*)"; x € R}, ?
T IRN :
/\ 0 g wid - bw$w%
(«) Loy ) e LGS ate
y
() B
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K" K oKbgee, K=ok = {7 mnekd
7
Adiben  + K x K — K" Sl C] N el

3 K e ()01



Quiz

Berechnen Sie

in Q%

in C%:

in F2:
R AeL=0
=100 25 -
! -1 =2

A4A






Matrizen

Mater



Matrizen K Karpee

Definition (Matrix) /
Seien m, n natiirliche Zahlen. Eine Matrix der GroBe m x n lber K ist eine Familie
(a,-j),-zl,m’m,j:lw,, von Elementen von K. Die Elemente a;; heiBen die Eintrige oder

Koeffizienten der Matrix. Eine Matrix stellen wir uns immer in der Form vor:

M Mww Lo di1 412 - (din

n ol Skt Az &t

dml dm2 " dmn




Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

0, Kt o Ka=by Kot abennati
; ~7V bu = G moxn - Nan
| ]
Qr X1‘f—a+ ammva:L’vl oy — Ay,
\<¢'€ AU \-(_;v\ l«,;
Mg el () ~Mebalnon dlow K Ercdarle Kotliuikonmn b
Mo () (1 (8= K » e | b
&M&WJ&A: wm=n \ )
Aw Mv\\(“ ('K\ h&ﬂz\“/M“(K) 0‘m\ —_— Q"AVV 19'1/



Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
W ¢ K" T&A\Mwl Le K

RV L+ W = &L{;)«u; ueU}

R’?_

‘K KXr‘?xr




Losungsmenge inhomogenes/zugeh. homogenes LGS

LC:S e v wmk K&‘\u. — Quypn bl{
Qluq - awn \am
LeY i doo LET il o Koo wudin
Ka“ M alvl O
G‘“\ - a'hm (e}

~ W_,a}/"‘
Gllmwl‘k’”

~9 %\AL\ ’Q/—D\N—»&(,,V



Losungsmenge inhomogenes/zugeh. homogenes LGS

Satz A=(GIM _al“‘)
Seien K ein Korper, A € M.,(K) und b E@ Ty a,
L die Lésungsmenge des LGS (A | b), .
L) die Lésungsmenge des zugeh. homogenen LGS (A | O) L= { /f )

b

Ist t € L, so gl/{l[]— t+ Lo.

2,*1(:+u. =) Q“QU: w= 2-+

Bugis  Lodddts % € kr U Jucki s “
— (1kek”, = x-t el

Ue k)
Koo Prwme e dos des = well = x-tel,
Aov 1elL Sl ARINCE "Za,) X =b; (= M- Z%("j‘b) -0
a \\lq = x-tel,

+
(‘L\,_A“Ln) Lell




Ist t € L, so gilt L =t + L.

P———

gt by

ol
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Definition Polynomfunktion

Sei K ein Korper.
) =111eK

k=

2 2
T 2 -+

Abschnitt 4.3 im Skript



Definition Polynomfunktion

Sei K ein Korper.

mzo

b B Pl poldine el ene K A
Uw\’\ Qc)ra1-""0\"‘e‘< Lot et W/lr

‘E(Z) ’a\q')- + Q, g_‘al-rq (= Z

fae B xe K \ // )

[,\'uw\-w

pek A N ey =0.

Abschnitt 4.3 im Skript



Polynomdivision

A 2
(X 1) () = X axen, e
- (X"~ X)
I - dor bt

(2% -2x) XX = (Xxe) (X-) + 1

tIX -1 7

- (1Xx-2) Rest,
~_—T Léctnle Polonr
. v X < el
Asdde Polan

i Divignr



Quiz: Nullstellen von Polynomfunktionen

Bestimmen Sie die Nullstellen von

Nl dlee 2, 3
Q- Q fx)=x>—b5x+6,

. e — NMJLMQM A-i, At2
g:C—C gx)=x>—2x+2,

h: Q = Q, h(x) = x* — 3x2 + 3x — 2 Ndbrde 2 .
Sak Aeror el
(- bxadn2) s Oe2) = eoxn

. o Wl flee

L | )t = NIl s e s
————— .
L l ! sl 2wl
glt X‘l]

o 0 Nkl g



Nullstellen von Polynomfunktionen

S_@ g’\’: K Lo K‘:"\*’N, ‘K"’ \/\—"K Rl P\({A—b’wmwv—)

ol g D et fedbuek

Witk w20, &, a, € K. Es ¢ tindokes &% G # 0.

me M _E, /uoo-/)\—%q W \I‘V«)Jm'ectu»(_, M"‘M/’% (‘N K‘



