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Körper

Idee: Zahlbereich, in dem die Grundrechenarten +, −, ·, / zur Verfügung stehen und
nach den üblichen Regeln funktionieren, zum Beispiel

x + y = y + x , (x + y) · z = x · z + y · z, . . .

Abschnitt 4.1 im Skript
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Lineare Gleichungssysteme

Vokabeln:
Lineares Gleichungssystem (LGS), Koeffizienten
Lösungsmenge
homogen, inhomogen

Addition und Skalarmultiplikation auf K n

Matrizen

Abschnitt 5.1 im Skript
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Axiome der Addition



Axiome derMultiplikation



Weitere Axiome



Subtraktion und Division



Körperaxiome für K , +: K × K → K , · : K × K → K

Addition Assoziativgesetz: (a + b) + c = a + (b + c)
Kommutativgesetz: a + b = b + a
Neutrales Element 0: a + 0 = 0 + a = a
Inverses Element −a zu a: a + (−a) = 0 = −a + a

Multiplikation Assoziativgesetz: (a · b) · c = a · (b · c)
Kommutativgesetz: a · b = b · a
Neutrales Element 1: a · 1 = 1 · a = a
Inverses Element a−1 zu a: a · a−1 = 1 = a−1a

0 �= 1

Distributivgesetz (a + b) · c = ac + bc



Beispiele
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Erinnerung: Körperaxiome für K , +: K × K → K , · : K × K → K

Addition Assoziativgesetz: (a + b) + c = a + (b + c)
Kommutativgesetz: a + b = b + a
Neutrales Element 0: a + 0 = 0 + a = a
Inverses Element −a zu a: a + (−a) = 0 = −a + a

Multiplikation Assoziativgesetz: (a · b) · c = a · (b · c)
Kommutativgesetz: a · b = b · a
Neutrales Element 1: a · 1 = 1 · a = a
Inverses Element a−1 zu a: a · a−1 = 1 = a−1a

0 �= 1

Distributivgesetz (a + b) · c = ac + bc



Konventionen



Eindeutigkeit neutraler und inverser Elemente

Lemma 4.7 im Skript



Kürzungsregeln

Abschnitt 4.1.3 im Skript



Multiplikationmit 0
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Weiteres

Abschnitt 4.1.3 im Skript



Summen- und Produktsymbol



Was im allgemeinen nicht zurVerfügung steht
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Die komplexen Zahlen
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Die komplexen Zahlen

Beispiel 4.5 im Skript



Quiz

Berechnen Sie in C:

2 + i + (3− 2i) =?

(1 + i)(1− i) =?

i3 =?

i−1 =?

2
1−i =?



Die komplexen Zahlen



Komplexe Zahlenebene



Endliche Körper
Vorlesungswoche 2

Ulrich Görtz

Lineare Algebra 1,WS 20/21



F2



Rechnenmit Restklassen

Z/� = {0, . . . , � − 1}



Rechnenmit Restklassen

Z/� = {0, . . . , � − 1}



Quiz

Berechnen Sie

in Z/11: 7 + 9 =?

in Z/16: 7 + 9 =?

in Z/11: 7 · 9 =?

in Z/8: 2 · 2 · 2 · 7 =?



Die kanonische Projektion π : Z → Z/nZ



Die kanonische Projektion π : Z → Z/nZ

Lemma
π(x + y) = π(x) + π(y), π(xy) = π(x) · π(y).



Die kanonische Projektion π : Z → Z/nZ

Lemma
π(x + y) = π(x) + π(y), π(xy) = π(x) · π(y).



Körperaxiome für Z/nZ?



Körperaxiome für Z/nZ?



Quiz: Multiplikative Inverse
Rechnen Sie

in Z/13Z: 4 · 10 =?

in Z/7Z: 2−1 =?

in Z/pZ (p ungerade Primzahl): 1
2
=?

in Z/14Z: 2 · 7 =?



Die Primeigenschaft



Z/pZ für Primzahlen p



Z/pZ für Primzahlen p



Bemerkungen

Schreibweisen:
Fp statt Z/pZ für p Primzahl
[n] oder einfach n statt n.



Bemerkungen

Schreibweisen:
Fp statt Z/pZ für p Primzahl
[n] oder einfach n statt n.

Achtung: Es gibt einen Körper mit 4 Elementen, aber Z/4 ist kein Körper (denn
2 · 2 = 0 in Z/4).
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Quiz: Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems über Q:

3X1 + 2X2 = 2

−2X1 + X2 = 4

Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems über F7:

3X1 + 2X2 = 2

−2X1 + X2 = 4

Abschnitt 5.1 im Skript



Sei K ein Körper, seien m, n natürliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) von
m Gleichungen in n Unbestimmten X1, . . . ,Xn über K ist gegeben durch m Gleichungen

a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2nXn = b2

... ...
am1X1 + am2X2 + · · ·+ amnXn = bm

mit aij ∈ K für alle i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, bi ∈ K , i = 1, . . . ,m.



Sei K ein Körper, seien m, n natürliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) von
m Gleichungen in n Unbestimmten X1, . . . ,Xn über K ist gegeben durch m Gleichungen

a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2nXn = b2

... ...
am1X1 + am2X2 + · · ·+ amnXn = bm

mit aij ∈ K für alle i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, bi ∈ K , i = 1, . . . ,m.



Sei K = R. Wir betrachten als Beispiel das
folgende Gleichungssystem:

2X1 − 2X2 = 3

X1 + 2X2 = 3

L =

��
2,

1

2

�t�
.

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3



Quiz
Finden Sie LGS mit

Lösungsmenge {0},
Lösungsmenge K n,
(K = R), Lösungsmenge {(2x , 4x − 1)t ; x ∈ R},
(K = R), Lösungsmenge {(x , x2)t ; x ∈ R},



Rechnen in K n undMatrizen
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K n



Quiz

Berechnen Sie
in Q2: �

1

4

�
+

�
1

1/2

�
= ?

in C2: �
0

i

�
+ i

�
1− i
1

�
= ?

in F2
3: �
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�
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�
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1

�
= ?



R2
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p = (2, 1)t

p� = (1
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p = (2, 1)t
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Matrizen



Matrizen

Definition (Matrix)
Seien m, n natürliche Zahlen. Eine Matrix der Größe m × n über K ist eine Familie
(aij)i=1,...,m, j=1,...,n von Elementen von K . Die Elemente aij heißen die Einträge oder
Koeffizienten der Matrix. Eine Matrix stellen wir uns immer in der Form vor:




a11 a12 · · · a1n

a12 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn






Lineare Gleichungssysteme undMatrizen
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Lösungsmenge inhomogenes/zugeh. homogenes LGS



Lösungsmenge inhomogenes/zugeh. homogenes LGS

Satz
Seien K ein Körper, A ∈ Mm×n(K) und b ∈ Km,
L die Lösungsmenge des LGS (A | b),
L0 die Lösungsmenge des zugeh. homogenen LGS (A | 0).
Ist t ∈ L, so gilt L = t + L0.



Ist t ∈ L, so gilt L = t + L0.
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Definition Polynomfunktion

Sei K ein Körper.

Abschnitt 4.3 im Skript



Definition Polynomfunktion

Sei K ein Körper.

Abschnitt 4.3 im Skript



Polynomdivision



Quiz: Nullstellen von Polynomfunktionen

Bestimmen Sie die Nullstellen von

f : Q → Q, f (x) = x2 − 5x + 6,

g : C → C, g(x) = x2 − 2x + 2,

h : Q → Q, h(x) = x3 − 3x2 + 3x − 2



Nullstellen von Polynomfunktionen


