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(1) Seien K ein Körper und V ein K -Vektorraum, seien u1, . . . , un ∈ V und sei
U = �u1, . . . , un� der von den ui erzeugte Untervektorraum.
(a) Sind 1 ≤ i , j ≤ n, i �= j und a ∈ K , so gilt

U = �u1, . . . , ui−1, ui + auj , ui+1, . . . , un�

(d.h. ui wird ersetzt durch ui + auj , alle anderen Vektoren bleiben unverändert).
(b) Ist 1 ≤ i ≤ n und a ∈ K , a �= 0, so gilt U = �u1, . . . , ui−1, aui , ui+1, . . . , un� (d.h. ui

wird ersetzt durch aui , alle anderen Vektoren bleiben unverändert).





(2) Sei nun V = Km und sei A ∈ Mm×n(K) eine Matrix. Analog zu den elementaren
Zeilenumformungen, die wir in der Vorlesung betrachtet haben, können wir auch
elementare Spaltenumformungen betrachten: (I) Addition eines Vielfachen einer Spalte
zu einer anderen Spalte, (II) Vertauschen zweier Spalten, (III) Multiplizieren aller
Einträge einer Spalte mit demselben Element a ∈ K×.

Sei A� eine Matrix, die aus A durch elementare Spaltenumformungen hervorgeht. Sei U
der Untervektorraum von V = Km, der von den Spalten von A erzeugt wird, und sei U �

der Vektorraum, der von den Spalten von A� erzeugt wird.

Zeigen Sie: Es gilt U = U �.







Ergänzung: �Spalten von A� = Im(fA)




