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Diophantische Gleichungen

Zahlentheorie:

Polynomiale Gleichungen
I x2 = 9,
I a2 + b2 = c2,
I a3 + b3 = c3,
I …

Als Lösungen erlauben wir
I ganze Zahlen: …, −2, −1, 0, 1, 2, 3, …
I oder manchmal Bruchzahlen:
−7

2 , −2, 0, 1
3 , 31

911 , …

Abb.: Wikipedia/gemeinfrei
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Pythagoreische Zahlentripel

b

a c

a2 + b2 = c2



Pythagoreische Zahlentripel

b

a c
a2 + b2 = c2



Pythagoreische Zahlentripel

b

a c
a2 + b2 = c2

Beispiele:
32 + 42 = 52,
92 + 122 = 152,
…



Die Keilschrifttafel Plimpton 322, ca. 1800 v. Chr., Bildquelle: Wikipedia/gemeinfrei.



Pythagoreische Zahlentripel

a2 + b2 = c2, c 6= 0.

Für x = a
c , y = b

c gilt dann

x2 + y2 = 1

(x , y)
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Stereographische Projektion I
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Stereographische Projektion II

t

(0,−1)



Satz
1 Seien m, n teilerfremde natürliche Zahlen, von denen eine gerade ist. Es sei n > m.

Dann ist
(2mn, n2 −m2, n2 + m2)

ein primitives Pythagoreisches Zahlentripel.

2 Sei (a, b, c) ein primitives Pythagoreisches Zahlentripel, und sei a gerade. Dann
gibt es Zahlen m, n wie in Teil (1), so dass

a = 2mn, b = n2 −m2, c = n2 + m2.
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Kongruente Zahlen

Frage
Für welche natürlichen Zahlen n ∈ {1, 2, 3, . . . } existiert ein rechtwinkliges Dreieck mit
rationalen Seitenlängen und Flächeninhalt n?

Wir nennen n eine kongruente Zahl, wenn ein solches Dreieck existiert.

Sind a, b, c die Seitenlängen des Dreiecks, so muss gelten:

a2 + b2 = c2 und n =
1
2ab.
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Kongruente Zahlen

Frage
Für welche natürlichen Zahlen n ∈ {1, 2, 3, . . . } existiert ein rechtwinkliges Dreieck mit
rationalen Seitenlängen und Flächeninhalt n?

Beispiele

6 ist kongruent: 32 + 42 = 52, 3·4
2 = 6.

5 ist kongruent: (3
2)

2 + (20
3 )

2 = (41
6 )

2,
1
2 ·

3
2 ·

20
3 = 5.

4

3 5

20
3

3
2

41
6



Satz (Fermat 1659)
Die Zahl 1 ist keine kongruente Zahl.

Allgemeiner: Wenn n eine Quadratzahl ist, dann ist n nicht kongruent.

Beispiel (Zagier 1989)
Die Zahl 157 ist kongruent.

Das Dreieck mit den folgenden Seitenlängen a, b, c hat Flächeninhalt 157:

a = 6803298487826435051217540
411340519227716149383203

b = 411340519227716149383203
21666555693714761309610

c = 224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830
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Eine alternative Beschreibung kongruenter Zahlen

Eine Zahl n ist genau dann kongruent, wenn die Gleichung

y2 = x3 − n2x

eine Lösung (x , y) mit rationalen Zahlen x , y und y 6= 0 hat.

Schwieriger: n ist genau dann kongruent, wenn die obige Gleichung unendlich viele
Lösungen (x , y) mit rationalen Zahlen x , y hat.
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Langlands-Programm

Algebra
(Polynom-)Gleichungen,
Nullstellen von Polynomen,

←→
Analysis
Differentialrechnung,
„Kurvendiskussion“

Robert Langlands
(1936–),
Abelpreis 2018

Foto:

J. Mozzochi, R. Langlands, CC BY-SA 3.0



Elliptische Kurven und ihre L-Funktionen

(A) y2 = x3 − x2. (B) y2 = x3 − 25x2.
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Parameterräume elliptischer Kurven
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Parameterräume elliptischer Kurven

Symmetrien der Parameterräume erlauben es, die „Langlands-Korrespondenz“ (in
einigen Fällen) zu realisieren.







Wozu ist das gut?



Warum beschäftigen wir uns damit?

Faszinierend,
Probleme zu verstehen, die seit mehr als 1000 Jahren untersucht werden,
überraschende Zusammenhänge konzeptionell zu verstehen,
diese Kenntnisse in der Lehre weiterzugeben.



Wozu ist das gut?

(Polynom-)Gleichungen sind „überall“:
Kryptographie mit elliptischen Kurven
Theoretische Physik
Informatik
Biochemie
…
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