PRO-/SEMINAR UBER ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

PROF. DR. U. GORTZ, P. HARTWIG, SS 2012

In diesem Seminar wollen wir einige Ergebnisse der Zahlentheorie erarbeiten, de-
ren Beweise (im wesentlichen) ohne die Verwendung analytischer oder fortgeschrit-
tener algebraischer Methoden auskommen, zum Beispiel den Satz von Lagrange,
dass sich jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen schreiben ldsst
und Spezialfille des Satzes von Dirichlet, dass fiir teilerfremde Zahlen m, n unend-
lich viele Primzahlen p existieren, derart dass p — m durch n teilbar ist.

Literatur: Wir richten uns nach dem Buch [S] von A. Schmidt. Aus dem Uni-
Netz ist das Buch elektronisch verfiigbar, siehe den Link auf
http://www.esaga.uni-due.de/buecher/. Es gibt viele weitere Biicher zur Zah-
lentheorie, die zusétzlich niitzlich sein kénnen. Einige sind unten im Literaturver-
zeichnis angegeben; schauen Sie in der Bibliothek mal in das eine oder andere
hinein!

Anforderungen/Vorkenntnisse: Gute Kenntnisse in Linearer Algebra. Die
Motivation, sich ein mathematisches Thema anzueignen.

Organisatorisches: Der Vortrag soll an der Tafel gehalten werden und nicht
langer als 80 Minuten dauern. Danach soll sich in einer kurzen Feedback-Runde
jeder der Zuhorer kurz zu Stiarken und Schwéchen des Vortrags duflern.

Fiir das Pro-/Seminar gilt Anwesenheitspflicht; es wird eine aktive Teilnahme er-
wartet. Fiir den Fall, dass Sie an einem Termin aus wichtigen Griinden verhindert
sind, entschuldigen Sie sich bitte vorher bei einem der Veranstalter und bei der/dem
Vortragenden. An Teilnehmer, die Termine unentschuldigt versdumen oder insge-
samt mehr als zwei Termine versdumen, kann kein Pro-/Seminarschein ausgegeben
werden.

Fiir die mit * gekennzeichneten Vortrige kann wahlweise ein Proseminarschein
oder ein Seminarschein vergeben werden. Je nachdem, ob mehr Interesse an Prose-
minar- oder Seminarvortrigen besteht, werden wir einige der Vortrége auslassen.

Termin: Do, 8-10, T03 R04 D10, Beginn: 12.4.2012

PROGRAMM

1. Primzahlen. Wir beginnen mit der Definition der Teilbarkeit und von Prim-
zahlen und beweisen den Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung von ganzen
Zahlen.

Inhalt des Vortrags: [S] 1.1, 1.2. Satz 1.2.6 und die Bemerkung kénnen gegebe-
nenfalls weggelassen werden.
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2. Kongruenzen. Wir fithren die Sprechweise der Kongruenzen ein. Den Begriff
des Rings setzen wir aus der Linearen Algebra als bekannt voraus (allerdings nicht
den Begrift des Quotienten nach einem Ideal).

Inhalt des Vortrags: [S] 1.3 bis einschliefllich Korollar 1.3.12.

3. Die Eulersche ¢-Funktion, der kleine Satz von Fermat. In diesem Vor-
trag wird die Eulersche ¢-Funktion eingefiihrt, die angibt, wie viele Zahlen zwischen
1 und n teilerfremd zu n sind. Wir beweisen den Satz von Wilson und den kleinen
Satz von Fermat.

Inhalt des Vortrags: [S] 1.3 ab Definition 1.3.13; 1.4, 1.5.

4. Polynomkongruenzen und Primitivwurzeln. Erinnern Sie kurz an den Be-

griff des Polynoms und erkléren Sie, wann Polynome € Z[X] kongruent modulo n

heiflen. Im zweiten Teil des Vortrags wird der Begriff der Primitivwurzel eingefiihrt.
Inhalt des Vortrags: [S] 1.6, 1.7

5. Das quadratische Reziprozititsgesetz I. Das quadratische Reziprozitatsgesetz
ist einer der beriihmtesten Sdtze der Zahlentheorie. Es wurde zuerst um 1800 von
C. F. GauB} bewiesen. Verallgemeinerungen dieses Satzes sind auch heute noch Ge-
genstand der Forschung.

Inhalt des Vortrags: [S] 2.1 und Erlduterung der Aussage des quadratischen Re-
ziprozitatsgesetzes; Beispiele dazu.

6. Das quadratische Reziprozitidtsgesetz II. In diesem Vortrag behandeln wir
einen Beweis des quadratischen Reziprozitadtsgesetzes.
Inhalt des Vortrags: [S] 2.2, und eine Auswahl aus 2.3, so wie es die Zeit zuléisst.

7. Quadratsummen. Die Frage, ob eine Zahl als Summe von Quadratzahlen dar-
stellbar ist, ist eine klassische Frage der Zahlentheorie. Wir beweisen ein Kriterium
dafiir, dass eine Primzahl Summe von zwei Quadratzahlen ist, und beweisen, dass
jede natiirliche Zahl Summe von vier Quadratzahlen ist.

Inhalt des Vortrags: [S] 2.4. Gegebenenfalls kann 2.4.4 gekiirzt oder ausgelassen
werden; 2.4.5 soll auf jeden Fall behandelt werden.

8. Hindernisse. In diesem und den folgenden beiden Vortrdgen betrachten wir
Kriterien fiir die Losbarkeit von Polynomgleichungen in den ganzen Zahlen - soge-
nannter diophantischer Gleichungen. Zunéchst geht es um “triviale” Eigenschaften,
die eine Losbarkeit durch ganze Zahlen verhindern. Wenden Sie Ihre Kenntnisse
iiber Lineare Gleichungssysteme aus der Vorlesung Lineare Algebra 1 an.

Inhalt des Vortrags: [S] 3.1, 3.2.

9. Der Satz von Chevalley-Warning. Der Satz von Chevalley-Warning ist ein
Ergebnis iiber die Losungsmengen gewisser Systeme von Polynomgleichungen iiber
Z/pZ, wobei p eine Primzahl ist. Im zweiten Teil des Vortrags studieren wir dann
Losungen in Z/p"7Z.

Inhalt des Vortrags: [S] 3.3, 3.4

10. Die Gleichung von Lind und Reichardt. Die Gleichung von Lind und
Reichardt ist ein Beispiel fiir eine Gleichung, bei der es keine Hindernisse fiir die
Losbarkeit im Sinne des 8. Vortrags gibt, die aber dennoch nicht 16sbar ist.

Inhalt des Vortrags: [S] 3.5
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11. * Primzerlegung in Z[i]. Wir verallgemeinern nun den Satz iiber die ein-
deutige Primfaktorzerlegung in Z auf den Ring Z[i] der GauBschen Zahlen und
kommen noch einmal auf die Frage der Darstellbarkeit einer Zahl als Summe von
zwei Quadratzahlen zuriick.

Inhalt des Vortrags: [S] 4.3, 4.4

12. * Pythagoriische Zahlentripel, erweiterte Zahlringe. In diesem Vortrag

wird der Ring Z[i] benutzt, um Pythagoriische Zahlentripel zu studieren. Auflerdem

betrachten wir allgemeinere Erweiterungsringe von Z, die zu Z[i] analog sind.
Inhalt des Vortrags: [S] 4.5, 4.6

13. * Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen. Der Hauptsatz
iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen besagt, dass jede solche Gruppe isomorph
ist zu

zx [ z/viz
i=1
flir geeignete r,m > 0, r; > 0 und Primzahlen p;. Dieser Satz ist nicht nur in der
Zahlentheorie von Bedeutung, sondern iiberall, wo abelsche Gruppen eine Rolle
spielen.
Inhalt des Vortrags: [S] 5.2

14. * Ganze algebraische Zahlen. Wir fithren den Begriff einer ganzen alge-
braischen Zahl und ihres Minimalpolynoms ein. Geben Sie Beispiele!

Inhalt des Vortrags: [S] 5.3; Lemma 5.3.2 und Korollar 5.3.3 konnen ausgelassen
werden.

15. * Kreisteilungspolynome. Die Kreisteilungspolynome sind die Minimalpo-
lynome von primitiven Einheitswurzeln.
Inhalt des Vortrags: [S] 5.4

16. * Primzahlen mit vorgegebener Restklasse. Wir wenden die Ergebnisse
aus den vorhergehenden Vortrégen an und zeigen, dass es zu jeder natiirlichen Zahl
n unendlich viele Primzahlen p mit p =1 mod n gibt. Dies ist ein Spezialfall des
berithmten Satzes von Dirichlet iiber Primzahlen in arithmetischen Progressionen.

Inhalt des Vortrags: [S] 5.5; Geben Sie den Satz von Dirichlet an und sagen Sie
etwas zum Beweisprinzip: [S] 8.6
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