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EINLEITUNG

Die grundsétzliche Frage der Deformationstheorie ist die folgende: wie kann man
ein gegebenes Objekt in eine “stetige Familie” ausdehnen? Diese Frage ist fiir ge-
ometrische Objekte sehr naheliegend, und die Deformationstheorie spielt beispiel-
sweise in der algebraischen Geometrie eine grofle Rolle. Es zeigt sich aber, dass
man diese geometrische Denkweise auch in der Zahlentheorie mit grolem Erfolg
anwenden kann.

Konkret dreht sich das Seminar um die folgende Frage: gegeben eine Galois-
Gruppe G und eine Darstellung iiber einem endlichen Koérper k£, d. h. ein Ho-
momorphismus G — GL,(k), wie kann man diesen Homomorphismus liften in
Gruppen GL,(A), wobei A beispielsweise ein Artin-Ring mit Restklassenkorper k
ist.

Wir lernen zunéchst den abstrakten Ansatz von Schlessinger iiber Deforma-
tionstheorie (der fiir geometrische Anwendungen ebenso niitzlich ist, wie fir die
zahlentheoretischen, denen wir uns widmen wollen). Danach studieren wir Mazurs
Theorie der Deformationen von Galois-Darstellungen. Im zweiten Teil des Semi-
nars stellen wir die Verbindung her zur Serre-Vermutung und zu den Arbeiten von
Wiles iiber die Shimura-Taniyama-Weil-Vermutung. Dazu schauen wir den Begriff
der modularen Darstellung an, und stellen einen Isomorphismus zwischen gewissen
“universellen Deformationsringen” und gewissen “Hecke-Algebren” her.

Voraussetzungen. “Galois-Theorie” in einem recht weit gefassten Sinne: [Ma] §1.
Modulformen: die Grundlagen der klassischen Theorie, etwa wie in [Se2] ch. VII.

PROGRAMM

0.1. Die Schlessinger-Kriterien. Wir beginnen mit dem von Schlessinger in
[Sch] eingefiihrten abstrakten Formalismus zur Deformationstheorie. Siehe auch
[Ma] ch. IV.

0.2. Deformationen von Galois-Darstellungen: der universelle Deforma-
tionsring. Durch die Anwendung der Schlessinger-Kriterien kann man die Existenz
des universellen Deformationsrings gewisser Galois-Darstellungen zeigen: [Ma] §20.

0.3. Eigenschaften von Deformationsringen, Beispiele. Siche z. B. [Ma] §9,
und die dort angegebenen Verweise, insbesondere [Bos].

0.4. Der Zariski-Tangentialraum der universellen Deformation. Wir studieren
den Tangentialraum des universellen Deformationsrings, und liefern insbesondere
ein Endlichkeitsergebnis, das schon vorher benutzt wurde, nach. [Ma] §§21, 22.
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0.5. Deformationsbedingungen. Besonders wichtig ist es, nicht nur den uni-
versellen Deformationsring zu studieren, der beliebige Deformationen parametrisiert,
sondern sich auf Deformationen einzuschranken, die gewisse zusétzliche Bedingun-
gen erfiillen. [Ma] §§23-25.

0.6. Die Serre-Vermutung. In diesem Vortrag soll ein Uberblick iiber die Serre-
Vermutung gegeben werden (der notwendigerweise skizzenhaft bleiben muss). Ins-

besondere ist der Begriff der modularen Darstellung einzufiithren und zu diskutieren.
[Ed1], [Ed2], [RS], [Sel]. Siehe auch [Win|, [Kh].

0.7. Hecke-Algebren. Die Hecke-Algebra kénnen wir sehen als den universellen
Deformationsring fiir modulare Darstellungen. [dSh] §§2.1-2.3 bis einschl. Thm. 4.

0.8. Hecke-Algebren und universelle Deformationsringe I. Die Fortsetzung
des vorherigen Vortrags: [dSh] §§2.3 ab Def. 3, 2.4.

0.9. Hecke-Algebren und universelle Deformationsringe II. Eine Auswahl
aus [dSh] §§3-5.

0.10. Die Methode von Wiles. Falls Zeit bleiben sollte, konnen wir anschauen,
wie das Ergebnis aus den vorherigen Vortragen, der Isomorphismus Rp = Tp fiir
einen minimalen Deformationstyp D verallgemeinert wird auf den Fall beliebiger
Deformationstypen: [Wil], [DR].
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Anmerkungen. BEine weitere niitzliche Artikel ist der Ubersichtsartikel von Dar-
mon, Diamond und Taylor iber den Beweis des groflien Fermatschen Satzes.



