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KAPITEL 14

Einleitung

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Linearen Algebra 1, und entsprechend baut das
Skript auf dem Skript zur Linearen Algebra 1 auf.

Die Vorlesung Linearen Algebra 2 lässt sich grob in drei Themenbereiche unterteilen,

• erstens die Fortsetzung des Studiums der Eigenwerttheorie, insbesondere die Frage,
wann ein Endomorphismus diagonalisierbar ist und welche »Normalform« der
darstellendenMatrix im nicht-diagonalisierbare Fall erreichtwerden kann,

• zweitens die Konstruktion des »Quotienten« eines Vektorraums nach einemUnter-
raum (und analoger Konstruktionen für Gruppen und Ringe) und

• drittens das Studiumvon Bilinearformen über den reellen Zahlen (und Sesquiline-
arformen über den komplexen Zahlen).

Im Rest dieser Einleitung sollen diese drei Themen etwas genauer beleuchtetwerden.

14.1. Die Jordansche Normalform

Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei f :V → V ein Endo-
morphismus.Wir haben in der Linearen Algebra 1 definiert, wann f diagonalisierbar heißt,
und auch gesehen, dass nicht jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Es ist möglich und wichtig, noch bessere Kriterien dafür zu entwickeln, wann ein Endo-
morphismus diagonalisierbar ist, und für Endomorphismen, die diese Eigenschaft nicht
haben, ebenfalls »möglichst einfache« darstellendeMatrizen bezüglich geeigneter Basen zu
suchen.

Für solche Endomorphismen, die überhaupt eine darstellendeMatrix in oberer Dreiecksge-
stalt besitzen,werdenwir im Satz über die Jordansche Normalform zeigen, dass sich eine
darstellendeMatrix finden lässt, die höchstens auf der Diagonale und auf der direkt über
der Diagonale liegenden Nebendiagonale Einträge hat.

Um das zu beweisen,werdenwir die erstenWochen derVorlesung darauf verwenden, die
Theorie des »Polynomrings« über einemKörper zu entwickeln und zeigen, dass es in diesen
Ringen ganz ähnlichwie im Ring der ganzen Zahlen eine »Primfaktorzerlegung« gibt. Auch
wenn es erst später ab der viertenVorlesungswochewirklich sichtbarwerdenwird,wie die
Verbindung zur Linearen Algebra hergestellt wird, stellt sich diese Theorie als essenziell für
dasweitere heraus.

14.2. Quotienten und andere Universalkonstruktionen

Um zu erklären, was es mit der Quotientenkonstruktion auf sich hat, betrachtenwir die
folgende Situation: Sei K ein Körper, V einVektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.
Wenn f :V → W einVektorraumhomomorphismusmit Kern U ist, dannwerdenVektoren
v, v′ unter f genau dann auf dasselbe Element vonW abgebildet, wenn die Differenz v − v′

in U liegt. Vektoren, die sich »nur um ein Element aus U unterscheiden«,werden also unter
f »identifiziert«.
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6 14. EINLEITUNG

Aber gibt es zu gegebenem U überhaupt immer einen Homomorphismus, der U als Kern
hat?Wir haben in der Linearen Algebra 1 gesehen, dass das jedenfalls dann immer der Fall
ist, wennV endlichdimensional ist. Allerdingsmusstenwir, um ein solches f zu erhalten,
einen Komplementärraum zu U wählen. Dass hier eineWahl erforderlich ist, ist etwas un-
schön, und an dieser Stelle entsteht auch die Einschränkung auf den endlichdimensionalen
Fall, weil wir den Basisergänzungssatz benötigen, den wir nur für endlichdimensionale
Vektorräume bewiesen hatten. Die Aussage gilt aber allgemein, und die Konstruktion des
Quotienten V/U undder zughörigen »kanonischenProjektion«V → V/U ist eine abstrakte
Konstruktion einesVektorraumhomomorphismusmit Kern U .

Insofern kannman argumentieren, dassman diese Konstruktion schon viel früher in der
Vorlesunghättebehandelnkönnen, auch schonvorderEinführungderBegriffederBasis und
derDimension. Andererseits hatman durch dieWahl eines Komplementärraums (jedenfalls
im endlichdimensionalen Fall) einen guten »Ersatz« für den Quotienten, und das ist der
Grund, warum es auch nicht schadet, die allgemeine Konstruktion erst etwas später zu
machen.

Eine sehr ähnliche Konstruktion ist die des Restklassenringes Z/n zusammen mit der
kanonischen Projektion Z → Z/n , diewir in der Linearen Algebra 1 kennengelernt haben
(Abschnitt I.4.2.1). Diese Konstruktionwerdenwir mit dem Begriff des Quotienten eines
Rings nach einem Idealweiter verallgemeinern.

Ist G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe, dann kann man sich ebenso die Frage
stellen, ob es einen Gruppenhomomorphismus f :G → G′ mit Ker(f ) = H gibt. Dies ist
allerdings nicht immer der Fall!Wennwir über Quotienten von Gruppen sprechen,werden
wir klären,welche zusätzliche BedingungH erfüllenmuss.

Wirwerdenauchbesprechen,was esbedeutet, dassderQuotient (beispielsweise einesVektor-
raums nach einemUntervektorraum) durch eine »universelle Eigenschaft« charakterisiert
werden kann.Mit ähnlichen universellen Eigenschaften lassen sich viele Konstruktionen
charakterisieren, die wir schon gesehen haben (zum Beispiel auch das Produkt und die
direkte Summe vonVektorräumen, der Kern und das Bild von linearen Abbildungen, …),
und dieser Begriff ist oft nützlich, wennman in anderen Kontexten das richtige »Analogon«
zu einem dieser Begriffe sucht.

14.3. Euklidische und unitäreVektorräume

Ein »euklidischerVektorraum« ist ein endlichdimensionaler Vektorraum über den reellen
Zahlen, in demwir eine zusätzliche Struktur zurVerfügunghaben, die uns erlaubt, Abstände
zwischen Punkten und die Länge vonVektoren zumessen, darüber zu sprechen,wann zwei
Vektoren zueinander senkrecht sind, und denWinkel zwischen zweiVektoren zu definieren.
In Kapitel I.11wird das für den StandardvektorraumRn erklärt, aber in der LinearenAlgebra
2wollenwir eine entsprechendeTheorie für beliebige (endlichdimensionale)R-Vektorräume
definieren.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum überR.Wie sich herausstellenwird, kannman
alle die oben genannten geometrischen Begriffe (Abstand, Länge,Winkel) definieren, sobald
ein sogenanntes Skalarprodukt

β:V × V → R
gegeben ist, dass ist eine bilineare Abbildung (d.h. β ist linear in jedem der beiden Faktoren,
also eine multilineare Abbildung V2 → R), für die außerdem β(v,w) = β(w, v) für alle
v,w ∈ V und β(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0} gilt. Zum Beispiel kannman dann die Länge
einesVektors v durch

‖v‖ :=
√
β(v, v)

definieren.



14.3. EUKLIDISCHE UND UNITÄRE VEKTORRÄUME 7

Für V = Rn ist durch β((xi)i, (yi)i) :=
∑n

i=1 xiyi ein solches Skalarprodukt gegeben, das

sogenannte Standardskalarprodukt.

Es zeigt sich, dass mit einem kleinen Trick auch für Vektorräume über den komplexen
Zahlen eine ganz ähnliche Theorie entwickelt werden kann, und es ist zum Beispiel für
Anwendungen in der theoretischen Physik sehr nützlich, das zu tun.Würdeman auf Cn das
Standardskalarprodukt durch dieselbe Formelwie fürRn definieren, dannwürde natürlich
im allgemeinen nicht gelten, dass das Skalarprodukt einesVektors 6= 0mit sich selbst eine
positive reelle Zahl ist.Wennman die Formel stattdessen abändert zu

β((xi)i, (yi)i) :=
n∑
i=1

xiyi,

dann gilt aber β(x, x) ∈ R>0 für alle x ∈ Cn \ {0}, so dass man dannwieder die Länge von x
durch ‖x‖ :=

√
β(x, x) definieren kann. Hier bezeichnet für eine komplexe Zahl x = a+ ib,

a, b ∈ R, das Symbol x := a − ib die sogenannte komplex konjugierte Zahl. Dann gilt
xx = a2 + b2 ≥ 0 und der Ausdruck ist nur für x = 0 gleich Null.

Um diese Idee umzusetzen, betrachtet man statt bilinearer Abbildungen im Fall eines kom-
plexenVektorraums V sogenannte Sesquilinearformen, das sind Abbildungen

β:V × V → C,
die im zweiten Eintrag linear, aber im ersten Eintrag »semilinear bezüglich der komplexen

Konjugation« sind, d.h. es gilt β(xv + x′v′,w) = xβ(v,w) + x′β(v′,w) für alle x, x′ ∈ C,
v, v′,w ∈ V . Die Symmetriebedingung ersetzt man entsprechend durch die Bedingung

β(w, v) = β(v,w).

Dann man ganz parallel die Theorie der euklidischen Vektorräume (R-Vektorräume mit
einem Skalarprodukt) und der unitärenVektorräume (C-Vektorräumemit einem Skalarpro-
dukt im Sinne einer Sesquilinearform) entwickeln.

Man erhält damit eine Theorie, die nicht nur für geometrische Betrachtungen nützlich ist.
Zum Beispielwerdenwir als eine Konsequenz des Spektralsatzes für selbstadjungierte Ab-
bildungen (Theorem 19.107) beweisen können, dass jedeMatrixA ∈ Mn(R), die symmetrisch
ist (d.h.A = At), diagonalisierbar ist.





KAPITEL 15

Ringe

15.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnenmit der Definition einerweiteren algebraischen Struktur, der sogenannten
Ringe, in deneneineAdditionundMultiplikation existiert,wowir aber anders als beiKörpern
nicht verlangen, dass jedes Element 6= 0 ein multiplikatives Inverses hat. Die Definition
hat verschiedene »Versionen«, je nachdem, ob gefordertwird, dass dieMultiplikation ein
neutrales Element hat (daswerdenwir immer verlangen) und/oder kommutativ ist. Zwei
wichtige Beispiele von Ringen sind der Ring Z der ganzen Zahlen und der RingMn(K) der
quadratischenMatrizen der Größe n ∈ N über einemKörper K.

Definition 15.1. (1) Ein Ring ist eineMenge R zusammenmit Verknüpfungen

+:R × R → R (Addition) und ∙:R × R → R (Multiplikation),

so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine kommutative Gruppe,

(b) dieMultiplikation ∙ ist assoziativ,

(c) es gelten die Distributivgesetze

a(b + c) = a ∙ b + a ∙ c, (a + b)c = a ∙ c + b ∙ c

für alle a, b, c ∈ R.

(2) Wenn dieMultiplikation von R kommutativ ist, dann nennt man R auch einen kommuta-
tiven Ring.

(3) Wenn dieMultiplikation von R ein neutrales Element besitzt, sowird dieses mit 1 be-
zeichnet, undman nennt R einen Ringmit Eins.

a

Wir nutzen dieselben Konventionenwie im Fall von Körpern: Der Multiplikationspunkt
kann ausgelassenwerden,wenn keineMissverständnisse dadurch entstehen können. Es gilt
»Punkt- vor Strichrechnung«. Für die additive Gruppe (R, +) verwendenwir die üblichen
Bezeichnungen: Das neutrale Element der Addition in einemRing bezeichnenwir mit 0,
das additive Inverse von amit−a, undwir schreiben a − b statt a + (−b).
In diesem Skript verstehenwir, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes gesagtwird, unter
einem Ring immer einen Ring mit Eins. Dann ist das neutrale Element der Multiplikation
eindeutig bestimmt, so dass die in der Definition festgelegte Bezeichnung 1 sinnvoll ist. In
derVorlesung treten sowohl kommutative als auch nicht-kommutative Ringe auf.

Für a ∈ R und n ∈ N ist an = a ∙ · · · ∙ a das n-fache Produkt von amit sich selbst. Für n = 0
verstehenwir daswie üblich als das leere Produkt, d.h. wir setzen a0 = 1.

Definition 15.2. Sei R ein Ring. Ein Element a ∈ R heißt eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b ∈ R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet bezüglich derMultiplikation eine Gruppe, diewir die Einheitengruppe
odermultiplikative Gruppe von R nennen undmit R× bezeichnen. a

9



10 15. RINGE

Ist R ein Ring und b ∈ R eine Einheit, so ist das multiplikative Inverse von b eindeutig
bestimmtundwirdauchmit b−1 bezeichnet. ImFall kommutativerRinge,woalsoab−1 = b−1a
für alle a ∈ R gilt, verwendetman auch gelegentlich die Bruchschreibweise a

b für das Element
ab−1. Ist der Ring nicht kommutativ, so sollteman diese Schreibweisevermeiden,weil unklar
bleibt, ob ab−1 oder b−1a gemeint ist.

Beispiel 15.3. (1) Die ganzen Zahlen bilden bezüglich der üblichen Addition undMultipli-
kation einen kommutativen Ring. Es ist Z× = {1, −1}.

(2) Ist n ∈ N>1, so ist Z/n mit der Addition undMultiplikation von Restklassen modulo
n ein kommutativer Ring. Das habenwir (ohne dasWort »Ring« zu verwenden) in Ab-
schnitt I.4.2.1 nachgeprüft. Die Einheitengruppe (Z/n)× besteht aus den Restklassen
aller derjenigen Zahlenm ∈ Z, die zu n teilerfremd sind, siehe Satz I.4.16.

(3) Jeder Körper ist ein kommutativer Ring. Ein Ring ist genau dann ein Körper,wenn er
kommutativ ist und R× = R \ {0} gilt. Insbesondere stimmt für einen Körper K die neu
eingeführte Schreibweise K× mit der imvergangenen Semester eingeführten überein.

(4) Sei K ein Körper, n ∈ N. Dann ist Mn(K) mit der Addition von Matrizen umd dem
Matrizenprodukt ein Ring, der sogenannteMatrizenring. Ist n ≥ 2, dann ist der Ring
Mn(K) nicht kommutativ.

(5) Ist K ein Körper und V ein K-Vektorraum, so ist EndK(V)mit der Addition von linearen
Abbildungen und derVerkettung von linearen Abbildungen alsMultiplikation ein Ring,
der sogenannte Endomorphismenring von V . In diesemRing entspricht die Potenz eines
Elements f also der entsprechend häufigenVerkettung des Endomorphismus f mit sich
selbst, zum Beispiel: f 3 = f ◦ f ◦ f .

(6) Die einelementigeMenge R = {0} ist (mit der einzigmöglichen Addition 0+ 0 = 0 und
Multiplikation 0 ∙ 0 = 0) ein Ring, der sogenannteNullring. Dies ist der einzige Ring, in
dem 1 = 0 gilt, denn in jedemRing gilt 1 ∙ a = a für alle a nach Definition des Elements 1
und 0 ∙ a = 0.

(7) SindR1,R2 Ringe, so istR1×R2mitderkomponentenweisenAdditionundMultiplikation
ein Ring, das sogenannte Produkt von R1 und R2. Das bedeutet

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2), (x1, x2) ∙ (y1, y2) = (x1y1, x2y2).
Das Nullelement ist (0,0), das Einselement ist (1, 1). Ist allgemeiner I irgendeineMenge
und sindRi , i ∈ I, Ringe, so ist das Produkt

∏
i∈I Rimit der komponentenweisenAddition

undMultiplikation ein Ring, das Produkt der Ringe Ri .

(8) Ist R ein Ring und X eineMenge, so bildet dieMenge Abb(X,R) aller Abbildungen von X
nach R einen Ringmit

( f + g)(x) = f (x) + g(x),
(f ∙ g)(x) = f (x) ∙ g(x).

Das Null- und Einselement sind die konstanten Abbildungen x 7→ 0 und x 7→ 1.Wenn R
kommutativ ist, dann ist auch dieser Ring kommutativ.

Wir können Abb(X,R) identifizierenmit dem Produkt RX =
∏

x∈X R. Dabei entspricht

eine Abbildung f :X → R dem Element (f (x))x ∈ RX .

♦

In jedem Ring R gilt 0 ∙ a = 0 = a ∙ 0 und (−1)a = −a = a ∙ (−1) für alle a ∈ R. Das folgt
aus demDistributivgesetz. Aus ab = ac folgt allerdings im allgemeinen nicht, dass b = c ist;
ebenso impliziert ab = 0 nicht unbedingt, dass a = 0 oder b = 0 gilt. (Geben Sie für beide
Aussagen Beispiele imMatrizenringMn(K).) Vergleiche aber Definition 15.28, Lemma 15.32.
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Definition 15.4. SeienR, SRinge. EinRinghomomorphismusvonR nach S ist eine Abbildung
f :R → S, so dass gilt:

(a) für alle x, y ∈ R ist f (x + y) = f (x) + f (y),

(b) für alle x, y ∈ R ist f (xy) = f (x)f (y),

(c) es gilt f (1) = 1.

a

Bemerkung 15.5. Ist f :R → S ein Ringhomomorphismus, so gilt f (0) = 0 und f (−x) =
−f (x) für alle x ∈ R. Ferner induziert f einenGruppenhomomorphismusR× → S× zwischen
den Einheitengruppen, denn aus ab = 1 folgt f (a)f (b) = f (ab) = f (1) = 1, also f (a) ∈ S×. ♦

Wieman leicht nachprüft, ist die Verkettung von Ringhomomorphismenwieder ein Ring-
homomorphismus. Für jeden Ring R ist die identische Abbildung idR ein Ringhomomor-
phismus.

Beispiel 15.6. SeiR einRing. Dann gibt es einen eindeutig bestimmtenRinghomomorphismus
φ:Z → R. Denn nach Definition eines Ringhomomorphismusmuss φ(1) = 1 gelten,wobei
links die ganze Zahl 1 und rechts das Element 1 ∈ R gemeint sind. Es folgt für alle n ∈ N≥1,
dass

φ(n) = 1+ · · · + 1,
wobei in der Summe rechts das Element 1 ∈ R zu sich selbst addiertwird, und die Summe
aus n Summanden besteht. Schließlich hat man φ(−n) = −φ(n), so dass φ auch auf den
negativen ganzen Zahlen eindeutig festgelegt ist. Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass es
sich bei dieser Abbildung tatsächlich um einen Ringhomomorphismus handelt.

Wir haben diese Abbildung in dem speziellen Fall, dass R ein Körper ist, schon im Ab-
schnitt I.4.2.2 betrachtet; siehe auch Ergänzung 18.34.

Wie bei Körpern bezeichnenwir das Bild der ganzen Zahl n unter diesemRinghomomor-
phismus oft auch einfach wieder mit n. In diesem Sinne können wir n als Element jedes
Rings R auffassen. Allerdings kann,wie schon bei Körpern, dannm = n in R gelten, auch
wenn die ganzen Zahlenm und n unterschiedlich sind. ♦

Beispiel 15.7. Wir können nun Lemma I.4.13 eleganter formulieren: Die natürliche Abbil-
dung Z → Z/n ist ein Ringhomomorphismus (und dies ist der Ringhomomorphismus aus
Beispiel 15.6 für den Ring Z/n ). ♦

Beispiel 15.8. Sei K ein Körper.

(1) Sei V ein K-Vektorraum. Sei EndGp(V) dieMenge aller Gruppenendomorphismen V →
V der additiven Gruppe (V , +). Mit der üblichen Summevon Abbildungen als Addition
und derVerkettung von Abbildung alsMultiplikation ist EndGp(V) ein (im allgemeinen

nicht-kommutativer) Ring. Das Einselement ist die Abbildung idV .

Für a ∈ K ist die Skalarmultiplikation mit a ein Gruppenendomorphismus V → V ,
also ein Element von EndGp(V). Hier benutzenwir eines der Distributivgesetze für die
Skalarmultiplikation auf V .

Wir erhalten so einen Ringhomomorphismus K → EndGp(V). Die Kompatibilität mit
der Addition entspricht »dem anderen« Distributivgesetz, die Kompatibilität mit der
Multiplikation V dem »Assoziativgesetz«. Dass Skalarmultiplikation mit 1 ∈ K die
identische Abbildung ist, ist einweiteres derVektorraumaxiome.
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(2) Sei nunV eine kommutativeGruppe, diewir additivschreiben, und seiφ:K → EndGp(V)
ein Ringhomomorphismus. Dann erhaltenwir durch a ∙ v := φ(a)(v) eine Skalarmulti-
plikation und damit die Struktur eines K-Vektorraums auf V .

♦

Mit dem Begriff des Homomorphismus erhalten wir wie üblich auch einen Begriff von
Isomorphismen zwischen Ringen:

Definition 15.9. EinRingisomorphismus ist einRinghomomorphismus f :R → S, derart dass
ein Ringhomomorphismus g: S → R existiert, der eine Umkehrabbildung zu f ist, d.h. so
dass g ◦ f = idR und f ◦ g = idS gilt. a

Wie bei Gruppen undVektorräumen beweist man:

Lemma 15.10. Sei f :R → S ein Ringhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn
f ein Isomorphismus ist.

Definition 15.11. Sei S ein Ring. Eine Teilmenge R ⊆ S heißt Unterring, wenn R eine Unter-
gruppe der additiven Gruppe von S ist, für alle x, y ∈ R auch das Produkt xy in R liegt, und
das Einselement von S in R liegt. a

Beispiel 15.12. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum undB eine

Basis von V . Dann ist die Abbildung EndK(V) → Mn(K), f 7→ MB
B(f ), ein Ringisomorphis-

mus. ♦

Ergänzung 15.13. Seienwie in Beispiel 15.12K ein Körper undV ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum.Man kann zeigen, dass jeder Isomorphismus EndK(V) → Mn(K) die Form
f 7→ MB

B(f ) für eine BasisB von V hat. Das ist ein Spezialfall des Satzes von Skolem und
Noether1. � Ergänzung 15.13

Ist R ⊆ S ein Unterring, so ist Rmit der Addition undMultiplikation von S selbst ein Ring
und die Inklusionsabbildung R → S, x 7→ x, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist
andererseits ι:R → S ein injektiver Ringhomomorphismus, so ist ι(R) ein Unterring von S
und die Abbildung R → ι(R) ein Ringisomorphismus.

Beispiel 15.14. Zwei eng verwandte Beispielklassen von Ringen, die imweiterenVerlauf
derVorlesung eine große Rolle spielenwerden, sind die folgenden.

(1) Seien K ein Körper undA ∈ Mn(K). Dann ist

K[A] :=

{
n∑
i=0

aiA
i; n ∈ N, ai ∈ K

}
ein Unterring vonMn(K). Der Ring K[A] ist kommutativ.

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether

https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether
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(2) Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und f ∈ EndK(V). Dann ist

K[f ] :=

{
n∑
i=0

aif
i; n ∈ N, ai ∈ K

}
ein Unterring des Endomorphismenrings EndK(V). Hierbei bezeichnet f

i die i-te Potenz
von f im Ring EndK(V), d.h. die i-facheVerkettung von f mit sich selbst. Der Ring K[f ] ist
kommutativ.

IstV endlichdimensionalundB eineBasisvonV , dannschränkt sichder Isomorphismus
EndK(V)

~−→ Mn(K) aus Beispiel 15.12 ein zu einem Isomorphismus K[f ] ~−→ K[A].

♦

15.2. Ideale

Definition 15.15. Sei f :R → R′ ein Ringhomomorphismus. Dann heißen
Im f := f (R)

das Bild und
Ker f := f −1({0})

der Kern des Ringhomomorphismus f . a

Weil ein Ringhomomorphismus f insbesondere ein Homomorphismus der zugehörigen
additivenGruppen ist, folgt aus Lemma I.8.24, dass f genau dann injektiv ist,wennKer(f ) =
{0} gilt.
Es ist leicht zu sehen, dass in dieser Situation Im f wieder ein Ring ist.Weil meist 1 6∈ Ker f
gilt, ist der Kern eines Ringhomomorphismus in der Regel kein Ring in unserem Sinne,
allerdings stets ein sogenanntes Ideal:

Definition 15.16. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge a ⊆ R heißt Ideal von R, falls a eine
Untergruppe von (R, +) ist und falls für alle a ∈ a und x ∈ R gilt: xa ∈ a und ax ∈ a. a

Bemerkung 15.17. Für die Bezeichnung von Idealenwerden häufig Frakturbuchstaben
benutzt (vor allem a, b, c und für Ideale mit speziellen Eigenschaften auchm, n, p, q). Daher
hier eine Liste.

a b c d e f g h i j k l m
a b c d e f g h i j k l m
A B C D E F G H I J K L M

n o p q r s t u v w x y z
n o p q r s t u v w x y z
N O P Q R S T U V W X Y Z

Und noch einmal handgeschrieben (in einer Annäherung der Sütterlin-Schreibschrift2; für
das kleine »s« gibt es zwei Formen, je nachdem,wo imWort es steht):

♦

2 https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift

https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift
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Beispiel 15.18. (1) In jedemRing sind {0} (dasNullideal) und R (das sogenannte Einsideal)
Ideale.

(2) Ist a ein Ideal eines Rings R, das eine Einheit von R enthält, so gilt 1 ∈ R und folglich
a = R.

(3) Ist K ein Körper, so sind {0} und K die einzigen Ideale von K. Ist andersherum R ein
kommutativer Ring, in dem {0} und R die einzigen Ideale sind, dann ist R (warum?) ein
Körper.

(4) Ist f :R → S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f ) ⊆ R ein Ideal. Wir wissen
bereits, dass es sich um eine Untergruppe von (R, +) handelt, da f insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus ist. Außerdem gilt für x ∈ R, a ∈ Ker(f ), dass f (xa) =
f (x)f (a) = 0, also xa ∈ Ker(f ), und genauso zeigt man ax ∈ Ker(f ).Wirwerden später
sehen, dass für jeden Ring R und jedes Ideal a ⊆ R ein Ringhomomorphismus R → S
mit Kern a existiert. (Siehe Abschnitt 18.4.)

♦

Beispiel 15.19. Wir betrachten den RingZ der ganzen Zahlen. Ist d ∈ Z, so ist dieMenge
(d) := {xd; x ∈ Z}

aller Vielfachen von d ein Ideal (und wir werden in Satz 15.39 sehen, dass im Ring Z alle
Ideale diese Form haben). ♦

Ergänzung 15.20. Der Begriff Ideal geht auf Ernst Kummer3 zurück, der ihn im Bereich
der Zahlentheorie einführte und als Abkürzung für »ideale Zahlen« verstand. Dort treten
Ringe auf, in denen das Analogen der eindeutigen Primfaktorzerlegung zwar nichtmehr
für die Elemente des Rings gilt, aberwoman eine analoge Aussage für die Ideale des Rings
beweisen kann. Siehe auch Ergänzung 15.55. � Ergänzung 15.20

Der Durchschnitt von Idealen istwieder ein Ideal.Wir erhalten so den Begriff des von einer
Teilmenge von R erzeugen Ideals.

Definition 15.21. Sei R ein Ring und seiM ⊆ R eine Teilmenge.Wir schreiben (M) für den
Durchschnitt aller Ideale von R, dieM als Teilmenge enthalten, und nennen (M) das von der
TeilmengeM erzeugte Ideal. Es handelt sich dabei um das kleinste Ideal von R, dasM enthält,
das heißt: Ist a ⊆ R ein Ideal mitM ⊆ a, so gilt (M) ⊆ a. a

Im FallM = {x1, …, xn} schreibt man auch (x1, …, xn) statt ({x1, …, xn}). Der Fall von Idealen,
die von einem einzigen Element erzeugtwerden, ist besonderswichtig; diese Ideale nennt
manHauptideale. Ist R ein kommutativer Ring und a ∈ R, so gilt

(a) = {xa; x ∈ R}.
Es ist (0) = {0} das Nullideal und (1) = R das Einsideal von R.

In einem kommutativen Ring kannman die Elemente eines Ideals der Form (x1, …, xn) ähn-
lich explizit beschreibenwie die Elemente eines von einerMenge erzeugten Untervektor-
raums in einemVektorraum. Es gilt

(x1, …, xn) =

{
n∑
i=1

aixi; ai ∈ R

}
,

denndie rechte Seite ist,wiemannachrechnet, ein Ideal, und es ist klar, dass sie in der linken
Seite enthalten ist.

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer

https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer
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15.3. Der Polynomring über einem (kommutativen) Ring

Ist K ein Körper undA eine quadratischeMatrix inMn(K), dannmöchtenwir die Polynom-
funktion K → K, λ 7→ det(A − λEn), untersuchen (bzw. die Funktion λ 7→ det(λEn − A), die
sich später als etwas »schöner« erweist und sich von der vorgenannten Funktion nur um
den Faktor (−1)n unterscheidet), um die Eigenwerte vonA zu untersuchen. Der Ring der Po-
lynomfunktionen K → K hat aber (im Fall endlicher Körper) einige unschöne Eigenschaften
(es ist kein Integritätsring im Sinne von Definition 15.28 unten). Es ist daher nützlich, eine
Variante dieses Rings einzuführen, den sogenannten Polynomring.

Sei R ein kommutativer Ring.Wirwollen den Polynomring über R definieren,wobeiwir uns
ein Polynom als einen »formalen Ausdruck« der Form

n∑
i=0

aiX
i, ai ∈ R,

vorstellen, also als eine Linearkombination von Potenzen der »Unbestimmten« Xmit Koeffi-
zienten ai ∈ R. Dabei sollen zwei Polynome genau dann gleich sein, wenn alle Koeffizienten
gleich sind (wobeiwir erlauben, zusätzliche Summanden 0 ∙ Xr hinzuzufügen, um auch zwei
Polynome vergleichen zu können, in denen die Summationsgrenzen unterschiedlich sind).
Der Begriff des Polynomswird sich daher im allgemeinen Fall vomBegriff der Polynom-
funktion (Abschnitt I.4.3) unterscheiden, siehe Bemerkung 15.27.

Es ist auch klar, wiewir mit Polynomen »rechnen«möchten, d.h. wie die Addition undMul-
tiplikation von Polynomen vonstatten gehen sollte: Polynomewerden »koeffizientenweise«
addiert, d.h.

n∑
i=0

aiX
i +

n∑
i=0

biX
i =

n∑
i=0

(ai + bi)X
i,

wobeimanbeachte, dasswir uns durch »AuffüllenmitNullen« immer auf denFall zurückzie-
hen können, dass beide Summen denselben Summationsbereich haben. DieMultiplikation
ist eindeutig dadurch festgelegt, dass das Distributivgesetz gelten soll, und dass

Xi ∙ Xj = Xi+j für alle i, j ≥ 0

gelten soll. Es folgt dann(
m∑
i=0

aiX
i

)
∙

(
n∑
i=0

biX
i

)
=

n∑
i=0

∑
j+k=i

ajbk

Xi

für das Produkt von zwei allgemeinen Polynomen. Dabei ist 0 ≤ j ≤ m, 0 ≤ k ≤ n.

Ein technisches Problem bei der ganzen Sache ist, wieman das Symbol X in die Definition
einbaut, bzw.was X eigentlich »ist«. Die Lösung, diewirwählen, ist, das X zunächst einmal
zu vergessen. Ein Polynom soll ja durch seine Koeffizienten festgelegt sein undwir müssen
nur beschreiben,wiemit Tupeln von Koeffizienten gerechnetwerden soll. Danach können
wir das Element X des Polynomrings definieren als das Polynommit Koeffizienten ai = 0
für alle i 6= 1 und a1 = 1. In der Tupelschreibweise schreibenwir die Koeffizienten in der
Reihenfolge (a0, a1, a2, … ).

Definition 15.22. Der Polynomring R[X] über R in der Unbestimmten X ist der Ring aller
Folgen (ai)i∈Nmit nur endlich vielen Einträgen 6= 0,mit elementweiser Addition und der
Multiplikation

(ai)i ∙ (bi)i =

∑
j+k=i

ajbk


i

.

Dies ist ein kommutativer Ringmit 1 = (1,0,0, … ) (und 0 = (0,0, … )). Die Elemente von
R[X] heißen Polynome.
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Wir setzen X := (0, 1,0,0, … ) ∈ R[X] und erhalten dann

(a0, a1, a2, … ) =
∑
i≥0

aiX
i,

wobei nur endlich viele ai von Null verschieden sein dürfen. Insbesondere könnenwir jedes

Element von R[X] in eindeutigerWeise in der Form
∑

i≥0 aiX
i schreiben (fast alle ai = 0). a

Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass für diese Verknüpfungen tatsächlich alle Ringaxio-
me erfüllt sind. Der Ring R[X] ist ein kommutativer Ring.

Die Abbildung R → R[X], a 7→ (a,0,0, … ) ist ein injektiver Ringhomomorphismus undwir
fassen vermöge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von R[X] auf. Diese
Elemente heißen konstante Polynome.

AnStellevonX kannmannatürlich auch andereBuchstabenverwenden, umdieUnbestimm-
te zu bezeichnen,wir können also auch von den Polynomringen R[x], R[T ], usw. sprechen.

Bemerkung 15.23. Achtung: Ist S ein Ring, R ⊆ S ein Unterring und α ∈ S, dann verwendet
man die eckigen Klammern auchmit einer etwas anderen (allgemeineren) Bedeutung, und
zwar bezeichnet R[α] dann nicht den Polynomring in der Unbestimmten α (was ja auch pro-
blematischwäre,weil dann α zwei verschiedene Bedeutungen hätte), sondern den Unterring
von S, der aus allen polynomialen Ausdrücken in α besteht:

R[α] =

{
n∑
i=0

aiα
i; n ∈ N, ai ∈ R

}
⊆ S.

Beispiele dafür sind die Ringe K[A] und K[f ] aus Beispiel 15.14. Ein anderes Beispiel ist der
KörperQ[

√
2] = {a+b

√
2; a, b ∈ Q} ⊆ R–hier sind die höherenPotenzenvon

√
2 (warum?)

verzichtbar. Allgemeiner verwendet man diese Notation auch, wenn φ:R → S ein (nicht
notwendig injektiver) Ringhomomorphismus ist, für α ∈ S schreibt man dann

R[α] =

{
n∑
i=0

φ(ai)α
i; n ∈ N, ai ∈ R

}
⊆ S.

Mit der in Satz 15.24 eingeführten Terminologie ist also R[α] ⊆ S das Bild des Einsetzungs-
homomorphismus R[X] → S, f 7→ f (α), der durch X 7→ α und φ:R → S gegeben ist.

Wennmanmöchte, dann kannman die Schreibweise R[X] als Spezialfall der hier beschrie-
benen Notation betrachten, denn der Ring R[X] besteht ja genau aus allen polynomialen
Ausdrücken in Xmit Koeffizienten in R. ♦

Allgemeiner kannman Polynomringe in mehr als einer Unbestimmten definieren, etwa
R[X1,X2, …,Xn] oder sogar R[Xi, i ∈ I] für eine beliebigeMenge I. Man kann dabei den Fall,
dass die Indexmenge I unendlich viele Elemente hat, zulassen; eswerden aber nur endliche
Summen und Produkte der Unbestimmten und ihrer Potenzen gebildet, d.h., dass in jedem
einzelnen Polynom nur endlich viele der Unbestimmten Xi auftreten können.

Ist f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] ein Polynommit Koeffizienten in R und x ∈ R, so könnenwir x für

die Unbestimmte X »einsetzen«:Wir definieren

f (x) :=
n∑
i=0

aix
i ∈ R.

Im folgenden Satzwird das noch etwas verallgemeinert und präzisiert. Erstens könnenwir
nicht nur Elemente ausR einsetzen, sondern Elemente aus einemRing S, sobaldwir »wissen,
wie die Koeffizienten (ausR) als Elementevon S aufgefasst«werden sollen. Formal verlangen
wir, dass ein Ringhomomorphismus R → S gegeben ist. Zweitens erhaltenwir für fixiertes x
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auf dieseWeise einen Ringhomomorphismus R[X] → R (bzw. im allgemeineren Fall R[X] → S),
das heißt (f + g)(x) = f (x) + g(x), (fg)(x) = f (x)g(x) und für f = 1 gilt f (x) = 1.

Satz 15.24 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, φ:R → S ein Ringho-
momorphismus und x ∈ S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter RinghomomorphismusΦ:R[X] → S
mitΦ(a) = φ(a) für alle a ∈ R undΦ(X) = x, nämlich

n∑
i=0

aiX
i 7→

n∑
i=0

φ(ai)x
i.

Beweis. Aus den Bedingungen Φ(a) = φ(a) für alle a ∈ R und Φ(X) = x ergibt sich,
weil Φ ein Ringhomomorphismus ist, die angegebene Formel für das Bild eines beliebigen
Polynoms unter Φ. Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Formelwirklich einen Ringho-
momorphismus beschreibt. Das folgt aus einer einfachen direkten Rechnung, die ausnutzt,
dass φ ein Ringhomomorphismus ist. �

Wir schreiben in der Situation des Satzes auch f (x) = Φ(f ).

Die Abbildung φwird oftmals nicht explizit angegeben,wenn »klar« ist, umwelche Abbil-
dung es sich handelt. Die drei (für uns)wichtigsten Fälle sind

(1) R = S und φ = idR,

(2) R ⊆ S ist ein Unterring und φ ist die Inklusionsabbildung R → S, x 7→ x.

(3) R = K ist ein Körper, S = Mn(K) der Matrizenring (n ∈ N), und φ:K → Mn(K) ist
gegeben durch a 7→ aEn.

Beispiel 15.25. (1) Sei K = Q, A =
(
1 2
3 4

)
und f = X2 − 5X + 5. Dann ist (mit φwie in

Punkt (3) der vorhergehenden Liste)

f (A) = A2 − 5E2A+ 5E2 = A2 − 5A+ 5E2 =
(
7 10
15 22

)
−
(
5 10
15 20

)
+
(
5 0
0 5

)
=
(
7 0
0 7

)
.

(2) Die Ringe K[A] und K[f ] aus Beispiel 15.14 sind gerade die Bilder der Einsetzungshomo-
morphismen

K[X] → Mn(K), X 7→ A, und K[X] → EndK(V), X 7→ f .

Dass es sich um Ringhomomorphismen handelt, besagt, dass die Multiplikation von
Polynomen derMultiplikation inMn(A) (also demMatrizenprodukt) bzw. in EndK(V)
(also derVerkettung von Endomorphismen) entspricht. ZumBeispielwird unter dem
rechten Ringhomomorphismus das Polynom X2 − 1 auf den Endomorphismus f 2 − idV
abgebildet:

f 2 − idV :V → V , v 7→ f (f (v)) − v.

♦

Definition 15.26. Sei R ein kommutativer Ring, f =
∑N

i=0 aiX
i ∈ R[X]mit aN 6= 0. Dann

heißt aN der Leitkoeffizient von f undN der Gradvon f , in Zeichen deg f . Das Element a0 heißt
derAbsolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f . Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Wir setzen formal deg0 = −∞. (Dass das eine gute Idee ist, ergibt sich in Kürze aus Lem-
ma 15.30.) Es ist also für f ∈ R[X] der Grad deg(f ) genau dann ≥ 0, wenn f 6= 0 gilt.
a
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Ein Polynom vom Grad 1 heißt auch lineares Polynom, unter einem quadratischen Polynom
verstehtman ein PolynomvomGrad 2.Manchmal sprichtman auchvon kubischen Polynomen
im Sinne von Polynomen vomGrad 3.

Bemerkung 15.27. Sei R ein Ring. Ist f ∈ R[X] ein Polynom, so erhaltenwir die Abbildung
R → R, x 7→ f (x). Abbildungen dieser Form nennenwir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring Pol(R) des Rings Abb(R,R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung

R[X] → Pol(R),
die f ∈ R[X] abbildet auf die zugehörige Polynomfunktion x 7→ f (x), ist ein Ringhomo-
morphismus vom Polynomring R[X] in den Ring der Polynomfunktionen R → R, der nach
Definition von Pol(R) surjektiv, aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Körpermit
unendlich vielen Elementen, so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus, siehe
Korollar I.4.28.

Über einem endlichen Körper K hat es gewisseVorteile, mit demRing K[X] zu arbeiten, der –
wiewir in den nachfolgenden Abschnitten sehenwerden – eine relativ einfache Struktur
hat. Insbesondere gilt für f , g ∈ K[X]mit f , g 6= 0, dass auch das Produkt fg 6= 0 ist. Diese
wichtige Eigenschaft besprechenwir im folgenden Abschnitt über Integritätsringe. ♦

15.4. Integritätsbereiche

15.4.1. Definition. Sei R ein Ring. In diesemAbschnitt betrachtenwir nur kommutati-
ve Ringe.Wir haben schon Beispiele von Ringen gesehen, in denen so genannte Nullteiler
existieren – Elemente x, so dass xy = 0 für ein y 6= 0 – die von 0 verschieden sind. Das ist
sozusagen eine unangenehme Eigenschaft, undwirwerden uns daher an vielen Stellen auf
nullteilerfreie Ringe einschränken, also auf Ringe, in denen 0 der einzige Nullteiler ist.Wir
machen dafür die folgende Definition.

Definition 15.28. Ein kommutativer Ring R heißt Integritätsbereich (oder Integritätsring),
wenn R 6= {0} und für alle x, y ∈ Rmit xy = 0 gilt: x = 0 oder y = 0. a

Beispiel 15.29. DerRingZund alle Körper sind Integritätsbereiche. DerRing Z/n ist genau
dann ein Integritätsring,wenn n eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z/n ja sogar ein Körper.
Andernfalls könnenwir n = abmit 1 < a, b < n schreiben, unddann gilt in Z/n , dass a, b 6= 0
aber ab = 0 ist. ♦

Lemma 15.30. Sei R ein kommutativer Ring und seien f , g ∈ R[X]. Dann gilt

(1) deg(f + g) ≤ max(deg f ,deg g),
(2) deg(fg) ≤ deg f + deg g, und falls R ein Integritätsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.

Wiewir sehenwerden, gelten die Aussagen des Lemmas (mit unserer Definition deg(0) =
−∞) auch für den Fall, dass f oder g das Nullpolynom ist, wennmanmit−∞ in der »offen-
sichtlichen«Weise rechnet, das heißt es gelte

−∞ ≤ −∞, −∞ ≤ n für alle n ∈ N,

und

−∞ + (−∞) = −∞, −∞ + n = n + (−∞) = −∞ für alle n ∈ N.
Insbesondere ist dannmax(−∞, n) = n für alle n ∈ N ∪ {−∞}.
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Beweis. Es ist klar, dass für f = 0 oder g = 0 beide Aussagen richtig sind (und das
erklärt, warum es sinnvoll ist, demNullpolynom auf diese formale Art den Grad−∞ zuzu-
weisen).

Nun gelte f 6= 0 und g 6= 0.Wir schreiben

f (X) =
m∑
i=0

aiX
i, g(X) =

n∑
i=0

biX
i

mit am 6= 0 und bn 6= 0. Istm 6= n, so ist der Grad von f + g gleich der größeren der beiden
Zahlenm und n. Istm = n, dann ist ebenfalls deg(f + g) = max(m, n), es sei denn, es gilt
am = −bn. Im letzteren Fall ist deg(f + g) < max(m, n). Damit ist Teil (1) bewiesen.

Für Teil (2) müssenwir nur beobachten, dass

f (X) g(X) =
m+n∑
i=0

∑
j+k=i

ajbk

Xi

gilt, und daher jedenfalls deg(fg) ≤ m + n = deg f + deg g ist. Weil j, k ≥ 0 gilt, hat die
Summe für i = m + n nur den einen Summanden ambn. Ist R ein Integritätsring, so ist das
Produkt ambn 6= 0, und es folgt deg(fg) = m + n. �

Korollar 15.31. Sei R ein Integritätsring.Dann ist auchR[X] ein Integritätsring. Es gilt R[X]× = R× .

Beweis. Es folgt aus Lemma 15.30, dass das Produkt von zwei Polynomen f , g ∈ R[X] \
{0} nicht= 0 sein kann. Es ist auch klar, dass R[X] nicht der Nullring ist, sofern R nicht der
Nullring ist. Also ist R[X] ein Integritätsring.

Ist f ∈ R[X]×, so existiert g ∈ R[X]mit fg = 1, also ist deg(fg) = 0. Aus Lemma 15.30 folgt
dann deg(f ) = deg(g) = 0 (hier benutzenwir erneut, dass R ein Integritätsring ist!), also
sind f und g konstante Polynome und es folgt f ∈ R×. �

Machen Sie sich klar, dass für einen endlichen Körper K der Ring Pol(K) der Polynomfunk-
tionen K → K (siehe Bemerkung 15.27) kein Integritätsring ist.

15.4.2. Teilbarkeit in Integritätsringen. Einewichtige Eigenschaftvon Integritäts-
ringen ist die sogenannte Kürzungsregel.

Lemma 15.32. Ist R ein Integritätsring, und sind a, b, c ∈ Rmit a 6= 0 und ab = ac, so folgt b = c.

Beweis. Aus ab = ac folgt a(b − c) = ab − ac = 0, also b − c = 0, weil wir a 6= 0
vorausgesetzt haben und R ein Integritätsring ist. �

Wirwollen nun den Begriff des Teilers, denwir vomRing der ganzen Zahlen her kennen,
für allgemeine Integritätsringe definieren.

Definition 15.33. Sei R ein Integritätsring. Seien a, b ∈ R

(1) Wir sagen, a sei ein Teiler von b (oder b sei durch a teilbar, in Zeichen a | b), falls c ∈ R
existiert mit ac = b. Es ist äquivalent zu sagen, dass b ein Vielfaches von a sei.Wenn a kein
Teiler von b ist, dann schreibenwir a - b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c ∈ R× existiert mit ac = b.

a
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Da das Element c in Teil (2) der Definition eine Einheit seinmuss, könnenwir die Gleichung
ac = b auch umschreiben als bc−1 = a; wie die Sprechweise suggeriert, kommt es also
nicht auf die Reihenfolge von a und b an. (Die Relation »assoziiert zu« ist symmetrisch,
Abschnitt I.3.14, Definition I.3.67, siehe auch Definition 15.64 unten.)

Lemma 15.34. Seien R ein Integritätsring und a, b ∈ R.

(1) Es sind äquivalent:

(i) a | b,
(ii) b ∈ (a),

(iii) (b) ⊆ (a).

(2) Es sind äquivalent:

(i) a und b sind assoziiert zueinander,

(ii) a | b und b | a,
(iii) (a) = (b).

Beweis. Der Beweis vonTeil (1) ist einfach. In Teil (2) ist klar, dass für assoziierte Ele-
mente a und b gilt, dass (a) = (b) ist.WegenTeil (1) ist das äquivalent zu der Bedingung, dass
a | b und b | a. Gilt umgekehrt (a) = (b), etwa b = ca und a = db, so folgt a = cda und damit
(1− cd)a = 0.Weil R ein Integritätsring ist, folgt a = 0 (also auch b = 0) oder 1− cd = 0, und
das impliziert, dass c und d Einheiten von R sind, also dass a und b zueinander assoziiert
sind. �

Grundlegende Eigenschaften der Teilbarkeitwie die folgenden lassen sich dann leicht be-
weisen:

a | b, b | c =⇒ a | c
und

a | b, a | c =⇒ a | (b + c)

für alle a, b, c ∈ R.

Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Integritätsrings so allgemein ist, dass keine all-
gemeine »vernünftige« Theorie von Teilbarkeit zu erwarten ist (konkret: im allgemeinen
gibt es kein analoges Ergebnis zur eindeutigen Primfaktorzerlegung, diewir in Z haben).
Besonders gut verhalten sich Integritätsringe, in denenwir eine Divisionmit Rest, ähnlich
wie inZ, haben.

Im Ring der ganzen Zahlen könnenwirDivision mit Rest durchführen: Sind a und b ganze
Zahlen, so existieren q, r ∈ Zmit a = qb + r und |r| < |b|. Dabei sind q und r sogar eindeutig
bestimmt: Es ist q die größte ganze Zahl, die≤ a

b ist, und r = a− qb. Die Divisionmit Rest
ist eine essenzielle Eigenschaft des Rings der ganzen Zahlen, aus der sich viele nützliche
Eigenschaften folgern lassen, und es ist daher naheliegend zu untersuchen, ob es in anderen
Ringen eine ähnliche »Divisionmit Rest« gibt. (Siehe auch Ergänzung I.3.44.)

Satz 15.35 (Polynomdivision). Sei R ein kommutativer Ring und seien f , g ∈ R[X], so dass der
Leitkoeffizient von g in R× liegt. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ R[X]mit deg r <
deg g und so dass

f = qg + r.

Für uns ist vor allem der Fall wichtig, dass R ein Körper ist. In diesem Fall ist die Bedingung,
dass der Leitkoeffizient von g eine Einheit ist, dazu äquivalent, dass g 6= 0 gilt.
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Beweis. Wir führen Induktion nach demGradvon f . DieVoraussetzung an g impliziert
insbesondere, dass g 6= 0, also deg(g) ∈ N ist. Ist deg(f ) < deg(g), so könnenwir einfach
q = 0, r = f setzen.

Seinunm := deg(f ) ≥ deg(g) =: n. Insbesondere istdann f 6= 0.Seia ∈ RderLeitkoeffizient
von f und b ∈ R× der Leitkoeffizient von g. Dann ist

h := f − ab−1Xm−ng

ein PolynomvomGrad< m, denn f und ab−1Xm−ng sind Polynome vomGradmmit demsel-
ben Leitkoeffizienten a. Nach Induktionsvoraussetzung könnenwir h in der Form q1g+ r
mit deg(r) < deg(g) schreiben.Wir setzen dann q := q1 + ab−1Xm−n und erhalten

f = h + ab−1Xm−ng = q1g + r + ab−1Xm−ng = qg + r.

Die Eindeutigkeit kannman folgendermaßen begründen: Ist

f = q1g + r1 = q2g + r2

mit deg(r1),deg(r2) < deg(g), dann folgt

r2 − r1 = (q1 − q2)g,
und das ist aus Gradgründen nurmöglich,wenn q1 − q2 = 0 ist. Also ist q1 = q2 und damit
auch r1 = r2.

Vergleiche auch Lemma I.4.26 und Beispiel I.4.27. �

Definition 15.36. Ein Integritätsring R heißt euklidischer Ring, falls eine Abbildung

δ:R \ {0} → N
(eine sogenannteGradabbildung) existiert, so dass für alle a, b ∈ R, b 6= 0, Elemente q, r ∈ R
existieren, so dass r = 0 oder δ(r) < δ(b) und a = qb + r. a

Eswird in derDefinitionnichtverlangt, dass qund r für gegebene aund b eindeutig bestimmt
sind.

Beispiel 15.37. (1) Der Ring Z ist euklidisch, als Gradfunktion könnenwir den Absolutbe-
trag verwenden: δ(a) = |a|. Das folgt daraus, dasswir im Ring Z die Divisionmit Rest
haben.

(2) Sei K ein Körper. Dann ist der Polynomring K[X]mit der Gradfunktion δ(f ) = deg(f )
ein euklidischer Ring. Dies folgt daraus, dass wir im Ring K[X] die Polynomdivision
durchführen können.

(3) Der Ring Z[i] = {a + ib; a, b ∈ Z} ist euklidisch (siehe die Übungsaufgaben).

♦

” Menschen, die von der Algebra nichts wissen, können sich auch nicht die
wunderbaren Dinge vorstellen, zu denen man mit Hilfe der genannten Wissenschaft
gelangen kann.

Gottfried Wilhelm Leibniz
Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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Definition 15.38. (1) Ein Ideal a in einemRingRheißtHauptideal,wenn einElement a ∈ R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x ∈ R}.

(2) Ein Integritätsring R heißtHauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

a

Der Erzeuger eines Hauptideals ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Ist R ein Inte-
gritätsring, so folgt aus Lemma 15.34, dass Elemente a, b genau dann dasselbe Hauptideal
erzeugen,wenn sie zueinander assoziiert sind.

Satz 15.39. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere gilt:

(1) Der RingZ ist ein Hauptidealring.
(2) Ist K ein Körper, dann ist der Polynomring K[X] in einer Unbestimmten über K ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ringmit Gradfunktion δ. Sei a ⊆ R ein Ideal. Ist a das
Nullideal, dann handelt es sich trivialerweise um ein Hauptideal: a = (0). Andernfalls sei
a ∈ a \ {0} ein Element, für das derWert δ(a)minimal ist.Wirwollen zeigen, dass a = (a)
gilt. Die Inklusion⊇ ist klar, weil a nach Definition in a liegt.

Sei nun x ∈ a.Wir benutzen jetzt, dass R euklidisch ist und schreiben x = qa + rmit r = 0
oder δ(r) < δ(a). Ist r = 0, so folgt x = qa ∈ (a), wie gewünscht. Der Fall r 6= 0, δ(r) < δ(a)
kann gar nicht eintreten, denn es ist r = x− qa ∈ a, und awar so gewählt, dass kein Element
aus a \ {0} unter δ einen kleinerenWert als δ(a) annimmt. �

Beispiel 15.40. Der Ring Z[X] ist kein Hauptidealring (zum Beispiel ist das Ideal (2,X)
kein Hauptideal – warum?). Insbesondere ist Z[X] kein euklidischer Ring: Die Funktion
deg ist keine Gradabbildungmit den in der Definition euklidischer Ringe geforderten Ei-
genschaften, und es gibt auch keine andere AbbildungZ[X] \ {0} → N, die diese Eigenschaften
hat.

Insbesondere sehenwir, dass der Polynomring über einem IntegritätsringRnicht unbedingt
ein euklidischer Ring.Wennman das Studium der Ringtheorie noch ein kleines bisschen
weiterführt, kann man zeigen, dass R[X] genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein
Körper ist. ♦

Es gibt auchHauptidealringe, die nicht euklidisch sind, es ist aber nicht ganz einfach, hierfür
Beispiele zu geben (siehe zum Beispiel [Sch] 6.10).

Definition 15.41. Sei R ein Integritätsring, seien a, b ∈ R.

(1) Ein Element d ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler von a, b, wenn d | a, d | b, und für jedes
Element d′, das a und b teilt, d′ | d. Man schreibt oft ggT(a, b) für einen größten gemein-
samenTeiler von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung – diese Notation ist nicht
ganz unproblematisch!).

(2) Ein Element d ∈ R heißt kleinstes gemeinsames Vielfaches von a, b, wenn a | d, b | d, und für
jedes Element d′, das von a und b geteilt wird, d | d′. Man schreibt oft kgV(a, b) für ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung –
diese Notation ist nicht ganz unproblematisch!).

(3) Die Elemente a, b heißen teilerfremd, falls 1 ein größter gemeinsamer Teiler von a und b
ist.

a
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Man beachte, dass das Zeichen> in der Definition des Begriffs des größten gemeinsamen
Teilers nicht auftritt – in einem allgemeinen Integritätsring steht uns ja keine Anordnung
der Elemente zurVerfügung. Angewandt auf den Ring der ganzen Zahlen stimmt die obige
Definition aber mit der üblichen Definition überein (siehe Lemma I.3.53). (Wenn Sie den
Begriff der partiellenOrdnung kennen (Abschnitt I.3.14.3), dann sollten Sie die Definition ei-
nes größten gemeinsamenTeilersmit der Definition eines größten Elements bezüglich einer
partiellen Ordnung vergleichen. Da die Teilbarkeitsrelation abermeistens nicht antisym-
metrisch ist, und daher keine partielle Ordnung ist, passt das nicht vollständig zusammen.
Wennman sich auf die natürlichen Zahlen als Grundmenge einschränkt, dann erhält man
aber eine partielle Ordnung, siehe Beispiel I.3.81. Im allgemeinen Fall könnte man aus jeder
Klasse zueinander assoziierter Element jeweils eines auswählen und erhielte dannmit der
Teilbarkeit eine partielle Ordnung.)

Bemerkung 15.42. Sei R ein Integritätsring.

(1) Sind a, b ∈ R und erfüllen d1 und d2 die Eigenschaft eines größten gemeinsamenTeilers,
dann gilt d1 | d2 und d2 | d1, also sind d1 und d2 zueinander assoziiert. Andererseits ist für
jeden größten gemeinsamenTeiler d von a und b und jede Einheit u ∈ R× offenbar auch
ud ein größter gemeinsamerTeiler von a und b. Ähnlichverhält es sichmit demkleinsten
gemeinsamenVielfachen.

Weil größter gemeinsamerTeiler und kleinstes gemeinsamesVielfaches nur bis auf Mul-
tiplikationmit Einheiten aus R eindeutig bestimmt sind, ist es eine ungenaue Notation,
d = ggT(a, b) zu schreiben (und entsprechend für kgV(a, b)).
Zum Beispiel sind im Ring Z sowohl 2 als auch−2 ein größter gemeinsamer Teiler von
−6 und 14.

(2) Im allgemeinenmüssen ein größter gemeinsamerTeiler bzw. ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches zweier Elemente nicht existieren. Selbstwenn ein größter gemeinsamerTeiler
dvon a, b ∈ R existiert, kannman d im allgemeinen nicht in der Form xa+ yb ausdrücken
(wie es im Ring der ganzen Zahlenmöglich ist, siehe Lemma I.3.53 bzw. den folgenden
Punkt (3)). Im allgemeinen folgt aus der Bedingung, dass 1 ein größter gemeinsamer
Teiler von a und b ist, also nicht, dass das von a und b erzeugte Ideal das Einsideal ist.

(3) Ein Element d ∈ R ist genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn (a, b) ⊆ (d)
gilt (siehe Lemma 15.34).Wenn (a, b) = (d) ein Hauptideal ist, dann folgt mit demselben
Lemma, dass d ein größter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Wir sehen insbesondere, dass in einemHauptidealring ein größter gemeinsamer Teiler
zweier Elemente immer existiert. Außerdem erzeugen in diesem Fall Elemente a und b
genau dann das Einsideal, wenn 1 größter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

(4) Ist R sogar euklidisch, dann kannman den größten gemeinsamenTeiler von a und bmit
dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) berechnen.

Siehe auch Bemerkung 15.54. ♦

Bemerkung 15.43 (Der euklidische Algorithmus). Ist R ein Hauptidealring und sind a, b ∈
R, so ist (a, b) ein Hauptideal. In euklidischen Ringen kann man mit dem sogenannten
Euklidischen Algorithmus recht leicht ein Element d ∈ R berechnen, für das (a, b) = (d) gilt.
Wie in Bemerkung 15.42 erläutert, bedeutet das genau, dass d ein ggTvon a und b ist.Wir
nehmen dazu an, dass a, b 6= 0 ist, denn sonst ist nichts zu tun.

DerAlgorithmus besteht darin, induktiv eine Folge a0, a1, a2, … vonElementen inRwie folgt
zu definieren bzw. zu berechnen:

a0 := a, a1 := b



24 15. RINGE

und für i > 1 definierenwir ai durch Division von ai−2 durch ai−1mit Rest, d.h.wir schreiben

ai−2 = qi−1ai−1 + ai.

Der Algorithmus bricht ab, sobald ak+1 = 0 ist, das Ergebnis ist dann d := ak, wie wir
nachfolgend begründenwerden.Weil für die Gradfunktion δ von R gilt, dass

δ(a1) > δ(a2) > δ(a3) > · · ·

(solange ai 6= 0 gilt), ist das nach endlich vielen Schritten der Fall.

Dann folgt aus ai−2 = qiai−1 + ai, dass (ai−1, ai) = (ai−2, ai−1) gilt, und aus der letzten Glei-
chung ak−1 = qkak folgt ak−1 ∈ (ak), also

(ak) = (ak−1, ak) = (ak−2, ak−1) = · · · = (a, b),

wir haben also tatsächlich einen Erzeuger des Hauptideals (a, b) gefunden.

Oft ist es nützlich, dass der Algorithmus auch eineMöglichkeit liefert, eine Darstellung der
Form ak = xa + yb zu berechnen. Dazu betrachtenwir die Gleichungskette

ak = ak−2 − qk−1ak−1

= ak−2 − qk−1(ak−3 − qk−2ak−2)

= −qk−1ak−3 + (1+ qk−1qk−2)ak−2

= −qk−1ak−3 + (1+ qk−1qk−2)(ak−4 − qk−3ak−3)

= · · · ,

aus derwir die gewünschte Darstellung ak = xa0 + ya1 = xa + yb erhalten. ♦

15.4.3. Faktorielle Ringe. Wirwollen nun eine Klasse von Ringen definieren und un-
tersuchen, in der ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt, diewir vomRing
der ganzen Zahlen kennen (Satz I.3.56).

Eine Primzahl ist eine natürliche Zahl p > 1, die sich nicht als Produkt abmit a, b ∈ Z,
1 < a, b < p schreiben lässt. Um diesen Begriff auf beliebige Integritätsringe zu übertragen,
ist es sinnvoll, die Einschränkung auf Zahlen> 1 fallenzulassen und auch Zahlen< −1 zu
betrachten, die sich nicht in nichttrivialerWeise als Produkt schreiben lassen. Das Nullele-
ment und die Einheiten 1, −1 ∈ Z× spielen eine Sonderrolle. Der Begriff, denman so erhält,
ist der des »irreduziblen Elements«, Definition 15.44 (1). Oft ist eine andere Eigenschaft von
Primzahlen aberwichtiger, nämlich die sogenannte Primeigenschaft.Wenn eine Primzahl p
ein Produkt teilt, dann teilt sie auch einen der Faktoren:

p | ab =⇒ p | a oder p | b.

Siehe Satz I.3.52 für einen Beweis. Wir haben diese Eigenschaft von Primzahlen in Ab-
schnitt I.4.2.1 benutzt, um zu zeigen, dass der Restklassenring Z/p für eine Primzahl p
ein Körper ist. Diese Eigenschaft ist die Grundlage vonTeil (2) der folgenden Definition. In
allgemeinen Integritätsringenmüssen diese Eigenschaften nicht zusammenfallen!

Definition 15.44. Sei R ein Integritätsring.

(1) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt irreduzibel, falls für alle a, b ∈ Rmit p = ab gilt:
a ∈ R× oder b ∈ R×.

(2) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt prim (oder Primelement), falls für alle a, b ∈ Rmit
p | ab gilt: p | a oder p | b.

a
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Ist R ein Integritätsring und sind p, a, b ∈ Rmit p = ab 6= 0, dann ist a genau dann eine
Einheit in R, wenn p und b assoziiert sind. Dennwenn a eine Einheit ist, so folgt direkt aus
der Definition, dass p und b assoziiert zueinander sind. Undwenn p und b assoziiert sind,
sagenwir p = ubmit u ∈ R×, so folgt ub = ab undmit der Kürzungsregel, dass a = u ∈ R× ist.
Wir könnten also Teil (1) der Definition auch so formulieren, dass p ∈ R \ (R× ∪ {0}) genau
dann irreduzibel ist, wenn in jeder Darstellung p = ab einer der Faktoren zu p assoziiert ist.

Satz 15.45. Sei R ein Integritätsring. Ist p ∈ R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so
gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Sei zunächst p prim.Wenn sich p als Produkt p = ab schreiben lässt, so folgt
aus der Primeigenschaft p | a oder p | b. Nehmenwir ohne Einschränkung an, dass der erste
Fall eintritt. Andererseits impliziert p = ab auch, dass a ein Teiler von p ist.Wir haben also
a | p und p | a, und es folgt, dass a und p zueinander assoziiert sind.Wie oben bemerkt, zeigt
das die Irreduzibilität von p.

Sei nunR einHauptidealring und p ∈ R irreduzibel.Wirwollen zeigen, dass p prim ist. Seien
also a, b ∈ Rmit p | ab. Nehmen wir an, dass p - a gilt, also a 6∈ (p). Dann ist (p) ( (a, p)
eine echte Teilmenge. Hier ist (a, p) das von a und p erzeugte Ideal, daswir folgendermaßen
explizit beschreiben können:

(a, p) = {xa + yp; x, y ∈ R}.
In der Tat ist klar, dass hier⊇ gilt, da a und p in (a, p) liegen undwegen der Idealeigenschaft
folglich auch alle Ausdrücke der Form xa + yp. Andererseits ist leicht zu sehen, dass die
rechte Seite ein Ideal ist, undweil (a, p) das kleinste Ideal ist, das a und p enthält, folgt die
Gleichheit.

WeilR einHauptidealring ist, ist das Ideal (a, p) einHauptideal, es gibt also einElement d ∈ R
mit (a, p) = (d). Es folgt dann d | p undwegen der Irreduzibilität von p undweil (p) 6= (d)
ist, dass (d) = R seinmuss. Damit erhaltenwir 1 ∈ (d) = (a, p), also existieren x, y ∈ Rmit
ax+ yp = 1.Wir sehen jetzt, dass p | (1− ax), also erst recht p | (b− abx), undwegen p | ab folgt
nun p | b. �

Lemma 15.46. Sei R ein Hauptidealring, und seien

a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
Ideale von R, die ineinander enthalten sind.Man spricht von einer aufsteigenden Kette von Idealen in
R.

Dann existiert i ≥ 0, so dass ai = aj für alle j ≥ i. Man sagt, die Kette sei stationär.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und sei

a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Dann ist auch die Vereinigung a :=

⋃
i≥0 ai ein

Ideal. In der Tat, für x, y ∈ a existieren i und jmit x ∈ ai , y ∈ aj . Sei ohne Einschränkung i ≤ j,

also ai ⊆ aj . Dann gilt x + y ∈ aj ⊆ a. Außerdem gilt für alle z ∈ R, dass zx ∈ ai ⊆ a ist.

Weil R ein Hauptidealring ist, existiert ein Element a ∈ Rmit a = (a). Dannmuss aber a
in einem der Ideale ai liegen, es folgt a = (a) ⊆ ai und damit die Gleichheit a = ai und
insbesondere ai = aj für alle j ≥ i. �

Ringe, die die Eigenschaft aus dem Lemma haben, in denen also jede aufsteigende Kette
von Idealen stationär ist, heißen auch noetherscheRinge (nach derMathematikerin Emmy
Noether4).

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether

https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
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Für R = Z bzw. R = K[X] (K ein Körper) kann man das Lemma noch einfacher beweisen,
indemman den Absolutbetrag bzw. die Gradfunktion benutzt.

Satz 15.47. Sei R ein Hauptidealring. Dann lässt sich jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

Beweis. Wegen Satz 15.45 ist es äquivalent zu zeigen, dass sich jedes Element als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen schreiben lässt. Angenommen, daswäre nicht der Fall, sei
also a0 ∈ R \ (R× ∪ {0}) ein Element, das sich nicht als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben lässt. Insbesondere kann dann a0 nicht irreduzibel sein, es existiert also eine
Produktdarstellung a0 = a1b1 mit Nicht-Einheiten a1, b1. Wenn diese Elemente beide als
Produkt irreduzibler Elemente geschriebenwerden könnten, dann bekämenwir auch eine
entsprechendeDarstellung für a0. Das ist nichtmöglich,wir können also (indemwir nötigen-
falls a1 und b1 vertauschen) annehmen, dass auch a1 sich nicht als Produkt von irreduziblen
Elementen schreiben lässt.

Wennwir in dieserWeise fortfahren, erhaltenwir eine Folge von Elementen

ai = ai+1bi+1, i = 0, 1, 2, …,
von R, die sämtlich keine Einheiten sind. In Termen von Idealen folgt, dass (ai) ⊆ (ai+1) für
alle i ≥ 0 gilt, wir erhalten also eine aufsteigende Kette

(a0) ⊆ (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · ·
von Idealen in R, die nach Lemma 15.46 stationär wird, es gibt also ein imit (ai) = (ai+1).
Das impliziert aber, dass bi+1 imWiderspruch zu unserer Konstruktion doch eine Einheit in
R ist. �

Lemma 15.48. Sei R ein Integritätsring, seien p1, …, pr ∈ R prim und seien q1, …, qs ∈ R irreduzibel.
Gilt

p1 ∙ · · · ∙ pr = q1 ∙ · · · ∙ qs,
so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der qi gilt für alle i = 1, …, r, dass pi und qi
zueinander assoziiert sind.

Beweis. Sei p ∈ R ein Primelement, d.h. aus p | ab folgt p | a oder p | b (für alle a, b ∈ R).
Per Induktion folgt dann aus p | a1 ∙ · · · ∙ an für Elemente ai ∈ R, dass p einen der Faktoren des
Produkts a1 ∙ · · · ∙ an teilt: Es existiert imit p | ai .
Wir beweisen nun eine etwas allgemeinere Aussage als die des Lemmas, nämlich: Seien
u ∈ R×, seien p1, …, pr ∈ R prim und seien q1, …, qs ∈ R irreduzibel. Gilt

p1 ∙ · · · ∙ pr = uq1 ∙ · · · ∙ qs,
so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der qi gilt für alle i = 1, …, r, dass
pi und qi zueinander assoziiert sind.

Die Aussage des Lemmas folgt, indemwir u = 1 setzen.

Wir führen Induktion nach r. Der Fall r = 0, indem links das leere Produkt 1 steht, ist trivial,
da irreduzible Elemente per Definition keine Einheiten sein können.

Für r ≥ 1 gilt p1 | p1 ∙ · · · ∙pr = uq1 ∙ · · · ∙qs, dass p1 eines der qi teilt. (Dass p | u, ist unmöglich, da u
eine Einheit und p1 keine Einheit ist.) Nach Umnummerierung der qi könnenwir annehmen,
dass p1 | q1, etwa q1 = εp1.Weil q1 irreduzibel und p1 als Primelement keine Einheit ist, folgt
daraus, dass ε ∈ R× und sodann, dass q1 und p1 zueinander assoziiert sind.

Es folgt auch (siehe Lemma 15.32), dass

p2 ∙ · · · ∙ pr = (uε−1)q2 ∙ · · · ∙ qs,
und per Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

VergleicheauchdenBeweisderEindeutigkeit derPrimfaktorzerlegung inZ inSatz I.3.56. �
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Da Primelemente stets irreduzibel sind (Satz 15.45), zeigt Lemma 15.48, dass eine Zerlegung
als ein Produkt in Primelemente immer bis auf Reihenfolge und Übergang zu assoziierten
Elementen eindeutig ist.

Definition 15.49. Ein Integritätsring R heißt faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R× ∪ {0}) als Produkt von Primelementen schreiben lässt. a

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«. Eine (etwas aus derMode gekommene) alternative Bezeichnung für faktori-
elle Ringe ist ZPE-Ringe –das steht für »Zerlegung in Primelemente eindeutig«. Auf Englisch
werden faktorielle Ringe oft als »UFD« bezeichnet, das ist die Abkürzung für »unique facto-
rization domain«.Wir können Satz 15.47 nunwie folgt formulieren.

Korollar 15.50. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Satz 15.51. Sei R ein Integritätsring. Dann sind äquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.

(ii) Jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) lässt sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

Beweis. Es ist klar, dass (ii)⇒ (i) gilt. Für die Implikation (i)⇒ (ii) müssenwir zeigen,
dass in einem faktoriellen Ring jedes irreduzible Element prim ist. Sei also R faktoriell und
p ∈ R irreduzibel. Dann könnenwir p als Produkt von Primelementen schreiben, etwa

p = p1 ∙ · · · ∙ pr.
Aus der Irreduzibilität folgt dann aber direkt, dass r = 1 und folglich p = p1 ein Primelement
seinmuss. �

Beispiel 15.52. DaZ ein Hauptidealring ist, istZ faktoriell.WegenZ× = {1, −1} gilt auch
die folgende, etwas präzisere Aussage: Jede ganze Zahl a ∈ Z, a 6= 0, lässt sich schreiben
als a = εp1 ∙ · · · ∙ pr mit ε ∈ {1, −1} und (positiven) Primzahlen pi . Dabei ist ε eindeutig
bestimmt (nämlich gleich demVorzeichen von a), und die pi sind eindeutig bestimmt bis auf
die Reihenfolge. Siehe auch Satz I.3.56. ♦

Für die ganzen Zahlen kannten wir diese Aussage ja schon aus der Linearen Algebra 1.
Im anderenwichtigen Beispiel für Hauptidealringe, daswir kennengelernt haben, ist sie
hingegen neu, undwird in den kommenden beiden Kapitel einewichtige Rolle spielen.

Beispiel 15.53. Sei K ein Körper. Nach dem Gezeigten ist der Polynomring R = K[X]
faktoriell. Es gilt R× = K× und wir erhalten: Jedes Polynom f ∈ K[X], f 6= 0, lässt sich
schreiben als Produkt f = uf1 ∙ · · · ∙ fr, wobei u ∈ K×, fi ∈ K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f ), und die fi sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die fi irreduzibel sind, gilt deg fi > 0 für alle i.) ♦

Bemerkung 15.54. Sei R ein faktorieller Ring.

(1) Sei P ⊂ R eineMenge von Primelementenmit der Eigenschaft, dass für jedes Primele-
ment q ∈ R genau ein p ∈ P existiert, das zu q assoziiert ist. Wir nennen dann P ein
Vertretersystem der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit.Wir können dann für ein
Element a ∈ R \ {0} die Primfaktorzerlegung in der Form

a = u
∏
p∈P

pvp(a)
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schreiben, wobei u ∈ R× eine Einheit ist und vp(a) ∈ N und vp(a) = 0 für alle bis auf

endlich viele p ∈ P gilt (daher ist das Produkt ein endliches Produkt, wenn alle Faktoren,

die = 1 sind, weggelassen werden, denn für vp(a) = 0 ist pvp(a) = p0 = 1). Ist a eine

Einheit, so sind alle vp(a) = 0, und umgekehrt. Bei dieser Schreibweise sind u und alle

Zahlen vp(a) eindeutig bestimmt.

Dann gilt pk | a genau dann,wenn vp(a) ≥ k ist.

Im Fall R = Z wählt man als die Menge P üblicherweise die Menge der (positiven)
Primzahlen. Ist R = K[X] der Polynomring über einem Körper, dann ist die übliche
Wahl für P dieMenge der normierten primen Polynome. Man erhält dann genau die oben
diskutierten Beispielewieder.

(2) Seiennun a, b ∈ R\(R×∪{0}).Wir schreibenwie in Punkt (1) die Primfaktorzerlegungen
als

a = u
∏
p∈P

pvp(a), b = u′
∏
p∈P

pvp(b).

Es gilt a | b genau dann,wenn vp(a) ≤ vp(b) für alle p ∈ P gilt.

(3) Mit der Notation aus Punkt (2) ist∏
p∈P

pmin(vp(a),vp(b))

ein größter gemeinsamer Teiler von a und b in R, und∏
p∈P

pmax(vp(a),vp(b))

ein kleinstes gemeinsamesVielfaches von a und b in R (Definition 15.41). Durch dieWahl
von P erhält man in dieser Art undWeise einen ausgezeichneten größten gemeinsamen
Teiler und ein ausgezeichnetes kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Jeder
andere größte gemeinsame Teiler (bzw. jedes andere kleinste gemeinsame Vielfache)
im Sinne von Definition 15.41 ist, wie in jedem Integritätsring, zu den oben genannten
ggT/kgV assoziiert.

Insbesondere existieren ggT und kgV in faktoriellen Ringen immer. Allerdings folgt
aus ggT(a, b) = 1 nicht in jedem faktoriellen Ring, dass Elemente x, y existieren mit
xa + yb = 1 – in Hauptidealringen ist das aber richtig (Bemerkung 15.42), und nur in
diesen »funktionieren« die Begriffe ggT und kgVwirklich gut.

♦

” Du wolltest doch Algebra, da hast du den Salat.
Jules Verne, Reise um den Mond, 4. Kapitel

Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

Ergänzung 15.55. Wir skizzieren zwei Beispiele von Integritätsringen, die nicht faktoriell
sind.

http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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(1) Die Teilmenge
Z[i

√
5] := {a + ib

√
5; a, b ∈ Z} ⊆ C

ist ein Unterring. Man kann zeigen, dass dieser Integritätsring nicht faktoriell ist. Das
Element 2 ist in diesem Ring irreduzibel, jedoch kein Primelement, denn es teilt das
Produkt

(1− i
√
5)(1+ i

√
5) = 6 = 2 ∙ 3,

aber teilt weder 1− i
√
5 noch 1+ i

√
5.

Dieser und ähnliche Ringewerden in der algebraischen Zahlentheorie genauer unter-
sucht. Die Theorie auf den nicht-faktoriellen Fall auszudehnen ist dort sehr wichtig,
und war der Ausgangspunkt dafür, den Begriff des Ideals einzuführen (siehe Ergän-
zung 15.20).Mankannzeigen, dassdie Ideale imRingZ[i

√
5] eine eindeutige»Zerlegung«

in sogenannte Primideale (vgl. Ergänzung 15.75) zulassen, und dies ist oft ein guter Er-
satz für die Zerlegung von Elementen des Rings als Produkt von Primelementen, die in
diesemRing eben nicht immermöglich ist.

(2) Sei K ein Körper. Die Teilmenge

K[T2, T3] :=

{
n∑
i=0

aiT
i; n ∈ N, ai ∈ K, a1 = 0

}
⊆ K[T ]

ist ein Unterring. Dieser Ring ist einweiteres Beispiel eines Integritätsrings, der nicht
faktoriell ist, denn T6 = (T2)3 = (T3)2 hat zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Elemente.

In der algebraischenGeometriewird dieser Ring »in geometrischerWeise« interpretiert.
Man kann eineVerbindung herstellen zu der hier abgebildeten »Kurve« in der Ebene
(die Abbildung entspricht dem Fall K = R), und dann in präziserWeise begründen, dass
die Eigenschaft des obigen Rings, nicht faktoriell zu sein, damit zusammenhängt, dass
die abgebildete Kurve amUrsprung nicht »glatt« ist, also an diesem Punkt auch »nach
beliebig starkemHereinzoomen« nichtwie eine Gerade aussieht.

−1 1 2 3

−5

5

DieMenge {(x, y)t ∈ R2; y2 = x3}

Der Zusammenhang zwischen
dem Ring K[T2,T3] und der
Gleichung y2 − x3 = 0
kommt daher, dass die Abbil-
dung K[X,Y ] → K[T ], X 7→ T3,
Y 7→ T2, ein Ringhomomor-
phismusmitBildK[T2, T3]und
Kern (Y2 − X3) ist.
(Es ist in Ordnung, wenn Sie
diese ganze Bemerkung etwas
kryptisch finden…)

� Ergänzung 15.55

15.4.4. Nullstellen von Polynomen. Sei R ein Ring.

Definition 15.56. Sei f ∈ R[X]. Ein Element α ∈ R heißtNullstelle von f , falls f (α) = 0. a

Sei nun R ein Integritätsring.Wir haben gesehen, dass dann auch R[X] ein Integritätsring ist
(Korollar 15.31).
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Lemma 15.57. Ein Element α ∈ R ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f ∈ R[X], wenn X − α das
Polynom f teilt.

Beweis. Wenn f einVielfachesvonX−α ist, dann istnatürlich f (α) = 0. Ist andererseits
α eine Nullstelle von f und schreibenwir f im Sinne der Divisionmit Rest als

f = q ∙ (X − α) + r

mit deg(r) < 1, dann ergibt Einsetzen von α, dass r(α) = f (α) = 0.Weil r ein konstantes
Polynom ist, folgt r = 0, also f = q ∙ (X − α). �

Insbesondere sehenwir, dass ein PolynomvomGrad n höchstens n verschiedene Nullstellen
haben kann (siehe auch Satz I.4.25).

Ein PolynomvomGrad 1 nennenwir auch ein lineares Polynom. Ein lineares Polynom, das f
teilt, nennenwir einen Linearfaktor von f . Ist R = K ein Körper, so ist jedes lineare Polynom
vom Grad 1 zu einem eindeutig bestimmten Polynom der Form X − a, a ∈ K assoziiert.
Über beliebigen Ringen ist diese Aussage natürlich nicht richtig; es kann dann auch lineare
Polynome geben, die keine Nullstellen in dem Ring haben, zum Beispiel R = Z und f =
2X − 1 ∈ Z[X].
Definition 15.58. Sei R ein Integritätsring, f ∈ R[X], f 6= 0.

(1) Ist α ∈ R, so gibt es eine eindeutig bestimmte natürliche Zahlm ∈ N, so dass (X − α)m | f ,
aber (X − α)m+1 - f .Wir schreiben multα(f ) := m. Das Element α ist genau dann eine
Nullstelle von f , wennm ≥ 1.Wir sagen dann, α sei eine Nullstelle der Vielfachheit (oder:
Multiplizität)m.

Eine NullstellemitVielfachheit 1 nennenwir auch einfache Nullstelle, einemitVielfachheit
2 entsprechend doppelte Nullstelle usw.

(2) Wir sagen, ein Polynom f ∈ R[X] \ {0} zerfalle vollständig in Linearfaktoren, wenn f Produkt
von linearen Polynomen, d.h. von Polynomen vomGrad 1 ist. Ist R ein Körper, so ist das

gleichbedeutend damit, dass sich f in der Form c
∏deg(f )

i=1 (X − αi)mit c ∈ K× und αi ∈ K

schreiben lässt.

a

Definition 15.59. Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom, also jedes Polynom in K[X] \ K, eine Nullstelle in K besitzt. a

Per Induktion zeigt man, dass man algebraisch abgeschlossene Körper äquivalent dadurch
charakterisieren kann, dass jedes nicht-konstante Polynomvollständig in Linearfaktoren
zerfällt.

Weder der KörperQ noch der KörperR sind algebraisch abgeschlossen (überlegen Sie sich
Beispiele von nichtkonstanten Polynomen, die keine Nullstelle haben). Auch ein endlicher
Körper kann nicht algebraisch abgeschlossen sein (warum?). Es ist auch gar nicht so einfach,
Beispiele von algebraisch abgeschlossenen Körpern anzugeben. Das zugänglichste Beispiel
ist der KörperC.
Theorem 15.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Der KörperC der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen.

Dieses schwierige Theorem beweisen wir nicht im Rahmen der Vorlesung über lineare
Algebra. Es wird üblicherweise auf verschiedene Arten in den Vorlesungen Algebra und
Funktionentheorie bewiesen, kann aber auch mit Mitteln der Analysis I bewiesen werden.
Siehe Ergänzung 16.32 für einen trickreichen Beweis, der nur sehrwenig Analysis benötigt
und ansonstenmit linearer Algebra auskommt.
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15.4.5. Der chinesischeRestsatz. SeiR einRing,a ⊂ R ein Ideal. FürElemente x, y ∈ R
schreibenwir

x ≡ y mod a, wenn x − y ∈ a.
In denmeisten Fällen, die für uns relevant sind, ist a = (a) ein Hauptideal; dann schreiben
wir auch x ≡ y mod a, und dies ist gerade äquivalent zu a | x − y. Man sagt, x sei kongruent
zu y modulo a. Kongruenz ist eine »Äquivalenzrelation« (siehe Definition 15.64 unten).

Im folgenden Satz betrachtenwir für Elemente a, b eines (Integritäts-)Rings R das von a und
b erzeugte Ideal

(a, b) = {xa + yb; x, y ∈ R}
undbetrachtendieBedingung, dassdieses gleichR ist.Weil ein Idealagenaudanngleichdem
ganzen Ring ist,wenn es die 1 enthält, ist das gewissermaßen eine abkürzende Schreibweise
dafür, dass x, y ∈ R existierenmit xa + yb = 1. Ist R ein Hauptidealring (und das ist der Fall,
der für uns später relevant seinwird), ist die Bedingung dazu äquivalent, dass 1 ein größter
gemeinsamer Teiler von a und b ist (Bemerkung 15.42).

Satz 15.61 (Chinesischer Restsatz). Seien R ein Ring und a1, …, ar ∈ R, so dass (ai, aj) = R für alle

i 6= j. Sei a = a1 ∙ · · · ∙ ar .

Seien b1, …, br ∈ R. Dann existiert ein Element b ∈ R, so dass

b ≡ bi mod ai für alle i = 1, …, r
gilt.

Ist b′ ein weiteres solches Element, so gilt b ≡ b′ mod a. (Wir sagen, die Lösung der vorgegebenen
Kongruenzen sei eindeutig bestimmtmodulo a.)

Beweis. Vorüberlegung.Wir zeigen zuerst, dass unter derVoraussetzung, dass für alle
i 6= j die Elemente ai und aj das Einsideal erzeugen, auch für alle i die Elemente ai und a

′
i :=∏

j 6=i aj das Einsideal erzeugen. Sei zur Vereinfachung der Notation ohne Einschränkung

i = 1. Jedenfalls existieren xj, yj ∈ R, j = 2, …, n, so dass xja1 + yjaj = 1. Daraus erhaltenwir

n∏
j=2

(xja1 + yjaj) = 1,

undwennwir den Ausdruck auf der linken Seite ausmultiplizieren, sind alle Summanden
Vielfache von a1, bis auf denTerm

∏n

j=2 yjaj .Wir erhalten also tatsächlich einen Ausdruck

der Form

xa1 + y(a2 ∙ · · · ∙ an)

(mit y = y2 ∙ · · · ∙ yn).

Nach dieser Vorüberlegung könnenwir für jedes i ∈ {1, …, n} Elemente xi, yi ∈ R finden, so
dass

xiai + yia
′
i = 1,

also yia
′
i ≡ 1 mod ai . Nach Definition der a

′
i ist auch klar, dass yia

′
i ≡ 0 mod aj für alle j 6= i

gilt.Wir setzen nun

b =
n∑
i=1

biyia
′
i .

In der Tat gilt dann für jedes i, dass

b ≡ biyia
′
i ≡ bi mod ai,

wie gewünscht. Damit ist die Existenzaussage bewiesen.

Seien nun b, b′ ∈ Rmit b ≡ bi mod ai und b
′ ≡ bi mod ai für alle i. Es folgt b − b′ ∈ (ai)

für alle i, also b − b′ ∈
⋂n

i=1(ai). Es genügt also zu zeigen, dass
⋂n

i=1(ai) = (a) gilt (wobei die
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Inklusion⊇ klar ist; allerdings ist das auch die Inklusion, die uns hier nicht interessiert).
Mithilfe der Vorüberlegung könnenwir das per Induktion beweisen und uns damit auf den
Fall n = 2 zurückziehen. Dann habenwir Elemente a1, a2 ∈ R gegeben, die das Einsideal
erzeugen, etwa x1a1 + x2a2 = 1, undwollen für c ∈ (a1)∩ (a2) zeigen, dass c ∈ (a1a2) gilt.Wir
können c = y1a1 = y2a2 und damit

x2c = x2y1a1 = x2y2a2 = y2(1− x1a1)

schreiben, also y2 = x2y1a1 + y2x1a1 ∈ (a1). Es folgt, dass c = y2a2 einVielfaches von a1a2 ist,
wiewir zeigenwollten. �

MankanndenSatznochetwasallgemeiner fassenundmit fastdemselbenBeweis abhandeln,
siehe Ergänzung 18.135.

Beispiel 15.62. Wir betrachten das folgendeBeispiel. SeiR = ZderRing der ganzenZahlen.
Wirwollen eine ganze Zahl x finden, so dass

x ≡ 3 mod 5,
x ≡ 2 mod 6,
x ≡ 1 mod 11.

Es folgt aus dem chinesischen Restsatz, dass solche Zahlen existieren, und dass je zwei
Lösungenmodulo 5 ∙ 6 ∙ 11 = 330 kongruent sind.

Um ein x zu finden, könnenwir die Schritte aus dem allgemeinen Beweis nachvollziehen.
Wir schreiben zuerst die 1 als »Linearkombination« einer derZahlen 5, 6, 11 unddemProdukt
der anderen Zahlen, d.h.

1 = 5x1 + 66y1

1 = 6x2 + 55y2

1 = 11x3 + 30y3.

Diese Darstellungen lassen sichmit dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) fin-
den. Im konkreten Fall gilt zum Beispiel

1 = 5 ∙ (−13) + 66 ∙ 1

1 = 6 ∙ (−9) + 55 ∙ 1

1 = 11 ∙ 11+ 30 ∙ (−4).

Dann könnenwir

x = 3 ∙ 66 ∙ 1+ 2 ∙ 55 ∙ 1+ 1 ∙ 30 ∙ (−4) = 188

setzen. Hier ist in jedem Summanden der erste Faktor die rechte Seite der Kongruenz die x
erfüllen soll, und dann kommt das Produkt aus der obigen Darstellung der 1. In der Tat hat
188 bei Division durch 5 den Rest 3, bei Division durch 6 den Rest 2 und bei Division durch 11
den Rest 1. ♦

Ergänzung 15.63. Die Aussage des chinesischen Restsatzes findet man bereits in dem
Buch »SunZi Suanjing« ds chinesischenMathematikers SunZi5 (um3. Jh.) –daher derName.

� Ergänzung 15.63

5 https://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)

https://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)
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15.5. Der Quotientenkörper eines Integritätsrings

Wirwollen in diesemAbschnitt zu einem Integritätsring R einen Körper K konstruieren,
der R als Unterring enthält. Unser Modell dafür ist der Fall der ganzen Zahlen Z, die als
Unterring im KörperQ der rationalen Zahlen enthalten sind. Im allgemeinen Fall imitieren
wir die Konstruktion der Bruchzahlen aus ganzen Zahlen.

Ein unmittelbarer Nutzen dieser Konstruktionwird für uns sein, dasswir den Begriff der
Determinante auch fürMatrizenüber (Integritäts-)Ringen einführenkönnen (Abschnitt 15.6)
und einige der Ergebnisse der Theorie über Körpern auf den Fall von Ringen übertragen
können. ImweiterenVerlauf der Vorlesungwerdenwir dann Determinanten vonMatrizen
benutzen, derenEinträge in einemPolynomring liegen, umdas»charakteristischePolynom«
einerMatrix zu definieren (Kapitel 16).

Wir beginnen damit, den Begriff der Äquivalenzrelation einzuführen, der in dieser Vor-
lesung noch an mehreren Stellen eine Rolle spielen wird. Siehe auch Abschnitt I.3.14.2,
Definition I.3.67, wo dieser Begriff schon imRahmen der Ergänzungen vorgestellt wurde.

Definition 15.64. SeiM eineMenge.

(1) Eine Relation auf M ist eine TeilmengeR ⊆ M × M. (Elemente x, y ∈ M »stehen in der
gegebenen Relation zueinander«,wenn (x, y) ∈ R gilt.)

(2) Eine RelationR auf M heißtÄquivalenzrelation, wenn gilt

(a) (Reflexivität) Für alle x ∈ M ist (x, x) ∈ R.
(b) (Symmetrie) Für alle x, y ∈ M ist (x, y) ∈ R genau dann,wenn (y, x) ∈ R.
(c) (Transitivität) Für alle x, y, z ∈ Mmit (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R gilt (x, z) ∈ R.

a

Äquivalenzrelationen bezeichnet man oftmit dem Symbol ~, d.h. man schreibt dann x ~ y
statt (x, y) ∈ R. Aber auch die Symbole =, 6=, ≡, <, ≤, | bezeichnen Relationen. Welche
davon sind Äquivalenzrelationen?

Definition 15.65. Sei ~ eine Äquivalenzrelation auf M. Die Teilmengen vonM der Form
[m] := {m′ ∈ M; m′ ~ m} für einm ∈ M heißen dieÄquivalenzklassen bezüglichR.
DieMenge aller Äquivalenzklassen bezeichnenwirmitM∕~. a

Zwei Äquivalenzklassen inM sind entweder disjunkt oder gleich. (Warum?)

Beispiel 15.66. Beispiele für Äquivalenzrelationen.

(1) Sei X eineMenge. Die Gleichheit von Elementen auf X definiert eine Äquivalenzrelation.
Jede Äquivalenzklasse besteht aus genau einem Element von X.

(2) Sei R ein Integritätsring. Die Relation, dass zwei Elemente aus R zueinander assoziiert
sind (Definition 15.33), ist eine Äquivalenzrelation. Siehe auch Bemerkung 15.54. Dort
wird –mit der nun neu eingeführten Terminologie – aus jeder der Äquivalenzklassen
bezüglich dieser Äquivalenzrelation genau ein Element ausgewählt. Man spricht auch
von einem Vertretersystem der Äquivalenzklassen.

(3) Sei n > 0 eine natürliche Zahl. Kongruenzmodulo n ist eine Äquivalenzrelation. Die
Menge der Äquivalenzklassen ist die zugrundeliegende Menge des Restklassenrings
Z/n . Siehe Beispiel I.3.70 und Beispiel I.3.73.

♦
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Überlegen Sie sich auch Beispiele für Relationen auf einerMenge X (also Teilmengen von
X × X), die keine Äquivalenzrelationen sind. Können Sie jeweils ein Beispiel finden, das
genau eine der drei Bedingungen reflexiv, symmetrisch, transitiv nicht erfüllt?

SeiR ein Integritätsring, undM = R×(R\{0}).WennSie Schwierigkeitenhaben, der folgen-
den Diskussion zu folgen, dann sollten Sie zuerst alles im speziellen Fall R = Z durchgehen
und dabei imHinterkopf behalten, dass das Ziel ist, den KörperQ zu konstruieren.

Wir betrachten die folgende Äquivalenzrelation auf M:

(a, b) ~ (c, d) ⇔ ad = bc.

Siehe auch Beispiel I.3.72.

Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass es sich hier tatsächlich um eine Äquivalenzrelation
handelt. Reflexivität und Symmetrie sind offensichtlich. Für die Transitivität seien Paare
mit (a, b) ~ (c, d) und (c, d) ~ (e, f ) gegeben. Es folgt

adf = bcf = bde, also d(af − be) = 0

undweil d 6= 0 und R ein R ein Integritätsring ist, dass af − be = 0. Das bedeutet genau, dass
(a, b) ~ (e, f ) gilt.

Satz 15.67. Sei K := M∕~ dieMenge der Äquivalenzklassen.Wir schreiben a
b für die Äquivalenzklasse

eines Elementes (a, b) ∈ M. Es gilt dann also

a

b
= c

d
⇔ ad = bc.

Dann ist K mit der Addition
a

b
+ c

d
= ad + bc

bd
und derMultiplikation

a

b
∙
c

d
= ac

bd
ein Körper, der sogenannteQuotientenkörper von R, den wir auchmitQuot(R) bezeichnen.

Die Abbildung R → K, a 7→ a
1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus.Man schreibt oft a statt

a
1 und

fasst R als Teilmenge von K auf.

Eine andere gebräuchliche Bezeichnung für den Quotientenkörper eines Integritätsrings R
ist Frac(R) (als Abkürzung für die englische Bezeichnung »field of fractions«).

Beweis. Zunächst ist nachzuprüfen, dass die angegebenen Vorschriften überhaupt
Abbildungen definieren, dass sie alsowohldefiniert sind. Dennwir haben dabei jeweils Reprä-
sentanten der Äquivalenzklassen benutzt, undmüssen begründen, dass eine andereWahl
von Repräsentanten derselben Äquivalenzklassen dasselbe Ergebnis liefern.

Seien also a
b = a′

b′ und
c
d = c′

d′ . Dann gilt ab
′ = a′b und cd′ = c′d und daher

ad + bc

bd
= adb′d′ + bcb′d′

bdb′d′
= a′d′ + b′c′

b′d′

und
ac

bd
= a′c′

b′d′

Wir erhalten also tatsächlich Abbildungen+ und ∙ von K × K nach K.

Die Körperaxiome sind leicht nachzurechnen, die Rechnungen laufen genauso ab,wie man
die Körperaxiome für den KörperQ aus den entsprechendenRechenregeln für ganze Zahlen
beweisenwürde.Wir behandeln daher nur beispielhaft einige der Axiome.
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Für das Assoziativgesetz der Addition rechnenwir(a
b

+ c

d

)
+ e

f
= ad + bc

bd
+ e

f
= (ad + bc)f + bde

bdf
= adf + bcf + bde

bdf
= a

b
+
(
c

d
+ e

f

)
.

Das neutrale Element der Addition ist 01 , das Negative von
a
b ist

−a
b , denn

a

b
+ −a

b
= ab − ba

b2
= 0

1
.

Das Assoziativgesetz der Multiplikation ist leicht einzusehen. Das neutrale Element der
Multiplikation ist 11 . Ein Element

a
b mit a ∈ R, b ∈ R \ {0} ist genau dann gleich dem

Nullelement 01 , wenn a = 0 ist. Für a, b ∈ R \ {0} ist ba dasmultiplikative Inverse von
a
b . Das

Distributivgesetz zu überprüfen, lassenwir als Übungsaufgabe.

Es bleibt nun noch, die Abbildung ι:R → K, a 7→ a
1 anzuschauen.Weil

ι(a + b) = a + b

1
= a ∙ 1+ 1 ∙ b

1
= a

1
+ b

1
= ι(a) + ι(b)

und

ι(ab) = ab

1
= ι(a)ι(b)

und offensichtlich ι(1) = 1
1 = 1K gilt, handelt es sich um einen Ringhomomorphismus. Gilt

a
1 = b

1 , so folgt a
∙ 1 = 1 ∙ b, also a = b, mithin ist ι injektiv. �

Der Satz zeigt, dass für jeden Integritätsring R ein injektiver Ringhomomorphismus von R
in einen Körper existiert. IstR ein Ring, der kein Integritätsring ist, kann es einen injektiven
Ringhomomorphismus von R in einen Körper offenbar nicht geben.

Die zu Beginn des Beweises diskutierteWohldefiniertheit ist eine konzeptionelle Schwie-
rigkeit, die mit dem Begriff der Äquivalenzrelation verbunden ist. Machen Sie sich die
Problematik daran bewusst, dass zum Beispiel die Vorschrift

(
a
b ,

c
d

)
7→ a+c

1 für rationale
Zahlen a

b ,
c
d ∈ Q nichtwohldefiniert ist – sie definiert keine AbbildungQ × Q → Q. Suchen

Sie andere Beispiele vonwohldefinierten/nichtwohldefinierten Zuordnungsvorschriften.

” Die ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
L. Kronecker

Beispiel 15.68. Der Quotientenkörper vonZ ist der KörperQ der rationalen Zahlen. Hierzu
ist nichtviel zu sagen, dennwirhaben ja die allgemeineKonstruktiondesQuotientenkörpers
genau an die Regeln der üblichen Bruchrechnung angelehnt. ♦

Beispiel 15.69. SeiK einKörper. Der PolynomringK[X] ist,wiewir inKorollar 15.31 gesehen
haben, ein Integritätsring. Sein Quotientenkörperwirdmit K(X) bezeichnet und heißt der
Körper der rationalen Funktionen über K (in einer Unbestimmten).

Seine Elemente sind Brüche der Form
f
g , wobei f und g Polynome in K[X] sind, und g 6= 0 gilt.

Auchwenn g nicht das Nullpolynom sein darf, kann g natürlich Nullstellen in K haben. Ein
Element von K(X) definiert daher im allgemeinen nicht durch Einsetzen von Elementen aus
K eine Abbildung K → K. Die Nullstellen von g sind sozusagen Polstellen, die man aus K
herausnehmenmüsste, um den Definitionsbereich einer solchen Abbildung zu erhalten. ♦
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Bemerkung 15.70. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkörper von R. In Be-
merkung 15.54 hattenwir die Primfaktorzerlegung eines Elements a ∈ R \ {0} in der Form

a = u
∏
p∈P

pvp(a)

geschrieben,wobeiwir einVertretersystem P der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit
gewählt hatten, und die vp(a) natürliche Zahlen sind, von denen für gegebenes a höchstens
endlich viele von Null verschieden sind, undwo u ∈ R× eine Einheit von R ist.

Daskönnenwirnunauf ElementevonK× ausdehnen.Füra ∈ K× erhaltenwireine (eindeutig
bestimmte) Zerlegung

a = u
∏
p∈P

pvp(a)

wo nun die vp(a) ∈ Z ganze Zahlen sind (von denenwieder alle bis auf endlich viele ver-
schwinden) undwieder u ∈ R× ist. ♦

15.6. Determinanten über Ringen

Sei R ein kommutativer Ring.Wir bezeichnenmitMm×n(R) dieMenge allerm × n-Matrizen
mit Einträgen in R, d.h.

Mm×n(R) = {(aij)i=1,…,m, j=1,…,n; aij ∈ R}.

Addition vonMatrizen gleicher Größe,Multiplikation einerMatrixmit einem Skalar aus
R und das Produkt vonMatrizen zueinander passender Größen definierenwir durch die-
selben Formelnwie im Fall von Körpern. Es ist dannMm×n(R) eine kommutative Gruppe
bezüglich der Addition, es gilt das Assoziativgesetz für dieMultiplikation (immer unter der
Voraussetzung, dass alle Größen zueinander passen) und es gelten die Distributivgesetze.
Diese Aussagen kannmanmit denselben Rechnungen überprüfen, diewir in der Linearen
Algebra 1 fürMatrizen über einemKörper durchgeführt haben (Abschnitt I.5.3).

Wir schreiben wie gehabtMn(R) = Mn×n(R) für die Menge der quadratischen Matrizen.
Aus dem oben Gesagten folgt, dass es sich hierbei mit der Addition undMultiplikation von
Matrizen um einen Ring handelt.

Die Leibniz-Formel ergibt über jedemRing R Sinn, undwir erhalten eine Abbildung

Mn(R) → R, A = (aij)i,j 7→ det(A) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

n∏
i=1

ai,σ(i).

Wir nennen det(A) die Determinante derMatrixA.

Weilwir unten die folgende einfache Tatsache benötigen, haltenwir sie als Lemma fest.

Lemma 15.71. Sei n ∈ N und φ:R → S ein Ringhomomorphismus. Indemwir φ auf jeden Eintrag an-
wenden, erhalten wir einen RinghomomorphismusMn(R) → Mn(S), den wir ebenfalls mit φ bezeichnen.
Dann gilt für alleMatrizen A ∈ Mn(R), dass

φ(det(A)) = det(φ(A))

ist.

Beweis. Der Beweis ist (hoffentlich) nicht schwierig für Sie–überlegen Sie sich,warum
die Aussage des Lemmas richtig ist! �
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Man kann die Theorie der Determinante auch recht allgemein von Anfang an über Ringen
entwickeln, abermanmüsste dann an einigen Stellen vorsichtiger argumentieren,weil man
über einem allgemeinen Ring beispielsweise nicht jedeMatrix mit demGauß-Algorithmus
auf Zeilenstufenform bringen kann. Das hattenwir aber im Kapitel über Determinanten in
der Linearen Algebra 1 benutzt. Um nicht alles noch einmal durchgehen zumüssen,wählen
wir eine etwas andere Strategie und führen die Ergebnisse, diewir benötigen, auf den Fall
von Körpern zurück.

Sei dazuR ein Integritätsring,K seinQuotientenkörper.Wir könnendannMn(R) alsTeilmen-
ge vonMn(K) betrachten. FürA ∈ Mn(R) ist dann die Determinante det(A), diewir gerade
definiert haben, gleich der Determinante, diewir aus der Theorie über Körpern erhalten,
wennwirA als Element vonMn(K) betrachten. Es gelten,wie über jedemKörper, auch über
K die üblichen Rechenregeln, zum Beispiel:

Satz 15.72. Seien A,B ∈ Mn(R). Dann gilt det(AB) = det(A)det(B). (Da beide Seiten dieser
Gleichung Elemente von R sind, gilt diese Gleichheit auch in R.)

Zu einer Matrix A ∈ Mn(R) können wir die Komplementärmatrix A
ad bilden (siehe Ab-

schnitt I.9.3), diewieder inMn(R) liegt. Die Cramersche Regel Satz I.9.32 besagt, dass

AAad = AadA = det(A)En

gilt. Alle hier auftretendenMatrizen liegen inMn(R), und für die Gleichheit spielt es keine
Rolle, obwirdieMatrizenalsElementevonMn(R)odervonMn(K)auffassen.Darauserhalten
wir (vergleiche Korollar I.9.33) das folgende Korollar.

Korollar 15.73. Sei A ∈ Mn(R). Es existiert genau dann eineMatrix B ∈ Mn(R)mit AB = BA =
En (also ein multiplikatives Inverses von A in demRingMn(R)), wenn det(A) ∈ R×.

Ergänzung15.74. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass beide Sätze auchüber beliebigenkom-
mutativen Ringen gelten. Für den Determinantenproduktsatz kannman folgendermaßen
vorgehen.

Als Vorüberlegung bemerkenwir, dass für einen Ringhomomorphismus f :R1 → R2 und
eine Matrix A = (aij)i,j ∈ Mn(R1) gilt, dass f (det(A)) = det(f (A)), wennwir mit f (A) die
Matrix bezeichnen, die ausA durch Anwendenvon f auf jeden Eintrag vonA entsteht. Diese
Gleichheit folgt direkt aus der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel.

Sei R ein kommutativer Ring, und seienA = (aij)i,j,B = (bij)i,j ∈ Mn(R).

Wir betrachten nun den RingZ[Xi,j,Yi,j, i, j = 1, …, n], also den Polynomring überZ in 2n2
Unbestimmten Xi,j , Yi,j .Wir erhalten einen (eindeutig bestimmten) Einsetzungshomomor-
phismus

φ:Z[Xi,j,Yi,j, i, j = 1, …, n] → R, Xi,j 7→ aij, Yi,j 7→ bij.
Die Bilder der Elemente von Z unter φ sind eindeutig festgelegt, denn 1 ∈ Z muss auf
1 ∈ R abgebildet werden, und daraus ergeben sich die Bilder aller ganzen Zahlen daraus,
dass φ insbesondere ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist.
(Vergleiche Beispiel 15.6.)

Wir schreiben Ã = (Xi,j)i,j, B̃ = (Yi,j)i,j ∈ Mn(Z[Xi,j,Yi,j]).WeilZ[Xi,j,Yi,j] ein Integritätsring
ist, gilt det(ÃB̃) = det(Ã)det(B̃), wiewir oben begründet haben.

Auf diese Gleichheit könnenwir den Ringhomomorphismus φ anwenden. Mit Lemma 15.71
erhaltenwir dann

det(A)det(B) = φ(det(Ã))φ(det(B̃)) = φ(det(ÃB̃)) = det(AB).

Im Fall der Cramerschen Regel könnenwir ähnlich argumentieren. Zunächst folgt aus dem
Produktsatz, dass die Determinante einer über R invertierbarenMatrix eine Einheit in R
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ist. Sei nun andererseitsA ∈ Mn(R) eineMatrixmit det(A) ∈ R×.Wie über einemKörper

könnenwir zu A die Komplementärmatrix Aad bilden. Durch Reduktion auf den Fall des
IntegritätsringsZ[Xij] genauwie beim Beweis des Produktsatzes sehenwir, dass das Produkt

vonA undAad dieMatrix det(A)En ist. Es folgt nun aus der Invertierbarkeit von det(A), dass
auchA invertierbar ist, und genauer erhaltenwir die FormelA−1 = det(A)−1Aad.

Man nennt dieseMethode die »Reduktion auf den universellen Fall«. � Ergänzung 15.74

15.7. Ergänzungen *

Ergänzung 15.75 (Primideale). Die Primeigenschaft (Definition 15.44) kannmannicht nur
für Elemente, sondern auch für Ideale in einemRing definieren (und zwar auch in Ringen,
die keine Integritätsringe sind).

Definition 15.76. SeiR ein Ring. Ein Ideal p ⊂ R heißt Primideal,wenn p 6= R gilt undwenn
für alle x, y ∈ R gilt: Falls xy ∈ p, dann ist x ∈ p oder y ∈ p. a

Ist R ein Integritätsring und p ∈ R \ {0}, so sieht manmit Lemma 15.34 leicht, dass p genau
dann ein Primelement ist, wenn das Hauptideal (p) ein Primideal ist.

Andererseits kann zwar 0 per Definition kein Primelement sein, aber das Nullideal kann
ein Primideal sein, genauer gilt:

Lemma 15.77. Sei R ein Ring. Dann sind äquivalent:

(i) Der Ring R ist ein Integritätsring.

(ii) Das Nullideal in R ist ein Primideal.

Mit etwasmehr Arbeit kannman die folgende Aussage zeigen:

Satz 15.78. Sei f :R → S ein Ringhomomorphismus.

(1) Wenn S ein Integritätsring ist, dann istKer(f ) ein Primideal in R.

(2) Wenn f surjektiv ist undKer(f ) ein Primideal ist, dann ist S ein Integritätsring.

Sei nun K ein Körper. Sei f :Z → K der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus vonZ
nach K, siehe Beispiel 15.6. Der obige Satz sagt, dass p := Ker(f ) ein Primideal von Z ist.

Ist p 6= 0, dannwird das Hauptideal p von einer ganzen Zahl p 6= 0 erzeugt, von der wir
ohne Einschränkung annehmen können, dass sie positiv ist. Da p ein Primideal ist, ist
p eine Primzahl. Es ist dann leicht zu sehen, dass p die Charakteristik des Körpers K ist
(Abschnitt I.4.2.2).

Gelte nun p = Ker(Z → K) = 0, mit anderen Worten: Sei der Ringhomomorphismus
f :Z → K injektiv. Dannwird jede vonNull verschiedene ganze Zahl auf eine Einheit in K
abgebildet undwir können f fortsetzen zu einemRinghomomorphismus

Q −→ K, a

b
7→ f (a)

f (b)
.

Dieser ist wieder injektiv, und sein Bild ist ein Teilkörper von K. Wir können also Qmit
einem Teilkörper von K identifizieren, genauer: Es gibt einen Isomorphismus von Q auf
einen Teilkörper von K. � Ergänzung 15.75
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Ergänzung 15.79. Der RingZ[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell. Das kannman
benutzen um zu beweisen, dass sich eine Primzahl p > 2 inN genau dann als Summevon
zwei Quadraten schreiben lässt, wenn p ≡ 1 mod 4 gilt. Siehe die Hausaufgaben auf den
Übungsblättern 1, 2, 3.

Allgemein spielt die Ringtheorie eine sehr prominente Rolle in der elementaren und alge-
braischen Zahlentheorie, sowohlwas die Untersuchung ähnlich konkreter (und einfacher)
Fragenwie dieser angeht, als auch,was denweiteren konzeptionellen Aufbau der Theorie
betrifft. � Ergänzung 15.79

Ergänzung 15.80 (Der Satz vonMason und Stothers). Im Skript zur Linearen Algebrawar
kurz von der abc-Vermutung die Rede (Abschnitt I.3.5), die man als Vermutung über eine
Eigenschaft des RingsZ der ganzen Zahlen verstehen sollte. Für den Polynomring K[X] über
einemKörper K kannman eine analoge Aussage formulieren, deren Beweis interessanter-
weise gar nicht so schwierig ist. Dies ist der Satz vonMason und Stothers.

Um den Satz zu formulieren, definieren wir formal die »Ableitung« f ′ eines Polynoms
f =

∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] (R ein kommutativer Ring) durch

f ′ =
n∑
i=1

iaiX
i−1,

also einfach durchAnwenden der üblichenAbleitungsregeln für Polynome. (Eine Interpreta-
tionwie über den reellen Zahlen,wo ein Grenzwertbegriff zurVerfügung steht, ist natürlich
im allgemeinen Fall nicht möglich. Dennoch ist diese Definition öfters nützlich.) Manmuss
über allgemeinen Grundringen insofern ein bisschen aufpassen, als auch Polynomevom
Grad> 1 alsAbleitungdasNullpolynomhabenkönnen (zumBeispiel gilt das fürX2 ∈ F2[X]).
Über einemKörper der Charakteristik 0, also einemKörper, der den KörperQ als Teilkörper
enthält, tritt dieses Phänomen natürlich nicht auf.

Sei nun K ein Körper. Das Radikal rad(f ) eines Polynoms f ∈ K[X]wird definiert als das
Produkt aller normierten irreduziblen Polynome, die f teilen. Es unterscheidet sich von
f also höchstens um den Leitkoeffizienten und dadurch, dass diese Teiler in der Primfak-
torzerlegung von f mit einem höheren Exponenten auftreten können. Zum Beispiel ist
rad(Xn) = X für alle n ≥ 1.Wenn f vollständig in Linearfaktoren zerfällt (also zum Beispiel,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist), dann ist deg(rad(f )) die Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f in K.

Theorem 15.81 (Satz vonMason-Stothers). Sei K ein Körper und seien a, b, c ∈ K[X] \ {0}. Es
gelte ggT(a, b) = 1 undmindestens eines der Polynome a′, b′, c′ sei ungleich Null. Außerdem gelte

a + b = c.

Dann gilt
max(deg(a),deg(b),deg(c)) ≤ deg(rad(abc)) − 1.

Ein Beweis von Snyderwird auf der englischenWikipedia-Seite6 skizziert.

Als eine leichte Folgerung aus demTheorem kannman zeigen, dass im Polynomring K[X]
über einemKörper der Charakteristik 0 das Analogon der FermatschenVermutung7 gilt:

Korollar 15.82. Seien K ein Körper der Charakteristik 0, n ∈ N und x, y, z ∈ K[X] paarweise
teilerfremde Polynome, von denenmindestens eines Grad≥ 1 hat und so dass

xn + yn = zn

im Ring K[X] gilt. Dann ist n ≤ 2.

6 https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%E2%80%93Stothers_theorem
7 https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz

https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%E2%80%93Stothers_theorem
https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz
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Beweis. Da x, y und z paarweise teilerfremd sind, gilt rad(xyz) = rad(x) rad(y) rad(z),
und natürlich gilt rad(x) | x, also deg(rad(x)) ≤ deg(x), entsprechend für y und z. Aus dem
Satz vonMason und Stothers erhaltenwir demnach

ndeg(x) = deg(xn) ≤ deg(x) + deg(y) + deg(z) − 1

und dieselbe Abschätzung auch für ndeg(y) und ndeg(z). Indemwir diese Ungleichungen
addieren, sehenwir, dass

n(deg(x) + deg(y) + deg(z)) ≤ 3(deg(x) + deg(y) + deg(z)) − 3

Da die Summe der Grade der drei Polynome als> 0 vorausgesetzt wurde, ist das nur für
n ≤ 2möglich. �

Zusatzfrage, die vermutlich nicht einfach ist.Die Bedingung, dass K Charakteristik 0 habe, ist hier
nicht verzichtbar. Können Sie sehen,warum?

In der algebraischen Zahlentheorie und in der algebraischen Geometrie zeigt sich, dass die
RingeZ undK[X] (K einKörper) vieleGemeinsamkeiten haben, und dieseAnalogiewird dort
ausgebaut auf eine größere Klasse von Ringen (die nicht mehr notwendig Hauptidealringe,
noch nicht einmal unbedingt faktoriell sind), die sogenannten Ganzheitsringe in Zahl-
körpern einerseits und in Funktionenkörpern andererseits. Das ermöglicht es manchmal,
zwischen eher zahlentheoretischen und eher geometrischen Fragestellungen undMethoden
hin- und herzugehen und hat zu einer sehr engenVerzahnung der modernen algebraischen
Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie geführt. � Ergänzung 15.80

Und noch zwei »Platzhalter«, die ich hoffentlich später einmal mit mehr Inhalt füllen kann.
Für denMoment gebe ich Ihnen nurVerweise auf andere Quellen.

Ergänzung 15.83. Bernstein-Polynome8, siehe auch die englischeWikipedia9. Dies ist
eine interessante Familie von Polynomen, die sowohl für theoretische Fragen als auch in
der Praxis (Stichworte Computergrafik, Bezier-Kurven, Computer Aided Design) eine Rolle
spielen. � Ergänzung 15.83

Ergänzung 15.84 (Resultante und Diskriminante). Siehe zum Beispiel [Bo-A] 4.4. Die
Diskriminante eines Polynoms (mit Koeffizienten in einemKörper K) ist ein allgemeiner
Ausdruck in denKoeffizienten des Polynoms (eine »Formel«), die genau dann denWert 0 hat,
wenn das Polynom (in irgendeinem Erweiterungskörper von K) einemehrfache Nullstelle
hat.

ZumBeispiel ist dieDiskriminante eines quadratischenPolynoms aX2+bX+c gleich b2−4ac
und Siewissen (oder können es anhand der Lösungsformel für quadratische Gleichungen
leicht nachprüfen), dass dieses Polynom genau dann eine doppelte Nullstelle hat, wenn
b2 − 4ac = 0 gilt.

Es ist interessant, dass es für Polynome beliebigen Gradesmöglich ist, anhand einer solchen
Formel festzustellen, obmehrfache Nullstellen vorliegen (in irgendeinem Erweiterungskör-
per von K), dass es aber andererseits für Polynome vomGrad≥ 5 keine allgemeine Formel
für die Nullstellen selbst gibt. � Ergänzung 15.84

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
9 https://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial

https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial


KAPITEL 16

Charakteristisches PolynomundMinimalpolynom

16.1. Das charakteristische Polynom

Sei K ein Körper. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus von V .Wir haben in der Linearen Algebra 1 den Begriff des Eigenwerts definiert
und gesehen, dass λ ∈ K genau dann ein Eigenwert von f ist, wenn det(f − λ idV ) = 0
gilt, oder äquivalent, wenn det(λ idV −f ) = 0 gilt. Man kann also alle Eigenwerte von f
finden, indemmanalleλfindet, für die det(λ idV −f ) = 0 ist; das führt auf eine polynomiale
Gleichung für λ, in der λn und (in der Regel) kleinere Potenzen von λ auftreten. Mit der neu
eingeführten Sprache der Polynomringe und des Einsetzungshomomorphismus können
wir die Theorie der Teilbarkeit in Polynomringen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung
hiermit einigemNutzen anwenden, undwirmachen daher die folgende Definition. (Wir
bevorzugen jetzt die Versionmit det(λ idV −f ) = 0, die vielleicht zunächst etwas unnatür-
licher aussieht(?), aber denVorteil hat, dass das im folgende definierte charakteristische
Polynomvon f normiert ist.)

Definition 16.1. (1) Sei n ≥ 0 undA ∈ Mn(K). Dann heißt das Polynom charpol
A
(X) :=

det(XEn − A) ∈ K[X] das charakteristische Polynom derMatrixA.

(2) Sei f :V → V ein Endomorphismus des endlichdimensionalenK-VektorraumsV ,B eine

Basis von V ,A = MB
B(f ). Dann ist charpol

A
(X) unabhängig von derWahl der BasisB

und heißt das charakteristische Polynom des Endomorphismus f .Wir bezeichnen dieses
Polynommit charpol

f
∈ K[X].

a

Hier ist XEn − A eine Matrix mit Einträgen im Polynomring K[X], also ein Element von
Mn(K[X]).Wie in Abschnitt 15.6 erklärt, ist die Determinante einer solchenMatrix durch
die Leibniz-Formel definiert, wir können also das charakteristische Polynom derMatrixA
schreiben als

charpol
A

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

n∏
i=1

(δi,σ(i)X − ai,σ(i)),

wobeiwir

δi,j =

{
1 wenn i = j

0 wenn i 6= j
(Kronecker-delta)

setzen. FürdieDefinitiondes charakteristischenPolynomskannmanalsoauf dieDiskussion
inAbschnitt 15.6 verzichten. Umdie Aussage über die Unabhängigkeit inTeil (2) zu beweisen,
die aus dem nächsten Lemma folgt (bzw. dazu äquivalent ist), benutzenwir aber Satz 15.72.

Das Lemma besagt, das zueinander konjugierteMatrizen dasselbe charakteristische Poly-
nomhaben. Insbesondere ist das charakteristische Polynom für alle darstellendenMatrizen
eines Endomorphismus dasselbe (natürlichmuss »oben und unten« dieselbe Basis verwen-
detwerden).

41
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Lemma 16.2. Seien K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn(K) und S ∈ GLn(K). Dann gilt

charpol
A

= charpol
SAS−1 .

Beweis. Wir können S und S−1 als Elemente vonMn(K[X]) auffassen und haben dann
nach Satz 15.72, dass

det(XEn − SAS−1) = det(S(XEn − A)S−1) = det(S)det(XEn − A)det(S−1) = det(XEn − A).
Das ist die Behauptung des Lemmas. �

Beispiel 16.3. Wir berechnen das charakteristische Polynom in einigen konkreten Beispie-
len. Im Prinzip ist klar,was zu tun ist: Es ist eine Determinante auszurechnen, und dafür
kannman die üblichenVerfahren benutzen.

(1) Sei

A =

1 0 2
2 1 0
0 1 1

 ∈ M3(Q).

Es gilt

charpol
A

= det(XE3 − A)

= det

X − 1 0 −2
−2 X − 1 0
0 −1 X − 1

 = (X − 1)3 − 2 ∙ 2

= X3 − 3X2 + 3X − 5,
wobei zur Berechnung der Determinante nach der ersten Zeile entwickeltwurde.

(2) Sei K ein Körper undA =
(
a b
c d

)
∈ M2(K). Dann gilt

charpol
A

= det

(
X − a −b

−c X − d

)
= (X − a)(X − d) − bc = X2 − (a + d)X + (ad − bc).

Der Absolutterm ist also det(A), der Koeffizient von X ist− Spur(A) (siehe auch unten).

(3) Seien K ein Körper, n ∈ N und seiA = (aij)i,j ∈ Mn(K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist
auch XEn − A eine obere Dreiecksmatrix und folglich gilt

charpol
A

= (X − a11) ∙ · · · ∙ (X − ann).

♦

Alle Aussagen über das charakteristische Polynom lassen zwei Fassungen zu, eine fürMa-
trizen und eine analoge für Endomorphismen eines endlichdimensionalenVektorraums.
Die Übersetzung zwischen den beiden Sichtweisen ist einfach, so dass wir im folgenden
meist nur eine der beiden Versionen explizit ausschreiben – je nachdem, wie der Beweis
natürlicher ist.

Lemma 16.4. Sei A ∈ Mn(K). Dann gilt

charpol
A

= Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0,

d.h. charpol
A
ist normiert vomGrad n. Außerdem ist a0 = det(−A) = (−1)n detA.

Beweis. Dass das charakteristische Polynom normiert vom Grad n ist, folgt aus der
DefinitionundderLeibniz-Formel.Dasswir einnormiertesPolynomerhalten, ist derGrund,
warumwirmit det(XEn − A) statt mit det(A − XEn) arbeiten (aber es gibt auch Quellen, die
es anders machen).
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Außerdem gilt a0 = charpol
A
(0) = det(0 ∙ En − A) = (−1)n det(A). Beimmittleren Gleich-

heitszeichen benutzenwir Lemma 15.71 für den Einsetzungshomomorphismus K[X] → K,
X 7→ 0. �

Das folgende einfache Lemma ist mehrfach nützlich.

Lemma 16.5. SeienK einKörper, V ein endlichdimensionalerK-Vektorraumund f ein Endomorphismus
von V. Sei U ⊆ V ein Untervektorraummit f (U) ⊆ U und seiW ⊆ V ein Komplementärraum zu U.

Sei g := f|U die Einschränkung von f auf U, und sei h die Verkettung

W → V
f
−→ V → W ,

wobei links die Inklusion vonW nach V und rechts die Projektion von V = U ⊕W aufW steht (also die
Abbildung U ⊕W → W, u + w 7→ w (u ∈ U, w ∈ W)).

Dann gilt

charpol
f

= charpol
g

∙ charpol
h

.

Beweis. Übung. �

Wir haben die Definition des charakteristischen Polynoms damit motiviert, dass seine
Nullstellen, bzw. äquivalent die Nullstellen der zugehörigen Polynomfunktion gerade die
Eigenwerteder zugehörigenMatrix bzw. des zugehörigenEndomorphismus sind.Dashalten
wir noch einmal im folgenden Satz fest.

Satz 16.6. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne charpol

f
das charakteristische Polynom von f . Ein Element λ ∈ K ist genau dann

eine Nullstelle von charpol
f
, wenn λ ein Eigenwert von f ist.

Wir können aber den Satz noch präzisieren.

Satz 16.7. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne χ := charpol

f
das charakteristische Polynom von f .

(1) Sei λ ∈ K. Es giltmultλ(χ) > 0 genau dann, wenn λ ein Eigenwert von f ist.

In diesem Fall gilt

dimVλ(f ) ≤ multλ(χ).
Man nennt dimVλ(f ) auch die geometrische Vielfachheit undmultλ(χ) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts λ.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn charpol
f
vollständig in Linearfakto-

ren zerfällt und für alle Eigenwerte λ von f die Gleichheit dimVλ(f ) = multλ(χ) gilt.

Beweis. zu (1). Dassmultλ(χ) > 0 gilt, ist dazu äquivalent, dass λ eine Nullstelle von
χ ist, also dass det(λ id−f ) = 0 gilt. Wie oben besprochen, heißt das genau, dass λ ein
Eigenwert von f ist.

Um die Abschätzung dimVλ(f ) ≤ multλ(χ) zu zeigen, nutzen wir aus, dass wir charpolf
als das charakteristische Polynom der darstellenden Matrix von f bezüglich einer Basis
unsererWahl berechnen können. Die Basis, die wir betrachtenwollen, konstruierenwir,
indem wir eine Basis von Vλ(f ) zu einer Basis B von V ergänzen. Dann sind die ersten
r := dim(Vλ(f ))Vektoren in dieser Basis Eigenvektoren von f zum Eigenwert λ. DieMatrix

MB
B(f ) hat also die Form

(
λEr B
0 D

)
(als Blockmatrix geschrieben). Es gilt dann charpol

f
=
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charpol
λEr

∙ charpol
D

= (X − λ)r charpol
D
(diese Rechnung kannman als einen Spezialfall

von Lemma 16.5 betrachten), alsomultλ(χ) ≥ r.

zu (2). Dass f diagonalisierbar ist, ist dazu äquivalent, dass die (direkte) Summe der Eigen-
räume von A gleich V ist, also dazu, dass die Summe der Dimensionen aller Eigenräume
zu den verschiedenen Eigenwerten gleich n ist. Nun ist deg(χ) = n, und die Summe der
Vielfachheiten der Nullstellen von χ ist genau dann n, wenn χ vollständig in Linearfaktoren
zerfällt. Das Kriterium folgt deswegen aus Teil (1). �

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom eines Endomorphismus (bzw. einer
Matrix) vollständig in Linearfaktoren zerfällt, hat (auch unabhängig von der Frage, ob die
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte übereinstimmen) eine
natürliche Interpretation. Dazumachenwir die folgende Definition.

Definition 16.8. Eine Matrix A ∈ Mn(K) heißt trigonalisierbar, wenn A zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heißt trigonalisierbar, wenn

eine BasisB von V existiert, so dass die beschreibendeMatrixMB
B(f ) bezüglich dieser Basis

eine obere Dreiecksmatrix ist. a

Satz 16.9. Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f
vonV ist genaudann trigonalisierbar,wenn sein charakteristischesPolynomvollständig inLinearfaktoren
zerfällt.

Beweis. Das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix zerfällt offen-
bar vollständig in Linearfaktoren (Beispiel 16.3 (3)), also gilt das auch für trigonalisierbare
Endomorphismen.

Um die Umkehrung zu zeigen, führenwir Induktion nach der Dimension n desVektorraums
V . Im Fall n ≤ 1 ist jede (n× n)-Matrix eine obere Dreiecksmatrix. Sei nun n > 1 und sei f ein
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynomvollständig in Linearfaktoren zerfällt.
Dann besitzt das charakteristische Polynom eine Nullstelle λ, also hat f einen Eigenvektor
v ∈ V \ {0}.

Wir setzen b1 := v und ergänzen diesenVektor (der ja 6= 0 ist,weil es sich um einen Eigenvek-
tor handelt) zu einer BasisB = (b1, …, bn). Aus Lemma 16.5, angewandt auf die Zerlegung
V = U ⊕W mit U := 〈b1〉 undW = 〈b2, …, bn〉, folgt

charpol
f

= (X − λ) ∙ charpol
h
,

wobei h:W → W die in Lemma 16.5 beschriebene Abbildung ist.

Weil charpol
f
vollständig in Linearfaktoren zerfällt, folgt aus der Eindeutigkeit der Primfak-

torzerlegung imRing K[X], dass das auch für charpol
h
gilt. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert also eine BasisC = (c2, …, cn) vonW , so dassMC
C (g) eine obere Dreiecksmatrix ist.

DieMatrix, die f bezüglich der Basis (b1, c2, …, cn) darstellt, hat die Form(
λ ∗
0 MC

C (h)

)
und ist mithin eine obere Dreiecksmatrix. Also ist f trigonalisierbar. �

16.1.1. Die Spur einer Matrix. Wir kommen noch einmal auf die Spur einer Matrix
(oder eines Endomorphismus) zurück, siehe Abschnitt I.9.4. Für eineMatrixA = (aij)i,j ∈
Mn(K) habenwir

Spur(A) =
n∑
i=1

aii ∈ K
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definiert. Die SpurvonA ist also einfachdie SummederDiagonaleinträge.Wir haben gezeigt
(Korollar I.9.37), dass zueinander konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, so dass wir
die Spur eines Endomorphismus f als die Spur irgendeiner darstellenden Matrix von f
bezüglich einer Basis des zugrundeliegendenVektorraums definieren können. Das Ergebnis
ist unabhängig von derWahl der Basis.

Mithilfe des charakteristischen Polynoms erhaltenwir einen neuenBeweis, dass zueinander
konjugierteMatrizen dieselbe Spur haben, denn es gilt:

Lemma 16.10. (1) Sei A ∈ Mn(K), und schreibe charpolA = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0.

Dann gilt Spur(A) = −an−1.

(2) Ist f ein Endomorphismus eines n-dimensionalenVektorraumsV mit charpol
f

= Xn+an−1X
n−1+

· · · + a1X + a0, so gilt Spur(f ) = −an−1.

Beweis. zu (1). Die Behauptung folgt leicht aus der Definition des charakteristischen
Polynoms als Determinante und aus der Leibniz-Formel. Ein Summand der Leibnizformel,
etwa zu einer Permutation σ ∈ Sn, kann nämlich nur dann einen Beitrag zumKoeffizienten
von Xn−1 liefern,wenn in dem zugehörigen Produkt mindestens n − 1 der Diagonaleinträge
vonXEn−A auftreten, alsoσ(i) = i für alle bis auf höchstens ein i in {1, …, n} gilt. Dannmuss
aber σ = id sein. Der zur Identität gehörige Summand ist

∏n

i=1(X − aii), und der Koeffizient

von Xn−1 in diesemAusdruck ist−
∑n

i=1 aii .

Teil (2) folgt nun, indemwir den erstenTeil auf eine darstellendeMatrixvon f anwenden. �

16.2. DasMinimalpolynom

NebendemcharakteristischenPolynomordnetman jederMatrix (bzw. jedemEndomorphis-
mus) einweiteres Polynom zu, das sogenannteMinimalpolynom.Wiewir sehenwerden,
enthalten diese beiden Polynomewesentliche Informationen über die zugrundeliegende
Matrix, und insbesondere über ihre Eigenwerte und Eigenräume. Zum Beispielwerdenwir
am Ende dieses Kapitels beweisen, dass eineMatrix genau dann diagonalisierbar ist, wenn
ihrMinimalpolynomvollständig in Linearfaktoren zerfällt und nur einfache Nullstellen
hat.

Sei K ein Körper und sei n ∈ N. Sei A ∈ Mn(K), und sei Φ:K[X] → Mn×n(K) der Ringho-
momorphismus mit Φ(a) = aEn für alle a ∈ K und Φ(X) = A (eine Instanz des Einset-
zungshomomorphismus, Satz 15.24), .Wir schreiben K[A] für das Bild von Φ– dies ist ein
kommutativer Unterring vonMn(K), der K enthält (und auch ein K-Vektorraum ist).

Weil Φ insbesondere ein Homomorphismus von K-Vektorräumen ist, der Vektorraum K[X]
nicht endlichdimensional, der ZielraumMn(K) jedoch endlichdimensional ist, kann Φ nicht
injektiv sein. Der Kern von Φ ist also nicht das Nullideal. Es handelt sich um ein Hauptideal
in K[X], etwa Ker(Φ) = (p), p 6= 0. Das Ideal (p) ändert sich nicht, wennwir pmit einem
Element aus K× multiplizieren. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 16.11. Sei wie oben A ∈ Mn(K) und Φ:K[X] → Mn(K), X 7→ A. Das Mini-
malpolynomminpol

A
von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p ∈ K[X]mit

KerΦ = (p). a

Etwas konkreter können wir das so formulieren: Für p := minpol
A
gilt p(A) = 0, und

alle Polynome q ∈ K[X]mit q(A) = 0 werden von p geteilt. Insbesondere haben alle q ∈
K[X] \ {0}mit q(A) Grad deg(q) ≥ degminpol

A
. Wir können also äquivalent sagen: Das

Minimalpolynomminpol
A
vonA ist das eindeutigbestimmtenormiertePolynom pkleinsten

Grades, so dass p(A) = 0 gilt.
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Wie üblich könnenwir eine analoge Definition für Endomorphismen endlichdimensionaler
K-Vektorräumemachen.

Definition 16.12. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionalerVektorraum über K und
f ∈ EndK(V). Sei Φ:K[X] → EndK(V) der Einsetzungshomomorphismusmit X 7→ f .

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p, das das Ideal Ker(Φ) erzeugt, heißt das
Minimalpolynom des Endomorphismus f . a

Die konkrete(re) Beschreibung für dasMinimalpolynom einerMatrix lässt sich natürlich
auf den Fall von Endomorphismen übertragen.

Beispiel 16.13. Sei K ein Körper, n ∈ N.

Ist A = diag(a1, …, an) eine Diagonalmatrix, so gilt für jedes Polynom f ∈ K[X], dass
f (A) = diag(f (a1), …, f (an)). Schreibenwir {a1, …, an} = {λ1, …, λr}mit paarweise verschiede-
nen λ1, …, λr (r ≤ n), so gilt

minpol
A

=
r∏
i=1

(X − λi),

denn es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass dieses Polynom dieMatrixA annulliert,
aber keiner seiner echten Teiler diese Eigenschaft hat.

Ist speziellA = aEn einVielfaches der Einheitsmatrix, a ∈ K×, so gilt minpol
A

= X − a. Das

Minimalpolynom der Nullmatrix ist das Polynom X. ♦

Anhand dieser Beispiele siehtman, dass jedenfalls alle Zahlen zwischen 1 und n als Grad
desMinimalpolynoms auftreten können.Weil dimK(Mn(K)) = n2 ist, ist nicht schwer zu
sehen, dass der Grad desMinimalpolynoms höchstens n2 sein kann.Wirwerden später (als
Folgerung des Satzes von Cayley–Hamilton) zeigen, dass aber sogar immer deg(minpol

A
) ≤

n gilt.

Die Begriffe desMinimalpolynoms fürMatrizen und Endomorphismen sind in der offen-
sichtlichen Art undWeise miteinander kompatibel. Das geht damit einher, dass zueinander
konjugierteMatrizen dasselbeMinimalpolynom haben. Diese beiden Tatsachen haltenwir
im folgenden Lemma fest.

Lemma 16.14. Sei K ein Körper.

(1) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dimV und seiB eine Basis von V. Ist f ein
Endomorphismus von V, so gilt

minpol
f

= minpol
MB

B(f )
∈ K[X].

(2) Seien n ∈ N, A ∈ Mn(K), S ∈ GLn(K). Dann haben A und SAS
−1 dasselbeMinimalpolynom.

Beweis. zu (1). Es genügt zu zeigen, dass für ein Polynom p ∈ K[X] genau dann p(f ) = 0

gilt,wenn p(MB
B(f )) = 0 ist. Das folgt direkt daraus, dass dieAbbildungMB

B(−):EndK(V) →
Mn(K), g 7→ MB

B(g), ein Ringisomorphismus ist.

Wir können die Situation in dem folgenden »kommutativen Diagramm«veranschaulichen

(»kommutativ« heißt hier, dass die Verkettung ΦA ◦MB
B(−)mit Φf übereinstimmt).

K[X]

EndK(V) Mn(K)

Φf ΦA

MB
B(−)
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Hier bezeichnet Φf den Einsetzungshomomorphismus, der durch X 7→ f bestimmt ist, und

ΦA denjenigenmit X 7→ A.

UmTeil (2) zu beweisen, kannmanTeil (1) anwenden (dennA und SAS−1 sind darstellende
Matrizen des Endomorphismus fA:Kn → Kn bezüglich unterschiedlicher Basen). Alternativ
kannman ein analoges Argument für den RingisomorphismusMn(K) → Mn(K), B 7→ SBS−1,
durchführen. Dass diese Abbildung ein Ringisomorphismus ist, impliziert, dass p(SAS−1) =
Sp(A)S−1 für jedes p ∈ K[X] gilt. Insbesondere sind die Aussagen p(A) = 0 und p(SAS−1) = 0
für jedes p äquivalent. �

16.3. Der Satz von Cayley–Hamilton

In diesemAbschnitt beweisenwir denwichtigen Satz von Cayley–Hamilton. Der Satz ist be-
nannt nach Arthur Cayley1 (1821–1895), der als einer der erstenMathematiker systematisch
mitMatrizen gearbeitet hat, undWilliamRowanHamilton2 (1805–1865) (denwir im Zusam-
menhangmit den Quaternionen schon in der Linearen Algebra 1 erwähnt hatten). Sowohl
Cayley als auch Hamilton haben aber nur Spezialfälle des Satzes bewiesen. Den ersten allge-
meinen Beweis (jedenfalls über demKörperC) gab im Jahr 1878 FerdinandGeorg Frobenius3

(1849–1917).

” As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be
perceived but not explained.

Arthur Cayley
(angeblich) in: The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (ed. 1895)

(ich habe aber die 14 Bände mit jeweils
mehreren hundert Seiten nicht alle durchgeschaut…)

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen für den Beweis. Seien K ein Körper und V ein
K-Vektorraum.

Definition 16.15. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -invariant, wenn
f (U) ⊆ U gilt. a

Definition 16.16. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -zyklischer Unter-
raum, falls u ∈ U existiert mit U = 〈u, f (u), f 2(u), … 〉. a

Offenbar ist jeder f -zyklische Unterraum auch f -invariant. Ein f -invarianter Unterraum
muss jedoch nicht f -zyklisch sein. (Suchen Sie hierfür ein Beispiel.)

Lemma 16.17. Seien K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Sei U = 〈u, f (u), f 2(u), … 〉 ⊆ V ein

endlichdimensionaler f -zyklischer Unterraumund sei i = dimU.Dann ist u, f (u), …, f i−1(u) eine Basis
von U.

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
2 https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
3 https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius

https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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Abbildung 1. Zwei Ausschnitte aus der Arbeit Über lineare Substitutionen
und bilineare Formen, Journal für die reine und angewandteMathematik 84,
1–63 (1878) von F. G. Frobenius. In dem zweiten Ausschnitt ist der »Satz von
Cayley–Hamilton«markiert. Dass dasMinimalpolynom, das im Artikel mit
ψbezeichnetwird, das charakteristischePolynom (hier:φ) teilt,wurdevorher
bewiesen. Aus F. G. Frobenius,Gesammelte Abhandlungen I, Hrsg. J.-P. Serre,
Springer 1968

Beweis. Sei jmaximalmit der Eigenschaft, dass u, f (u), …, f j−1(u) eine linear unabhän-
gige Familie von Vektoren ist.Weil U endliche Dimension hat, existiert ein solches j. Die
Maximalität von j impliziert, dass a0, …, aj−1 ∈ K existierenmit

f j(u) =
j−1∑
l=0

alf
l(u).
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Folglich ist 〈u, …, f j−1(u)〉 ein f -invarianter Unterraum, er enthält also alle Elemente der
Form f n(u) und stimmt somit mit U überein. Es folgt j = i, und daraus folgt die Behauptung.

�

Definition 16.18. Seien K ein Körper, n ∈ N. Sei χ = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i ∈ K[X] ein normiertes

PolynomvomGrad n. Dann heißt dieMatrix
0 −a0
1 0 −a1

1
. . .

...
. . . 0

...
1 −an−1


(wobei alle Einträge, die nicht hingeschrieben sind,= 0 sind) die Begleitmatrix von χ. a

Bemerkung 16.19. Ein Untervektorraum U ⊆ V ist genau dann f -zyklisch,wenn f (U) ⊆ U
gilt und eine Basis von U existiert, so dass dieMatrix von f|U bezüglich dieser Basis die Form
einer Begleitmatrix hat. ♦

Lemma 16.20. Sei A ∈ Mn(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms χ (vomGrad n). Dann gilt
charpol

A
= χ.

Beweis. Wir führen Induktion nach n. Für n = 1 ist die Sache klar. Im allgemeinen Fall
ist die Determinante derMatrix

X a0
−1 X a1

−1 . . .
...

. . . X
...

−1 X + an−1


zu berechnen. (Wir lassen die Nullenwieder der Übersichtlichkeit halberweg.) Durch Ent-
wicklung nach der ersten Spalte erhaltenwir als Determinante

X ∙ det


X a1
−1 X a2

−1 . . .
...

. . . X
...

−1 X + an−1

+ det


0 a0

−1 . . .
...

. . . 0
...

−1 X + an−1


DieDeterminante im linken Summanden könnenwir nach Induktionsvoraussetzung schrei-
ben, die Determinante im zweiten Summanden ist gleich a0, wieman durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht.Wir haben also insgesamt

X ∙ (Xn−1 + an−1X
n−2 + · · · + a1) + a0

und das ist gleich χ, wie behauptet. �

Nun könnenwir den Satz von Cayley–Hamilton formulieren und beweisen.

Satz 16.21 (Cayley–Hamilton). (1) Ist A ∈ Mn(K), so gilt charpolA(A) = 0(∈ Mn×n(K)).

(2) Ist f ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpol
f
(f ) = 0(∈

EndK(V)).
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Jedenfalls für eine DiagonalmatrixA ist die Aussage (von Teil (1)) klar. Diese einfache Beob-
achtung kannman sogar zu einemvollständigen Beweis machen, siehe Bemerkung 16.30.

Andererseits sei schon hier dieWarnung formuliert, dass die folgende Gleichungskette

charpol
A
(A) = det(A ∙ En − A) = det(0) = 0

kein Beweis des Satzes ist, weil es sich nämlich gar nicht überall umGleichungen handeln
kann, denn links steht eine Matrix in Mn(K), rechts aber ein Element des Körpers K. Siehe
Bemerkung 16.22

Beweis. Es ist klar, dass die Aussagen (1) und (2) auseinander hervorgehen, es genügt
daher, den zweiten Teil zu zeigen.

Sei also f ∈ EndK(V) und χ = charpol
f
. Es genügt zu zeigen, dass χ(f )(v) = 0 für alle v ∈ V

gilt, denn das bedeutet ja gerade, dass der Endomorphismus χ(f ) die Nullabbildung ist.

Sei also v ∈ V . Wir betrachten den f -zyklischen Unterraum U = 〈v, f (v), f 2(v), … 〉. Es
gilt dann f (U) ⊆ U . Wir betrachten die Einschränkung f|U als Endomorphismus von U
und bezeichnen mit ξ sein charakteristisches Polynom. Das charakteristische Polynom
von f ist nach Lemma 16.5 ein Vielfaches von ξ , etwa χ = ζ ∙ ξ . Aus ξ(f )(v) = 0 folgt also
χ(f )(v) = ζ(f )(ξ(f )(v)) = 0.

Wir sehen so, dass es genügt, die Behauptung charpol
f
(f )(v) = 0 in dem speziellen Fall zu

zeigen, dass V ein f -zyklischerVektorraummit Basis v, f (v), …, f n−1(v) ist.

Die darstellendeMatrix von f bezüglich der Basis v, f (v), …, f n−1(v) von V (Lemma 16.17) ist
eine Begleitmatrix, genauer die Begleitmatrix des Polynoms χ.

Dann ist χ(f )(v) = 0 aber leicht nachzurechnen. Ist nämlich χ = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i, so lesen

wir aus der letzten Spalte der Begleitmatrix ab, dass

f n(v) = f (f n−1(v)) =
n−1∑
i=0

−aif i(v),

also

χ(f )(v) = f n(v) +
n−1∑
i=0

aif
i(v) = 0.

�

EsgibtvieleandereMöglichkeiten,denSatzzubeweisen, selbst auf derenglischenWikipedia-
Seite4werdenmehrere skizziert.

Bemerkung 16.22. Es ist verlockend, die folgende »Rechnung« als einen Beweis des Satzes
von Cayley–Hamilton anzusehen:

det(XEn − A)(A) = det(AEn − A) = det(0) = 0.
Das Problemmit diesem »Beweis« (genauermit dem ersten Gleichheitszeichen) ist, dass
das Produkt XEn durch Einsetzen vonA für X nicht dasMatrizenproduktAEn ergibt. In der
Tat ist XEn dieMatrix (inMn(K[X])) auf deren Diagonale überall X steht und deren Einträge
außerhalb der Diagonalen gleich 0 sind. Setzen wir für alle X nun die Matrix A ein, so
erhaltenwir eineMatrixmit Einträgen inMn(K), nicht eineMatrixmit Einträgen in K (wie
AEn es ist).

AndereWege zu sehen, dass man so nicht argumentieren kann, sind die folgenden:

(1) Im Satz von Cayley–Hamilton bedeutet= 0, dass der Ausdruck charpol
A
(A) die Nullma-

trix ist, aber det(AEn − A) ist ein Element des Grundkörpers K!

4 https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem

https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
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(2) Analog zur Determinante könnenwir auch die Spur einerMatrix mit Einträgen in K[X]
definieren. Die Spur ist einfach die Summe aller Diagonaleinträge. SeiA ∈ Mn(K) und
f = Spur(XEn − A) ∈ K[X]. DieselbeMethodewürde auch zeigen, dass f (A) = 0 ist.

Es gilt aber f (X) = Spur(XEn − A) = nX − Spur(A), und es ist klar, dass im allgemeinen
nicht nA = Spur(A)En gilt.

♦

Nach Definition desMinimalpolynoms könnenwir den Satz von Cayley–Hamilton äquiva-
lent auch als Teilbarkeitsaussage formulieren. So erhaltenwir auch die schon angekündigte
Abschätzung für den Grad desMinimalpolynoms einerMatrix (bzw. eines Endomorphis-
mus).

Korollar 16.23. Ist A ∈ Mn(K), so giltminpolA | charpol
A
. Insbesondere gilt deg(minpol

A
) ≤

n.

Alsweiteres Korollar erhaltenwir, dass für eine Begleitmatrix charakteristisches Polynom
undMinimalpolynom übereinstimmen. Insbesondere sehenwir, dass jedes normierte Poly-
nomvomGrad n ≥ 0 als charakteristisches Polynom und auch alsMinimalpolynom einer
(n × n)-Matrix auftreten kann.

Korollar 16.24. Sei A ∈ Mn(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms χ (vomGrad n). Dann
gilt charpol

A
= minpol

A
= χ.

Beweis. Wegen des Satzes von Cayley–Hamilton ist minpol
A
ein Teiler von charpol

A
,

also genügt es zu zeigen, dass deg(minpol
A
) ≥ n ist. Nun ist nach Definition des Begriffs

BegleitmatrixAei = ei+1 für i = 1, …, n− 1, undwäre p =
∑m

i=0 aiX
i ein PolynomvomGrad

0 ≤ m < nmit p(A) = 0, sowäre auch p(A)e1 = 0, aber es ist

p(A)e1 = a0e1 + a1Ae1 + · · · + amA
me1 = a0e1 + · · · + amem+1

und e1, …, em+1 ist eine linear unabhängige Familie. �

16.3.1. FolgerungenausdemSatzvonCayley–Hamilton. Zunächst erlaubt der Satz
von Cayley-Hamilton einen Zugang zur konkreten Berechnung desMinimalpolynoms einer
Matrix.

Bemerkung 16.25 (Berechnung desMinimalpolynoms). Um dasMinimalpolynom einer
Matrix A ∈ Mn(K) über einem Körper K zu berechnen, kann man das charakteristische
Polynom berechnen. Das erfolgt durch Berechnung der Determinante einer (n × n)-Matrix
inMn(K[X]), was lästig sein kann, aberwofür unsmehrereVerfahren zurVerfügung stehen.

Danach sollte man die Zerlegung des charakteristischen Polynoms in irreduzible Polynome
im faktoriellen Ring K[X] bestimmen. Hierfür gibt es kein allgemeinesVerfahren, aber in
konkreten Fällen, insbesondere für nicht zu großeMatrizen, ist das in der Regel möglich.
(Konkreter: Übungsaufgaben sind so gewählt, dass dasmachbar ist.)

Danach kannman in alle Teiler des charakteristischen Polynoms dieMatrix einsetzen und
so den (eindeutig bestimmten) normierten Teiler kleinsten Grades finden, der dieMatrix
annulliert.

BeimAusprobieren sollte man noch die Aussage von Satz 16.26 imHinterkopf haben, der
besagt, dass jeder irreduzible Teiler des charakteristischen Polynoms auch dasMinimalpo-
lynom teilt. Manmuss also nur diejenigen irreduziblen Teiler von charpol

A
untersuchen,

die in der Primfaktorzerlegungmit Exponent> 1 auftreten, und schauen, ob der Exponent
imMinimalpolynom kleiner ist.
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Alternativ kannman natürlich dasMinimalpolynomfinden, indemman eine nicht-trivial

Linearkombination derMatrizen En,A,A2, …,Admitmöglichst kleinem d sucht. (Und der
Satz von Cayley-Hamilton garantiert, dass es immer ein d < n gibt, für das dasmöglich ist.)
Das führt auf ein lineares Gleichungssystem, allerdingsmit n2 Gleichungen. ♦

Der folgende Satz zeigt eine noch engereVerbindung zwischen charakteristischemPolynom
undMinimalpolynom eines Endomorphismus. Eswird uns aber imweiterenVerlauf der
Vorlesungmeistens genügen, die etwas schwächere Aussage des darauf folgenden Korollars
zur Verfügung zu haben, für das wir einen kurzen direkten Beweis erklären. Sie können
daher den Beweis des Satzes, wenn Siemöchten, zunächst überspringen.

Satz 16.26. Sei f ∈ EndK(V), und sei p ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind äquivalent:

(i) p ist ein Teiler von charpol
f
,

(ii) p ist ein Teiler vonminpol
f
.

Beweis. (i)⇒ (ii). Wir führen Induktion nach dimV . Ist dimV ≤ 1, so ist notwen-
digerweise charpol

f
= minpol

f
. Sei nun dimV > 1. Sei v ∈ V \ {0} und sei wieder

U = 〈v, f (v), f 2(v), … 〉 der f -zyklische Untervektorraum, der von den Vektoren f i(v) er-
zeugtwird. Sei g = f|U ∈ EndK(U) die Einschränkung von f .

SeiW ⊆ V ein Komplementärraumvon U , und sei π:V → W die Projektion auf W (d.h. für
v = u + w ∈ V mit u ∈ U , w ∈ W gelte π(v) = π(u + w) = w). Sei h ∈ EndK(W) der
Endomorphismus vonW , der durch h(w) = π(f (w)) gegeben ist.

Wir sind dann in der Situationvon Lemma 16.5, es gilt folglich charpol
f

= charpol
g
charpol

h
.

Weil p irreduzibel ist, und damit ein Primelement imRing K[X], folgt aus unsererVoraus-
setzung, dass p | charpol

g
oder p | charpol

h
. Im ersten Fall folgt direkt der Satz:Weil U ein

f -zyklischerUntervektorraumist, istnämlichcharpol
g

= minpol
g
, undweilminpol

f
(g) = 0

ist, gilt minpol
g

| minpol
f
.

Wenn p | charpol
h
gilt, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass p | minpol

h
, und

wieder gilt minpol
f
(h) = 0, alsominpol

h
| minpol

f
.

Die Implikation (ii)⇒ (i) folgt direkt aus dem Satz von Cayley–Hamilton, der besagt, dass
minpol

f
ein Teiler von charpol

f
ist.

Alternativer Beweis. Eine ganz andereMöglichkeit, die Richtung (i)⇒ (ii) zu beweisen, liefert
das folgende Lemma. Da der Ring K[X] faktoriell ist, ist klar, dass aus dessen Aussage die
Implikation (i)⇒ (ii) folgt.

Lemma 16.27. Seien K ein Körper, n ∈ N und A ∈ Mn(K). Dann gilt

charpol
A

| (minpol
A
)n.

Beweis. Der Beweis, denwir geben, ist kurz und auch nicht schwierig, aber insofern
»trickreich«, als nicht offensichtlich ist, wieman auf dieses Argument kommenwürde.

Vorbemerkung. Sei p ∈ K[X] irgendein Polynom.Wir betrachten den Polynomring K[X,Y ] in
zwei Unbestimmten X und Y .Wennwir in p = p(X) für X die neue Unbestimmte Y einsetzen,
erhaltenwir p(Y) ∈ K[X,Y ]. Dann gilt im Ring K[X,Y ], dass (X − Y) | p(X) − p(Y). In der Tat,
im Fall p = Xi habenwir

Xi − Y i = (X − Y)(Xi−1 + Xi−2Y + · · · + XY i−2 + Y i−1),
wieman unmittelbar nachrechnet. Daraus folgt leicht der allgemeine Fall.
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Sei nun zurAbkürzung μ = minpol
A
.Wie in derVorbemerkung schreibenwir μ(X)−μ(Y) =

(X − Y) ∙ p(X,Y) für ein Polynom p(X,Y) ∈ K[X,Y ].Wir nutzen diese Umschreibung unten
in der Form, dasswir für X dieMatrix XEn ∈ Mn(K[X]) und für Y dieMatrixA ∈ Mn(K) ⊆
Mn(K[X]) einsetzen,wir haben dann also

μ(XEn) − μ(A) = (XEn − A)B ∈ Mn(K[X]),

wobeiB := p(XEn,A) ∈ Mn(K[X]) ist. (Es genügt uns, dass die obigeGleichung für irgendeine
Matrix B ∈ Mn(K[X]) gilt, wir müssen nichtsweiter über Bwissen.)

Wir können nunwie folgt rechnen:

μn = det(μ ∙ En) = det(μ(XEn) − μ(A)) = det((XEn − A)B) = charpol
A

∙det(B),

wobeiwir den Produktsatz für die Determinante vonMatrizen inMn(K[X]) benutzt haben.

Also ist μn einVielfaches von charpol
A
, und das ist genau,waswir zeigenwollten. �

�

Korollar 16.28. Seien K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn(K) und λ ∈ K. Dann sind äquivalent:

(i) λ ist ein Eigenwert von A,

(ii) λ ist eine Nullstelle von charpol
A
,

(iii) λ ist eine Nullstelle vonminpol
A
.

Beweis. Die Äquivalenz von (i) und (ii) haben wir bereits bewiesen (Satz 16.7). Die
Äquivalenz von (ii) und (iii) ist eine direkte Folgerung aus demvorherigen Satz, denn λ ist
genau dann Nullstelle eines Polynoms p, wenn p durch das (irreduzible) Polynom X − λ
teilbar ist. Es ist aber auch leicht, das Korollar direkt zu beweisen.

Dass jede Nullstelle vomMinimalpolynom auch eine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, folgt aus dem Satz von Cayley–Hamilton.

Sei nun λ ∈ K ein Eigenwert vonA und v ∈ V ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Es gilt dann

Aiv = λiv, und daraus folgt leicht, dass

p(A)(v) = p(λ)v für alle p ∈ K[X]

ist.

Insbesondere sehenwir

minpol
A
(λ)v = minpol

A
(A)v = 0,

und da v als Eigenvektor nicht 0 ist, folgt minpol
A
(λ) = 0. �

Wir können außerdem die Eigenschaften trigonalisierbar und diagonalisierbar nun in einfacher
Weise anhand desMinimalpolynoms charakterisieren.Wir formulieren dieses Ergebnis für
Endomorphismen, aberwie immer gilt natürlich die analoge Formulierung fürMatrizen.

Korollar16.29. SeienK einKörperundV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.Sei f ∈ EndK(V).
Dann gilt:

(1) DerEndomorphismus f ist genaudann trigonalisierbar,wennminpol
f
vollständig inLinearfaktoren

zerfällt.

(2) DerEndomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wennminpolf vollständig in Linearfaktoren

zerfällt und nur einfache Nullstellen besitzt.
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WirwerdenTeil (2) in etwas größerer Allgemeinheit noch einmal imKapitel über die Jordan-
sche Normalform beweisen (Korollar 17.16); wenn Sie in Eile sind, können Sie den Beweis
an dieser Stelle überspringen. Aber vielleicht ist es gerade eine guteVorbereitung, den Be-
weis für die hier betrachtete Aussage als Vorbereitung für die spätereVerallgemeinerung
durchzugehen. Jedenfalls sollten Sie sich die Aussage des obigen Satzesmerken, sie ist oft
nützlich.

Beweis. Teil (1) folgt ausSatz 16.9undSatz 16.26,denn letzterer impliziert, dassminpol
f

genau dann vollständig in Linearfaktoren zerfällt, wenn das für charpol
f
gilt.

zu (2). Es ist auch klar, dass für einen diagonalisierbaren Endomorphismus dasMinimal-
polynomvollständig in Linearfaktoren zerfällt und nur einfache Nullstellen hat. Dennwir
können f dann bezüglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix darstellen und
derenMinimalpolynom kannman direkt ablesen. (Vergleiche Beispiel 16.13.)

Nun sei f ein Endomorphismus, dessenMinimalpolynom das Produkt von paarweise ver-
schiedenen Linearfaktoren ist.Wir führen Induktion nach dim(V), wobei der Fall dim(V) ≤
1 klar ist, da dann jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist. Seien λ1, …,λr ∈ K die
paarweise verschiedenen Nullstellen vonminpol

f
. Nach Satz 16.26 sind das auch genau die

Nullstellen von charpol
f
, also die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f .

Wir schreibenminpol
f

= (X − λ1)p für ein Polynom p, das nachVoraussetzung ebenfalls

vollständig in Linearfaktoren zerfällt undnur einfacheNullstellen hat, und für das p(λ1) 6= 0
gilt. Es sei U := Ker(p(f )). Dann gilt f (U) ⊆ U . Wie üblich bezeichnen wir mit Vλ1 den

Eigenraumvon f zum Eigenwert λ1.

Behauptung. Es gilt V = Vλ1 ⊕ U .

Begründung.Wir zeigen zuerst, dassVλ1 ∩U = 0 ist. Ist f (v) = λ1v, so folgt p(f )(v) = p(λ1)v 6=
0, es sei denn v = 0 (denn p(λ1) 6= 0,wie oben bemerkt).

Es bleibt zu zeigen, dass Vλ1 + U = V ist.Weil X − λ1 irreduzibel und kein Teiler von p ist,

ist 1 ein ggTvon X − λ1 und p im Hauptidealring K[X], wir können folglich das konstante
Polynom 1 ∈ K[X] in der Form (X − λ1)g + ph = 1 ausdrücken (für geeignete g, h ∈ K[X]).

Damit sehen wir v = (f − λ1 idV )(g(f )(v)) + p(f )(h(f )(v)), und dies ist ein Element von
U + Vλ1 , weil 0 = minpol

f
(f ) = p(f ) ◦ (f − λ1 idV ) = (f − λ1 idV ) ◦ p(f ) gilt.

Nunfolgtnach Induktionsvoraussetzung,dass f|U diagonalisierbar ist. Jedenfalls giltdim(U) <
dim(V). Außerdem ist p(f|U ) = 0 ∈ EndK(U), wie direkt aus der Definition von U als

Ker(p(f )) folgt. Also giltminpol
f|U

| p und deshalb zerfälltminpol
f|U
vollständig in Linearfak-

toren undhat nur einfacheNullstellen. (Es ist auchnicht schwer zu sehen, dassminpol
f|U

= p

gilt.)

Es ist andererseits klar, dass f (Vλ1) ⊆ Vλ1 gilt und dass fVλ1
diagonalisierbar ist. Es folgt, dass

f diagonalisierbar ist. �

16.4. Ergänzungen*

Bemerkung 16.30. In dieser Bemerkungwird ein anderer Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton skizziert, in dem der Satz über den komplexen Zahlen durch ein »Stetigkeitsargu-
ment«ausdemFallvonDiagonalmatrizenabgeleitetwird.UmdasArgumentdurchzuführen,
werden allerdings Grundkenntnisse der Analysis undTopologie benötigt. Hat man diese
Vorkenntnisse zurVerfügung, erhält man so ein schlagendes Argument für den Satz, und
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dieses Beweisprinzip der Reduktion auf den Fall von Diagonalmatrizen lässt sich auch an
anderer Stelle einsetzen. Mithilfe der sogenannten Zariski-Topologie (nach Oskar Zariski),
die in der algebraischen Geometrie eine fundamentale Rolle spielt, lässt sich das Argument
auch über einem beliebigen Grundkörper durchführen.

Wie oben bemerkt, ist die Aussage des Satzes von Cayley–Hamilton für Diagonalmatrizen
offensichtlich.Weil zueinander konjugierteMatrizen dasselbe charakteristische Polynom
undMinimalpolynom haben, folgt der Satz (in der Form, dass dasMinimalpolynom das
charakteristische Polynom teile) damit für alle diagonalisierbarenMatrizen.

Sei nun zunächst K = C der Körper der komplexen Zahlen.Wir können dann von stetigen
AbbildungenCm → Cm sprechen und den Satz von Cayley–Hamiltonmit dem folgenden
»topologischen« Argument beweisen. Die Abbildung

Mn(C) → Mn(C), A 7→ charpol
A
(A),

ist eine stetige Abbildung, denn die Einträge derMatrix charpol
A
(A) lassen sich als polyno-

miale Ausdrücke in den Einträgen vonA schreiben, und Polynomfunktionen sind stetig.

Nun gilt für jede stetige Abbildung, dass des Urbild einer abgeschlossenenTeilmenge des
Wertebereichs ebenfalls abgeschlossen ist. (Das ist sogar äquivalent zur Stetigkeit.) Ange-
wandt auf die abgeschlossene Teilmenge {0} ⊆ Mn(C) sehenwir damit, dass die Teilmenge
vonMn(C), die aus allenMatrizenAmit charpolA(A) = 0 besteht, abgeschlossen ist.

Damit genügt es, die folgende Aussage zu zeigen: Jede abgeschlosseneTeilmenge vonMn(C),
die alle diagonalisierbarenMatrizen enthält, stimmtmitMn(C) überein. Mit anderenWor-
tenmüssenwir begründen, dass in jedem Ball mit Radius ε > 0 um eine beliebigeMatrix
stets eine diagonalisierbareMatrix liegt.

Dafür benutzenwir, dass eineMatrix, deren charakteristisches Polynom in n verschiede-
ne Linearfaktoren zerfällt, jedenfalls diagonalisierbar ist. Das folgt – ohne den Satz von
Cayley–Hamilton benutzen zumüssen – aus den obigen Ergebnissen. Denn dasMinimalpo-
lynommuss dann auch in n verschiedene Linearfaktoren zerfallen, es hat also nur einfache
Nullstellen.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in n verschiedene Linearfaktoren zerfal-
le, bedeutet, dass es nur einfache Nullstellen hat (denn über dem algebraisch abgeschlosse-
nen KörperC zerfällt es jedenfalls vollständig in Linearfaktoren), also dass die Diskrimi-
nante Δcharpol

A
∈ C dieses Polynoms von 0 verschieden ist (Bemerkung 15.84). DieMenge

der nicht-diagonalisierbarenMatrizen ist also enthalten in derMenge

{A ∈ Mn(C); Δcharpol
A

= 0}.

Nun ist auch Δcharpol
A
ein polynomialer Ausdruck in den Koeffizienten vonA, und die Null-

stellenmenge eines Polynoms 6= 0 (inmehrerenVariablen, in diesemFall in den n2Variablen,
die zu den Einträgen der Matrix A ∈ Mn(C) korrespondieren) kann keinen offenen Ball
enthalten. (Dies kannman durch Induktion nach Anzahl der Unbestimmten zeigen.)

Den Fall des Körpers K = R der reellen Zahlen kannman ähnlich behandeln, wennman
benutzt, dass das charakteristische Polynom eineMatrixA ∈ Mn(R) davon unabhängig ist,
obmanA als Element vonMn(R) oder vonMn(C) betrachtet. ♦

Bemerkung 16.31. Wir können jetzt Bemerkung I.10.18 noch präzisieren: Ist K ein Körper
der Charakteristik 0, d.h. dass der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z → K
injektiv ist, und sindA,B ∈ Mn(K), so sind äquivalent:

(i) Für alle i ≥ 1 gilt Spur(Ai) = Spur(Bi).

(ii) Es gilt charpol
A

= charpol
B
.
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Insbesondere haben also in dieser SituationA undB dieselbenEigenwerte, und ihre algebrai-
schenVielfachheiten, also dieVielfachheiten als Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
stimmen ebenfalls überein. ♦

Ergänzung 16.32 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Von H. Derksenwurde ein Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben, der bis auf die beiden unten angegebenen
Fakten (1) und (2) nur lineare Algebra benötigt. Allerdings sind die Beweise, die mitMetho-
den von fortgeschrittenenVorlesungen (speziell der Funktionentheorie einerseits und der
Algebra andererseits) gegebenwerden können, letztlich erhellender,weil die Struktur der
Situation insgesamt klarerwird.

Theorem 16.33 (Fundamentalsatz der Algebra). Ist f ∈ C[X] ein Polynom vomGrad> 1, dann
besitzt f eine Nullstelle inC.

Die beiden »analytischen« Eigenschaften, die in Derksens Beweis benötigtwerden, sind

(1) Jedes Polynom inR[X] von ungerademGrad besitzt eine Nullstelle inR.
(2) Jedes quadratische Polynom inC[X] hat eine Nullstelle inC.

Den ersten Punkt erhält man aus dem Zwischenwertsatz und der Betrachtung des Grenz-
werts der gegebenen Polynomfunktion für x → ±∞. Der zweite Punkt folgt (mit einer
Methode zur Lösung quadratischer Gleichungen nachWahl) daraus, dass jede komplexe
Zahl eine Quadratwurzel besitzt.

Der Beweis beruht auf einer trickreichen Formulierung, die es erlaubt, anmehreren Stellen
mit vollständiger Induktion zu arbeiten. Siehe [De]. � Ergänzung 16.32



KAPITEL 17

Die Jordansche Normalform

Der Satz über die Jordansche Normalform besagt, dass jede trigonalisierbareMatrix konju-
giert ist zu einer oberen Dreiecksmatrix einer besonders einfachen Form, die zudem imwesent-
lichen eindeutig bestimmt ist, und als die Jordansche Normalform der gegebenenMatrix
bezeichnetwird. Sie ist benannt nach dem französischenMathematiker Camille Jordan1

(1838 – 1922).

17.1. Aussage und Eindeutigkeit

Matrizen in Jordanscher Normalform sind Block-Diagonalmatrizen, und die Blöcke auf der
Diagonale sind besonders einfache obere Dreiecksmatrizen, die Jordan-Blöcke heißen und
folgendermaßen definiert sind.

Definition 17.1. Seien K ein Körper, λ ∈ K und r ≥ 1. Dann heißt dieMatrix

Jr,λ =


λ 1

λ 1
. . .

. . .

λ 1
λ

 ∈ Mr(K)

der Jordan-Block der Größe r × rmit Diagonaleintrag λ.

Es sind also alle Diagonaleinträge derMatrix gleich λ, die Einträge auf derNebendiagonalen
direkt oberhalb der Diagonalen sind= 1, und alle anderen Einträge derMatrix sind= 0. a

Da es sich bei dem Jordan-Block Jr,λ um eine obere Dreiecksmatrix handelt, ist klar, dass λ
der einzige Eigenwert von Jr,λ ist.

Eine besondere Rolle spielen später die Jordan-Blöcke Jr,0mit Diagonaleintrag 0.Wieman

leicht nachrechnet (Sie sollten das tun!), gilt Jrr,0 = 0 und J ir,0 6= 0 für 0 ≤ i < r. Alternativ
lässt sich das leicht begründen, indemman den zu Jr,0 gehörigen Endomorphismus von K

r

betrachtet.

Damit könnenwir definieren,waswir unter einerMatrix in JordanscherNormalformverste-
henwollen.Wir benutzen die Schreibweise diag(A1, …,Ar) um eine Block-Diagonalmatrix
zu bezeichnen.

Definition 17.2. Seien K ein Körper und n ∈ N.Wir sagen, eineMatrixA ∈ Mn(K) habe
Jordansche Normalform (JNF), falls r1, …, rk ≥ 1 und λ1, …λk ∈ K existieren, so dass

A = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk)

ist. a

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
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Die λi müssen hier nicht paarweise verschieden sein, sondern derselbe Eigenwert kann
in mehreren Blöcken auftreten, und es kann auch mehrere Blöcke derselben Größe zum
selben oder zu unterschiedlichen Eigenwerten geben. ZumBeispiel hat jede Diagonalmatrix
Jordansche Normalform– dann haben alle Blöcke die Größe 1× 1.

Der Satz über die Jordansche Normalform besagt, dass jede trigonalisierbareMatrix konju-
giert ist zueinerMatrix in JordanscherNormalform,unddass letzterebis auf dieReihenfolge
der Blöcke eindeutig bestimmt ist.

Theorem 17.3 (Jordansche Normalform für Matrizen). Seien K ein Körper und n ∈ N. Sei
A ∈ Mn(K) eine trigonalisierbareMatrix. Dann existieren S ∈ GLn(K) und r1, …, rk ≥ 1, λ1, …λk ∈ K,
so dass

SAS−1 = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk)
ist. Dabei ist die Zahl k eindeutig bestimmt (also unabhängig von S) und die Paare (r1,λ1), …, (rk,λk)
sind eindeutig bestimmt bis auf ihre Reihenfolge.

Wie wir in Satz 16.9 gesehen haben, ist die Bedingung, dass A trigonalisierbar sei, dazu
äquivalent, dass das charakteristische PolynomvonA vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Es ist klar, dass die Reihenfolge, in der die Blöcke in der Matrix auftreten, nicht eindeu-
tig bestimmt sind:Wenn sich zwei Block-DiagonalmatrizenA und B nur hinsichtlich der
Reihenfolge unterscheiden, in der die Blöcke auf der Diagonalen stehen, aber die Blöcke
ansonsten übereinstimmen, dann existiert eine Permutationsmatrix Pmit B = PAP−1.

Mit dem Beweis dieses Theoremswerdenwir den überwiegendenTeil dieses Kapitels ver-
bringen.Wir beginnen damit, einige Konsequenzen des Theorems zu beleuchten.

Satz 17.4. Seien K ein Körper, n ∈ N und sei

A = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk) ∈ Mn(K)

eineMatrix in Jordanscher Normalform über K.

(1) Es gilt

charpol
A

=
k∏
i=1

(X − λi)
ri .

(2) Wenn μ1, …, μs die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A undmi die Größe des größten Jordan-
Blocks zu μi bezeichnen, dann ist

minpol
A

=
s∏
i=1

(X − μi)
mi .

Beweis. zu (1). Dies ist leicht zu sehen, da die einzelnen Jordan-Blöcke und damit auch
jedeMatrix in Jordanscher Normalform obere Dreiecksmatrizen sind.

zu (2).Weil für r > 0 gilt, dass Jrr,0 = 0 ist, ist

s∏
i=1

(A − μiEn)
mi = 0,

also gilt minpol
A

|
∏s

i=1(X − μi)
mi .

Weil Jr−1r,0 6= 0 ist, und für λ 6= 0 alle Potenzen von Jr,λ von Null verschieden sind, folgt, dass
kein echter Teiler dieses Produkts dieMatrixA annulliert, und das impliziert die behauptete
Gleichheit. �

Wie üblich habenwir eine analoge Fassung für Endomorphismen endlichdimensionaler
Vektorräume.
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Theorem 17.5 (Jordansche Normalform für Endomorphismen). Seien K ein Körper und V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V.

Dann existieren eine BasisB von V und r1, …, rk ≥ 1, λ1, …λk ∈ K, so dass

MB
B(f ) = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk)

ist. Dabei ist die Zahl k eindeutig bestimmt (also unabhängig von der Wahl von B) und die Paare
(r1, λ1), …, (rk, λk) sind eindeutig bestimmt bis auf ihre Reihenfolge.

Eswird nicht behauptet, dass die BasisB im Satz eindeutig bestimmt sei (und schon das
Beispiel der Identitätsabbildung idV zeigt, dass es im allgemeinen vieleMöglichkeiten gibt,
eine solche Basis zuwählen). Eine solche »Jordanbasis«B zu berechnen ist (möglich, aber
meistens) eine ziemlich aufwändige Rechnung. Siehe Ergänzung 17.24.

Der Beweis des Satzes über die Jordansche Normalform ist nicht einfach. Um die einzelnen
Schritte zu verstehen, ist es vielleicht nützlich, sich zunächst klarzumachen, dass die be-
hauptetenAussagen für eineMatrix, die schon JordanscheNormalformhat, »offensichtlich«
sind. In diesem Sinne arbeitenwir uns schrittweise vor und beweisen, dass jede trigona-
lisierbare gewisse Eigenschaften hat, diewir an einerMatrix in Jordanscher Normalform
direkt ablesen können.

Etwas konkreter suchenwir (für einen gegebenen trigonalisierbaren Endomorphismus f

eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V ) eine BasisB, so dassMB
B(f ) in Jordanscher

Normalform ist.

• Wennwir die BasisB entsprechend der Darstellung vonMB
B(f ) als Block-Diago-

nalmatrix »zerlegen«, entspricht dem eine Zerlegung von V als direkte Summe
f -invarianter Unterräume. Unser erstes Zielwird sein, für gegebenes V und f die

Existenz einer (im allgemeinen etwas gröberen) Zerlegung V =
⊕

i
Ṽi zu zeigen, in

der die verschiedenen Eigenwerte von f isoliert sind. Die einzelnen Ṽi sollen also f -
invariante Unterräume sein, so dasswir für die Einschränkung f|Ṽi eine darstellende

Matrix finden, die eine obere Dreiecksmatrix ist und auf deren Diagonale überall
derselbeWert steht.

Diese Zerlegung ist die Zerlegung in »verallgemeinerte Eigenräume«, siehe
Abschnitt 17.2.

• Nach diesem ersten Schritt ist es leicht, das Problem auf den Fall eines nilpotenten
Endomorphismus (Definition 17.17) zu reduzieren, d.h.wirwerden zeigen, dass es
genügt, den Fall zu behandeln, dass f m = 0 für einm ∈ N ist.

Das ist damit gleichbedeutend, dass f durch eine obereDreiecksmatrix beschrie-
benwerden kann, auf deren Diagonale überall Nullen stehen.

Es geht dann darum zu zeigen, dassman eine obere Dreiecksmatrix dieser Form
immer konjugieren kann zu einer oberenDreiecksmatrix, die überall Nullen hatmit
den Einträgen direkt oberhalb der Diagonale als einziger Ausnahme. Dort dürfen
Nullen oder Einsen stehen.Mit anderenWorten: Es ist dann zu zeigen, dass eine
Basis b1, …, bn vonV existiert, so dass jedes bi entweder auf bi−1 oder auf 0 abgebildet
wird.Dies ist eine relativkonkrete Fragestellung, diewir inAbschnitt 17.3 behandeln
werden.

Die Jordansche Normalform ist einmächtigesWerkzeug der linearen Algebra. Zum Beispiel
erhaltenwir aus dem Satz über die Jordansche Normalform zusammenmit Satz 17.4 einen
neuen Beweis von Korollar 16.29 im trigonalisierbaren Fall:

Korollar 17.6. Seien K ein Körper und f ein trigonalisierbarer Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen K-Vektorraums. Dann gilt: Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein
Minimalpolynom nur einfache Nullstellen hat.



60 17. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

Dementsprechend ist die Jordansche Normalform auch an vielen Stellenwichtig, woMetho-
den der linearen Algebra zur Anwendung kommen. Ein konkretes Beispiel ist die Theorie
der linearen Differentialgleichungenmit konstanten Koeffizienten, siehe Abschnitt 17.7.2
für einigeweitere Bemerkungen undVerweise dazu.

Ergänzung 17.7. Man kann zeigen, dass zu jedemKörper K ein algebraisch abgeschlosse-

ner Erweiterungskörper K existiert. Über diesem ist dann jedeMatrix ausMn(K) trigonali-
sierbar, besitzt also eine JordanscheNormalform. In dieserwerdennatürlich imallgemeinen

Einträge aus K \ K auftreten. Dennoch kann das sinnvoll sein, umAussagen überMatrizen
(oder Endomorphismen) über K zu beweisen.

FürQ undR kennenwir ja (wennwir den Fundamentalsatz der Algebra verwenden) einen
solchen Erweiterungskörper, nämlich den Körper der komplexen Zahlen. � Ergänzung 17.7

17.1.1. Die duale Partition einer Partition. In diesem Abschnitt führenwir den Be-
griff derPartitioneinernatürlichenZahl ein.Das ist eineinfacherundreinkombinatorischer
Begriff, der nützlich ist, um die Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform zu zeigen.

Definition 17.8. Ein Tupel r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · natürlicher Zahlen heißt Partition von n ∈ N,
falls n =

∑
i≥1 ri ist. (Insbesondere dürfen nur endlich viele ri 6= 0 sein.) a

Zu jeder Partition kannman die sogenannte duale Partition bilden.

Definition 17.9. Sei r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · eine Partition von n. Dann ist auch s1 ≥ s2 ≥ · · ·
mit

si = #{j; rj ≥ i}
eine Partition von n. Siewird als die zu (ri)i duale Partition bezeichnet. a

Lemma 17.10. Sei r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · eine Partition von n, s1 ≥ s2 ≥ · · · ihre duale Partition. Dann
ist r1 ≥ r2 ≥ r3 ≥ · · · die duale Partition von (si)i .

Beweis. Das ist eine einfache kombinatorische Überlegung, diewir, statt einen Beweis
zu geben, nur an dem folgenden konkreten Beispiel illustrieren. �

Die Partition 13 = 5+ 3+ 3+ 2 kannman durch das nebenste-
hende Diagrammveranschaulichen. In der ersten Reihe stehen
5 Kästchen, in der zweiten Reihe 3 Kästchen, usw. Insgesamt
handelt es sich um 13 Kästchen, und in jeder Reihe sind höchs-
tens so viele Kästchenwie in der Reihe darüber.
Die duale Partition entspricht dann der Partition derselben
Zahl 13, die durch das an der Diagonale von links oben nach
rechts unten gespiegelte Diagramm beschriebenwird.

DasDiagrammrechts beschreibt die Partition 13 = 4+4+3+
1+ 1. Das ist genau die zur obigen Partition duale Partition.

In der Kombinatorik hat der Begriff der Partition eine große
Bedeutung. Das Problem, für dieAnzahl der Partitionen einer
gegebenen Zahl n einen geschlossenen Ausdruck anzugeben,
ist auch in der Zahlentheorie von einem gewissen Interesse.
InderTheorieder JordanschenNormalformbenutzenwirden
Begriff allerdings »nur« als ein relativ simples –wenngleich
nützliches –Hilfsmittel.
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17.1.2. Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform. Sei A eine Matrix in Jordan-
scher Normalform. Das charakteristische PolynomvonA bestimmt die Diagonaleinträge
zusammen mit ihrer Vielfachheit, insbesondere ändern sich diese Daten nicht, wenn A
durch eine konjugierteMatrix ersetztwird. Die Größe der Jordan-Blöcke lässt sichwie folgt
beschreiben.

Lemma 17.11. Sei λ einer der Eigenwerte von A, und seien r1 ≥ r2 ≥ · · · die Größen der Jordan-Blöcke
mit Diagonaleintrag λ. Sei s1 ≥ s2 ≥ · · · die zu (ri)i duale Partition. Dann gilt

si = dimKer((A − λEn)
i) − dimKer((A − λEn)

i−1).

Beweis. WeilA JordanscheNormalformhat, hat auchA−λEn JordanscheNormalform.
Die Diagonaleinträge sind genau in denjenigen Blöcken gleich 0, die zu Jordan-Blöcken zum
Eigenwert λ in derMatrixA korrespondieren. Jordan-Blöckemit einemDiagonaleintrag
6= 0 sind invertierbareMatrizen, diese liefern also keinen Beitrag zumKern.

Andererseits gilt rg(J ir,0) = r − i für i ≤ r und rg(J ir,0) = 0 für i > r. Das heißt

dimKer(J ir,0) = i für i ≤ r, und dimKer(J ir,0) = r für i > r.
Damit sehenwir

dimKer(J ir,0) − dimKer(J i−1r,0 ) =

{
1 falls i ≤ r,
0 falls i > r.

Folglich ist

dimKer((A − λEn)
i) − dimKer((A − λEn)

i−1)

die Anzahl der Jordan-Blöcke inA zum Eigenwert λ, die mindestens die Größe i haben, also
mit der Notation in der Aussage des Lemmas die Anzahl der j ≥ 1, so dass rj ≥ i gilt. Das ist

die Definition von si im Sinne der dualen Partition. �

Die Zahlen dimKer(A − λEn)
i ändern sich nicht, wennmanA durch eine zuA konjugierte

Matrix ersetzt. Dies beweist, dass die Größen ri der Jordan-Blöcke in der Jordanschen Nor-
malform einer trigonalisierbarenMatrix eindeutig bestimmt sind, da sie die duale Partition
der Partition (si)i wie im Lemma bilden.

Wie immer könnenwir die Aussage auf trigonalisierbare Endomorphismen eines endlichdi-
mensionalenVektorraums übertragen: Die kombinatorischen Informationen der Jordan-
schen Normalform, also die Anzahl und Größe der Jordanblöcke zu den einzelnen Eigen-
werten sind eindeutig bestimmt. Es gibt aber in aller Regel viele verschiedene Basen, so
dass die darstellendeMatrix Jordanform hat. Auch die zu den einzelnen Blöcken auf der
Diagonale korrespondierendenUnterräume des zugrundeliegendenVektorraums sind nicht
eindeutig bestimmt. Immerhin ist für jeden Eigenwert λ die Summe aller Unterräume zu den
Jordanblöckenmit Eigenwert λ eindeutig bestimmt,wiewir im nächsten Abschnitt sehen
werden. Dieser Unterraum ist der sogenannte verallgemeinerte Eigenraum.

17.2. Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräume

Unser Ziel ist nun, für einen trigonalisierbaren Endomorphismus f eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums V eine Zerlegung von V zu finden, die die Zerlegung in Eigenräume,
diewir im diagonalisierbaren Fall haben, verallgemeinert.Wirwollen also die verschiede-
nen Eigenwerte von f »trennen« und dann die Unterräume (auf denen f nur einen einzigen
Eigenwert hat) einzeln behandeln.

Wirwissen, dass die direkte Summe der Eigenräume von f nur dann gleich V ist, wenn f
diagonalisierbar ist. Andernfalls müssenwir geeignete größere Untervektorräume von V
betrachten als die Eigenräume, und zwar definierenwir zu einem Eigenwert λ ∈ K von f
den »verallgemeinerten Eigenraum«.
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Definition 17.12. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler Vektorraum über K und
sei f ∈ EndK(V). Sei λ ∈ K ein Eigenwert von f . Der Untervektorraum

(1) Ṽλ := Ṽλ(f ) =
⋃
i≥0

Ker(f − λ id)i

heißt der verallgemeinerte Eigenraum (oderHauptraum) von f zum Eigenwert λ. a

Wir sehen insbesondere, dass der Eigenraumvon f zum Eigenwert λ, das ist Ker(f − λ id),
im verallgemeinerten Eigenraum enthalten ist.Weil V endlichdimensional ist, ist klar, dass
in der aufsteigenden Kette

Vλ = Ker(f − λ id) ⊆ Ker(f − λ id)2 ⊆ · · · ⊆ Ṽλ

höchstens endlich viele Inklusionen echte Teilmengen sein können. Es gibt also einm ∈ N
mit Ṽλ = Ker(f − λ id)m. (Wirwerden später sehen, dass diese Gleichheit immer schon für
m = multλ(minpolf ) richtig ist.)

Derwesentliche Punkt, um die gesuchte Zerlegung zu beweisen, ist das folgende Ergebnis,
für daswir nicht vorauszusetzen brauchen, dass f trigonalisierbar ist. Es liefert zu jeder Zer-
legung desMinimalpolynoms eines Endomorphismus f :V → V in zueinander teilerfremde
Faktoren eine Zerlegung von V in f -invariante Unterräume, so dass dasMinimalpolynom
der Einschränkungen auf die beiden Summanden der jeweilige vorgegebene Faktor ist.

Satz 17.13. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus.

Seiminpol
f

= ζ ∙ ξ eine Zerlegung in zueinander teilerfremde normierte Polynome ζ , ξ ∈ K[X].

Dann sind U := Ker(ζ(f )) undW := Ker(ξ(f )) invariante Untervektorräume von V.Weiter gilt:

(1) U = Im(ξ(f )), W = Im(ζ(f )),

(2) V = U ⊕W,

(3) minpol
f|U

= ζ , minpol
f|W

= ξ .

Beweis. Weil f ◦ ζ(f ) = ζ(f ) ◦ f gilt, ist U ein f -invarianter Unterraum. Analog gilt das
fürW .

Wir zeigen nun, dass U = Im(ξ(f )) gilt.Weil ζ und ξ teilerfremd sind, könnenwir Polynome
p, q ∈ K[X]mit pζ + qξ = 1 finden. Setzenwir in diese Gleichheit f ein, so erhaltenwir

p(f ) ◦ ζ(f ) + q(f ) ◦ ξ(f ) = idV .
Sei nun u ∈ U , das heißt ζ(f )(u) = 0. Dann ist

u = p(f )(ζ(f )(u)) + ξ(f )(q(f )(u)) = ξ(f )(q(f )(u)) ∈ Im(ξ(f )).
Für die andere Inklusion sei u ∈ Im(ξ(f )), etwa u = ξ(f )(v). Dann folgt ζ(f )(ξ(f )(v)) =
minpol

f
(f )(v) = 0, also u ∈ U .

Entsprechend habenwirW = Im(ζ(f )), und aus der Dimensionsformel für den Endomor-
phismus ζ(f ) von V folgt, dass dimU + dimW = dimV ist. Für Teil (2) genügt es folglich,
U ∩W = 0 zu zeigen.

Sei also v ∈ Ker(ζ(f )) ∩ Ker(ξ(f )).Wir haben dann
v = p(f )(ζ(f )(u)) + q(f )(ξ(f )(u)) = 0.

Es bleibt Teil (3) zu zeigen. Sicher ist ζ(f|U ) die Nullabbildung, denn U wurde ja als der

Kern von ζ(f ) definiert. Das bedeutet minpol
f|U

| ζ . Entsprechend sehenwir minpol
f|W

| ξ .
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Außerdem folgt aus der Zerlegung V = U ⊕W (weil U undW invariant unter f sind), dass
minpol

f
| minpol

f|U
minpol

f|W
ist:Wir können f entsprechend dieser Zerlegung durch eine

Block-Diagonalmatrix darstellen, undminpol
f|U
bzw.minpol

f|W
annullierendenzuU bzw.W

korrespondierenden Block. Also annulliert das Produkt die gesamteMatrix und damit den
Endomorphismus f , wird also vonminpol

f
geteilt.

Wir erhalten damit eine Kette

minpol
f

| minpol
f|U

∙minpol
f|W

| ζ ∙ ξ = minpol
f

vonTeilbarkeitsbeziehungen.Weil links und rechts dasselbe Polynom stehen und alle auftre-
tenden Polynome normiert sind, muss in dieser Kette überall Gleichheit gelten.Wir haben
gesehen, dass minpol

f|U
| ζ undminpol

f|W
| ξ gilt; die Gleichheit minpol

f|U
∙minpol

f|W
= ζ ∙ ξ

impliziert daher (wiederum,weil alle Polynome hier normiert sind), dassminpol
f|U

= ζ und

minpol
f|W

= ξ ist. �

Als nächstes ergänzenwir den Satz um die folgende Präzisierung in dem speziellen Fall,
dass ζ die Potenz eines irreduziblen Polynoms ist.

Satz 17.14. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus
von V. Sei π ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom, das ein Teiler vonminpol

f
ist.Wir schreibenminpol

f
=

πm ∙ ξ mit π - ξ . Das bedeutet, dass m die größte natürliche Zahl ist, so dass πm | minpol
f
gilt.

Es ist dann π auch ein Teiler von charpol
f
und wir schreiben charpol

f
= πm

′
ηmit π - η.

(1) Es gilt ⋃
i≥1
Ker(π i(f )) = Ker(πm(f )) =: U .

(2) Das charakteristische Polynom von f|U ist π
m′
, das von f|W ist η.

Beweis. Wir wenden Satz 17.13 auf ζ := πm und ξ an und erhalten insbesondere

Ker(πm(f )) = Im(ξ(f )).Weil für jedes i ≥ 0 die Elemente π i und ξ teilerfremd sind, zeigt

dasselbe Argument wie im Beweis von Satz 17.13, dass Ker(π i(f )) ⊆ Im(ξ(f )) gilt. Damit
folgt Teil (1).

Für Teil (2) benutzenwir, dass die irreduziblen Teiler vonMinimalpolynom und charakteris-
tischem Polynom eines Endomorphismus übereinstimmen (also ist charpol

f|U
eine Potenz

von π und π - charpol
fW
). Außerdem gilt

charpol
f

= charpol
f|U

∙ charpol
f|W

.

Zusammen folgt die Behauptung vonTeil (2). �

Für die Jordansche Normalform brauchenwir diese Sätze nur im trigonalisierbaren Fall an-
zuwenden und Sie sollten sich ihre Aussagen und Beweise (zumindest im ersten Durchgang)
mindestens in diesem speziellen Fall klarmachen. Dann hat π die Form X − λ für ein λ ∈ K
und es istm = multλ(minpolf ),m

′ = multλ(charpolf ).Wir formulieren für diesen Fall das

Ergebnis noch einmal explizit als das folgende Korollar, das eine direkte Übersetzung der
beiden obigen Sätze im hier betrachteten Spezialfall ist.

Korollar 17.15. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomor-
phismus von V. Sei λ ∈ K ein Eigenwert von f und sei

Ṽλ =
⋃
i≥1
Ker((f − λ idV )

i)



64 17. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

der verallgemeinerte Eigenraum von f zumEigenwert λ.Wir setzenm := multλ(minpolf ) und

schreibenminpol
f

= (X − λ)m ∙ ξ (mit ξ ∈ K[X], ξ(λ) 6= 0). Dann gilt

(1) Ṽλ = Ker((f − λ idV )
m),

(2) V = Ṽλ ⊕W,wobeiW = Ker(ξ(f )) = Im((f − λ idV )
m).

(3) DasMinimalpolynom der Einschränkung von f auf Ṽλ ist (X− λ)m . Das charakteristische Polynom

dieser Einschränkung ist (X − λ)m
′
mit m′ = multλ(charpolf ). Insbesondere ist λ der einzige

Eigenwert von f|Ṽλ und dim(Ṽλ) = m′.

(4) Der UntervektorraumW aus Teil (2) ist f -invariant undminpol
f|W

= ξ .

Weil Ṽλ jedenfalls den Eigenraum Vλ = Ker(f − λ idV ) 6= 0 enthält, sehenwir mit Teil (1),
dassm ≥ 1 geltenmuss.

Indemwir im trigonalisierbaren Fall, wo charakteristisches Polynom undMinimalpolynom
vollständig in Linearfaktoren zerfallen, das Korollarwiederholt auf alle Eigenwerte anwen-
den, könnenwir den UnterraumW weiter zerlegen und erhalten induktiv die oben schon
angekündigte Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräume.

Korollar 17.16 (Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräume). Seien K ein Körper, V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V. Seien λ1, …, λr ∈ K
die paarweise verschiedenen Eigenwerte von K und sei für i = 1, …, r mit

Ṽλi =
⋃
j≥1
Ker((f − λi idV )

j) = Ker((f − λi idV )
multλi

(minpol
f
)
)

der verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert λi bezeichnet.

Dann gilt

V = Ṽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ṽλr .

Insbesondere sehenwir erneut, dass V die direkte Summe der (gewöhnlichen) Eigenräume
ist, wenn das Minimalpolynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt und nur einfache
Nullstellen hat.Wir haben also Korollar 16.29 (2) erneut bewiesen.

Mit diesem Korollar habenwir den ersten Zwischenschritt zum Beweis der Existenz der
Jordanschen Normalform für den Endomorphismus f erreicht, dennwir haben denVek-
torraum in eine direkte Summe von f -invarianten Untervektorräumen zerlegt, die den
einzelnen Eigenwerten von f »zugeordnet« sind. Genauer gesagt ist der einzige Eigenwert,

den die Einschränkungvon f auf Ṽλi hat, gerade das Element λi ∈ K, denn dies ist die einzige

Nullstelle desMinimalpolynoms von f|Ṽλi
.

Überlegen Sie sich, dass das Korollar (im trigonalisierbaren Fall) leicht aus dem Satz über
die Jordansche Normalform folgenwürde (das ist an dieser Stelle natürlich nur ein Plau-
sibilitätstest, weil wir das obigen Korollar als einen Baustein im Beweis der Existenz der
Jordanschen Normalform benutzenmöchten.)

17.3. Die Jordansche Normalform für nilpotente Endomorphismen

Ist f ein trigonalisierbarer Endomorphismus einesVektorraums V , der nur einen einzigen
Eigenwert λ hat, dann ist f − λ idV trigonalisierbar mit dem einzigen Eigenwert 0. Den
letzteren Fallwollenwir in diesemAbschnitt genauer untersuchen. Unter Ausnutzung der
Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräumewerdenwir danach den Beweis des allgemeinen
Satzes über die Jordansche Normalform leicht abschließen können.
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Definition 17.17. Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n =
dim(V). Ein Endomorphismus f ∈ EndK(V) heißt nilpotent, falls die folgenden äquivalenten
Bedingungen erfüllt sind:

(i) Es existiert i ≥ 0, so dass f i = 0.

(ii) f n = 0,

(iii) minpol
f

|Xn.

(iv) charpol
f

= Xn

(v) Es gibt eine BasisB von V , so dassMB
B(f ) eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diago-

naleinträge alle= 0 sind.

a

Beweis derÄquivalenz. Mit den Sätzen aus demvorherigen Kapitel sind alle Im-
plikationen leicht zu zeigen. Versuchen Sie es erstmal selbst, bevor Sie den Beweis hier
lesen!

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton in der Formvon Korollar 16.23 –minpol
f

| charpol
f
–

folgt (iv)⇒ (iii). Die Implikationen (iii)⇒ (ii)⇒ (i) sind offensichtlich.Weil das Polynom Xn

vollständig in Linearfaktoren zerfällt, folgt aus (iv), dass f trigonalisierbar ist, und damit (v),
denn 0 ist die einzige Nullstelle von Xn. Dass andererseits (iv) aus (v) folgt, ist klar.

Nun bleibt noch zu begründen, dass (i)⇒ (iv) gilt.Wenn f i = 0 ist, dannmussminpol
f
ein

Teiler von Xi sein. Das einzige irreduzible Polynom, das Xi teilt, ist X, undweil charakte-
ristisches Polynom undMinimalpolynomvon denselben irreduziblen Polynomen geteilt
werden (Satz 16.26), muss charpol

f
ebenfalls eine Potenz von X sein.Weil deg(charpol

f
) = n

ist, gilt (iv).

Alternativ kann man Satz 16.26 mit dem folgenden Argument vermeiden, das direkt die
Implikation (i)⇒ (v) zeigt. Sei etwa f m = 0.Wir betrachen die Kette

0 ⊂ Ker(f ) ⊆ Ker(f 2) ⊆ · · · ⊆ Ker(f m−1) ⊆ Ker(f m) = V .
Wirwählen nacheinander Komplementärräume zu diesen Inklusionen, es sei also U1 ein
Komplement von Ker(f ) in Ker(f 2), es sei U2 ein Komplement von Ker(f

2) = Ker(f )⊕ U1 in
Ker(f 3), usw., undschließlichUm−1 einKomplementvonKer(f

m−1) = Ker(f )⊕U1⊕· · ·⊕Um−2
in Ker(f m) = V . Schreibenwir noch U0 := Ker(f ), so erhaltenwir eine Zerlegung

V = U0 ⊕ U1 ⊕ · · · ⊕ Um−1

mit der Eigenschaft, dass für alle i gilt, dass

f (Ui) ⊆ U0 ⊕ · · · ⊕ Ui−1,

denn offenbar gilt f (Ker(f i+1)) ⊆ Ker(f i).Wählenwir Basen für U0,U1, …,Um−1 und setzen
diese zu einer Basis von V zusammen, so erhaltenwir eine BasisB von V , so dassMB

B(f )
eine Block-obere-Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalblöcke gleich Null sind. Insbesondere

istMB
B(f ) eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonale. �

Vergleiche auch Satz I.6.56,wowir die Folgerung (i)⇒ (ii) mit einem ähnlichen Argument
wie am Ende des Beweises gezeigt haben.Mithilfe des Satzes von Cayley-Hamilton haben
wir nun einen neuen Beweis erhalten.

Analog definierenwir den Begriff der nilpotentenMatrix; dort ist natürlich eine entspre-
chende Charakterisierung durch zueinander äquivalente Bedingungenmöglich.
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Definition 17.18. Seien K ein Körper und n ∈ N. EineMatrixA ∈ Mn(K) heißt nilpotent,
falls die folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt sind:

(i) Es existiert i, so dassAi = 0.

(ii) An = 0,

(iii) minpol
A

|Xn.
(iv) charpol

A
= Xn

(v) DieMatrixA ist konjugiert zu einer oberen Dreiecksmatrix, deren Diagonaleinträge alle
= 0 sind.

a

Lemma 17.19. Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seien f1, f2 ∈
EndK(V) Endomorphismenmit f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1.

(1) Sind f1 und f2 diagonalisierbar, so existiert eine BasisB von V, so dass sowohl MB
B(f1) als auch

MB
B(f2)Diagonalmatrizen sind.Wir sagen, f1 und f2 seien simultan diagonalisierbar.

(2) Sind f1 und f2 diagonalisierbar, so ist f1 + f2 diagonalisierbar.

(3) Sind f1 und f2 nilpotent, so ist f1 + f2 nilpotent.

Beweis. zu (1). Übung (Hausaufgabe 3.4). Teil (2) folgt leicht aus Teil (1), weil die Summe
von Diagonalmatrizen offenbar eine Diagonalmatrix ist.

Für Teil (3) skizzierenwie zwei Beweismöglichkeiten. EineMöglichkeit ist, den binomischen
Lehrsatz zu verwenden, und zwar im kommutativen Ring

K[f1, f2] =

{∑
i,j≥0

aij f
i
1 f

j
2 ; aij ∈ K, nur endlich viele aij 6= 0

}
(⊆ EndK(V)).

Lemma 17.20 (Binomischer Lehrsatz). Sei R ein kommutativer Ring und seien x, y ∈ R und n ∈ N.
Dann gilt

(x + y)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
xiyn−i.

Sind dann n1, n2 ∈ Nmit f nii = 0, i = 1, 2, so liefert der binomische Lehrsatz eineDarstellung
von (f1 + f2)

n1+n2 als Summe, in der in jedem Summanden entweder der Exponent von f1
mindestens n1, oder der Exponent von f2mindestens n2 ist. Also ist jeder Summand= 0.

Alternativer Beweis. Eine andere Möglichkeit ist, die Aussage von Hausaufgabe 4.3 zu be-
nutzen, dassmiteinander kommutierende trigonalisierbare Endomorphismen simultan
trigonalisierbar sind.Weil f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1 gilt undweil jeder nilpotente Endomorphismus
trigonalisierbar ist, folgt also, dass bezüglich einer geeigneten Basis sowohl f1 als auch f2
durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt werden.Weil beide nur den Eigenwert 0 haben,
sind alle Diagonaleinträge gleich 0, und folglich gilt das auch für die Summe dieser beiden
Matrizen. Es folgt, dass f1 + f2 ebenfalls nilpotent ist. �

Wir benutzen unten die folgende präzisere Fassung von Lemma 16.17 für den Fall eines
nilpotenten Endomorphismus.

Lemma 17.21. Sei f ∈ EndK(V) ein nilpotenter Endomorphismus und sei U = 〈u, f (u), … 〉 ein
zyklischer Unterraum. Dann ist dimU = min{m; f m(u) = 0}. Ist u′ ∈ U \ f (U), so gilt

U = 〈u′, f (u′), f 2(u′), … 〉.
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Beweis. Sei d definiert als min{m; f m(u) = 0}.Wir zeigen, dass u, f (u), …, f d−1(u) eine
linear unabhängige Familie ist.Weil sie (wegen f d(u) = 0) offenbar den Raum U erzeugt,
folgt daraus dim(U) = d. Angenommen, es gäbe eine nicht-triviale Linearkombination

a0u + a1f (u) + · · · ad−1f d−1(u) = 0.
Sei iminimal mit ai 6= 0.Wirwenden f d−i−1 an und erhalten

aif
d−1(u) = 0,

und das ist einWiderspruch.

(Alternativ kannman auch Lemma 16.17 verwenden.)

Wir sehen (zum Beispiel an der Form der darstellendenMatrix oder durch eine direkte Be-
trachtungder gewähltenBasis), dassU = 〈u〉⊕Im(f ) gilt. JederVektor u′ ∈ U \ f (U) lässt sich
also schreiben als αu+ f (v)mit α ∈ K×, v ∈ U . Es folgt f d−1(u′) = f d−1(u)+ f d(v) = f d−1(u) 6=
0, undmit dem ersten Teil, nun angewandt auf 〈u′, f (u′), … 〉, dass dim〈u′, f (u′), … 〉 = d gilt.
Also ist dieser Unterraum,wie behauptet, gleich U .

(Wennman die Basis stattdessen in der ReihenfolgeB = (f d−1(u), …, u) schreibt, hat die
Begleitmatrix die Form eines Jordan-Blocks:MB

B(f ) = Jd,0.) �

Nach diesen Vorbereitungen können wir die Existenz der Jordanschen Normalform für
nilpotente Endomorphismen beweisen.

Satz 17.22 (Normalform für nilpotente Endomorphismen/Matrizen). Es sei f ein nilpotenter
Endomorphismus von V. Dann existieren eine BasisB von V und natürliche Zahlen r1 ≥ · · · ≥ rk ≥ 1,
so dass

MB
B(f ) = diag(Jr1,0, …, Jrk,0).

Eine entsprechende Aussage gilt für nilpotenteMatrizen inMn(K).

Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Satz über die Jordansche Normalform, diewir bereits
bewiesen haben, sind die ri eindeutig bestimmt.Wir haben auch bereits gesehen, dass die
Anzahl der Jordan-Blöcke gleich der Dimension des Eigenraums von f zum Eigenwert 0,
also gleich dimKer f seinmuss.

Beweis. Wir haben im Beweis des vorherigen Lemmas bemerkt, dass für jeden f -
zyklischen Unterraumdie darstellendeMatrix einer geeigneten Basis die Form eines Jordan-
Blocks hat. Deshalb ist die Aussage des Satzes äquivalent dazu, dass V die direkte Summe
von f -zyklischen Unterräumen ist.

Wir zeigen das durch Induktion nach n = dimV . Für n = 1 ist nichts zu zeigen, sei also nun
n > 1. Sei U ⊆ V ein Unterraum der Dimension n − 1 mit Im f ⊆ U . Ein solcher Unterraum
existiert, weil f nilpotent ist und daher nicht surjektiv sein kann. Es gilt dann f (U) ⊆ U und
wir können die Induktionsvoraussetzung auf f|U anwenden.Wir erhalten so eine Zerlegung
U = U1 ⊕ · · ·Ul als direkte Summe f -zyklischer Unterräume.

Sei nun v ∈ V \ U .Wir schreiben

f (v) =
l∑
i=1

ui, mit ui ∈ Ui i = 1, …, l.

Für die i, für die ui ∈ f (Ui) liegt, sagenwir ui = f (u′i), u
′
i ∈ Ui , ersetzenwir nun v durch v− u′i ,

und ersetzen ui durch 0. Die obige Gleichung ist dann immer noch richtig.Wir erhalten am
Ende einenVektor v ∈ V \ U mit einer Darstellung

f (v) =
l∑
i=1

ui, mit ui ∈ Ui i = 1, …, l,
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so dass für alle i gilt: ui = 0 oder ui 6∈ f (Ui).

1. Fall: f (v) = 0.Dann ist 〈v〉 ein f -zyklischer Untervektorraum und folglich

V = 〈v〉 ⊕ U1 ⊕ · · · ⊕ U`

eine Zerlegung von V in f -zyklische Unterräume undwir sind fertig.

2. Fall: f (v) 6= 0. Seimminimalmit der Eigenschaft, dass f m+1(v) = f m(f (v)) = 0 gilt.Weil
die Untervektorräume Ui eine direkte Summe bilden, gilt dann auch f

m(ui) = 0 für alle i.
Aber für mindestens eines der ui muss f

m−1(ui) 6= 0 sein. Nach Umnummerieren der Ui (und
entsprechend der ui) könnenwir annehmen, dassm auchminimal ist mit f

m(u1) = 0.Wegen
f (v) 6= 0 ist dann u1 6= 0, nach unserer Vorüberlegung also u1 6∈ f (U1). Wir wenden nun
Lemma 17.21 an.Weil U1 ein f -zyklischer Unterraum ist, folgt U1 = 〈u1, f (u1), …, f m−1(u1)〉
und dimU1 = m. Andererseits hatW := 〈v, f (v), …, f m(v)〉 die Dimensionm + 1.

Behauptung. V = W ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ U`.

Begründung.Da dimV = dimW + dim
∑

i>1 Ui ist, genügt es zu zeigen, dass

W ∩ (U2 ⊕ · · · ⊕ U`) = 0.
Nehmenwir also an, dass aj ∈ K sindmit

m∑
j=0

ajf
j(v) ∈ U2 ⊕ · · · ⊕ U`.

Weil v 6∈ U aber Im(f ) ⊆ U gilt, muss a0 = 0 sein. Indem wir wieder die Darstellung
f (v) =

∑
ui hernehmen, könnenwir die Summe umschreiben als

m∑
j=0

aj f
j(v) =

m∑
j=1

aj f
j(v) =

l∑
i=1

m−1∑
j=0

aj+1 f
j(ui).

Jetzt nutzenwir noch aus, dass die ganze Summe in U2 ⊕ · · · ⊕ U` liegt, und jeder einzelne
Summand zum Index i in Ui enthalten ist, und erhalten

m−1∑
j=0

aj+1f
j(u1) ∈ U1 ∩ (U2 ⊕ · · · ⊕ U`) = 0,

und das impliziert a1 = · · · = am = 0,weil u1, …, f m−1(u1) linear unabhängig sind. �

17.4. Beweis des Satzes über die Jordansche Normalform

Beweis vonTheorem 17.3. Die Eindeutigkeitsaussage habenwir bereits inAbschnitt

17.1.2 bewiesen. Ist f ∈ EndK(V) gegeben, so zerlegenwirV =
⊕r

i=1 Ṽλi in die direkte Summe

der verallgemeinerten Eigenräume zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, …, λr
von f , siehe Korollar 17.16.

Wirwählenmit Hilfe von Satz 17.22 Basen der Ṽλi , so dass der nilpotente Endomorphismus

f|Ṽi − λi idṼi von Ṽi durch eineMatrix in Jordanscher Normalform beschriebenwird. Indem

wir alle diese Basen zusammensetzen, erhaltenwir eine Basis vonV , bezüglich derer f durch
eineMatrix in Jordanscher Normalform beschriebenwird. �

Bemerkung 17.23 (Berechnung der Jordanschen Normalform einer Matrix/eines Endo-
morphismus). Um die Jordansche Normalform eines trigonalisierbaren Endomorphismus

(bzw. einerMatrix) zu finden, genügt es, die Dimensionen dimKer(f − λ id)i für alle Eigen-
werte λ und alle i zwischen 1 undmultλ(minpolf ) zu berechnen,wasmanmit (mehrfacher

…) Anwendung des Gauß-Algorithmus erledigen kann. Daraus findet man, wie der Ein-
deutigkeitsbeweis zeigt, die Jordansche Normalform. Oft kannman einen Großteil dieser
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Berechnungen sparen,wennman zunächst das charakteristische Polynom und dasMini-
malpolynom berechnet und in Linearfaktoren zerlegt, weil das gewisse Einschränkungen
an die Jordansche Normalformmit sich bringt, siehe Satz 17.4. ♦

Ergänzung 17.24 (Berechnung einer Jordanbasis). Sei f ein trigonalisierbarer Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V . Eine Basis B von V zu finden,

so dassMB
B(f ) Jordansche Normalform hat (eine sogenannte Jordanbasis), ist in der Regel

wesentlich aufwändiger, als diese Jordansche Normalform zu berechnen. (Wir haben ja
bereits gesehen, dass es im allgemeinen Fall eine umfangreiche Rechnung erfordert, um
für zueinander konjugierteMatrizenA und B eine invertierbareMatrix Smit B = SAS−1 zu
finden.)

Als erstes berechnetman die verallgemeinerten Eigenräumevon f . Auch das kann schon
rechenintensiv sein, aber im Prinzip ist klar, wie vorzugehen ist. Danach kann man sich
auf den Fall beschränken, dass V ein einziger verallgemeinerter Eigenraum ist, etwa zum
Eigenwert λ. Ersetzt man f durch f − λ idV , so hat man die Aufgabe auf den Fall eines
nilpotenten Endomorphismus reduziert.

Im Prinzip könntemanwie im Beweis von Satz 17.22 vorgehen, um die gesuchte Basis zu
konstruieren. Um die Berechnung einigermaßen effizient auszuführen, ist es aber besser,
die Sache etwas systematischer anzugehen. Das klärt die Situation vielleicht auch zusätzlich
auf (allerdings ist die zusätzlich erforderliche »Buchhaltung« etwas lästig, weswegenwir
für Satz 17.22 einen kürzeren Beweis gewählt haben).

Es sei also f :V → V nilpotent, etwa f m = 0, f m−1 6= 0.Wir betrachten die folgende Kette
von Untervektorräumen von V :

0 ⊆ Ker(f ) ⊆ Ker(f 2) ⊆ · · · ⊆ Ker(f m−1) ⊆ Ker(f m) = V .
Wirwählen nun nacheinander

• ein Komplement Um−1 von Ker(f
m−1) in Ker(f m) = V ,

• ein Komplement Um−2 von f (Um−1)⊕ Ker(f m−2) in Ker(f m−1),
• ein Komplement Um−3 von f

2(Um−1)⊕ f (Um−2)⊕ Ker(f m−3) in Ker(f m−2),
• …
• ein Komplement U0 von f

m−1(Um−1)⊕ f m−2(Um−2)⊕ · · · ⊕ f (U1) in Ker(f ).

Für alle i = 0, …,m − 1 sei u
(i)
1 , …, u(i)di eine Basis von Ui . Dann bilden dieVektoren

f j(u
(i)
k ), i = 0, …,m − 1, k = 1, …, di, j = 0, …, i,

eine BasisB von V , so dassMB
B(f ) Jordansche Normalform hat. Dabei ordnenwir die Basis-

vektoren soan, dass für jedes i und kdieVektorenu
(i)
k , f (u

(i)
k ),…, f i(u

(i)
k )direkthintereinander

stehen. Sortiert man noch nach i, so kannman zusätzlich erreichen, dass die Jordan-Blöcke
der Größe nach geordnet sind.

Dass diese Familie vonVektoren eine Basis bildet, ist mit Blick auf die Konstruktion der Ui
ohne größere Schwierigkeiten einzusehen.

Dass die Summe f j(Um−1) + f j−1(Um−2) + · · · + f (Um−j) + Ker(f m−j−1) in der obigen Kon-

struktion in Ker(f m−j) enthalten ist, folgt aus f m = 0 und der Konstruktion der Ui . Es bleibt
aber noch zu begründen, dass diese Summe

f j(Um−1) + f j−1(Um−2) + · · · + f (Um−j) + Ker(f m−j−1)

in jedem der obigen Schritte eine direkte Summe ist. Dafürwollenwir zum Abschluss ein
Argument skizzieren.Wir führen Induktion nach j. Für j = 1 ist die Sache klar. Nehmenwir
nun an, dass

f j(um−1) + · · · + f (um−j) + v = 0
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ist mit j > 1, ui ∈ Ui, v ∈ Ker(f m−j−1).Wirwollen zeigen, dass alle einzelnen Summanden
= 0 sind. Durch Anwenden von f m−j−1 erhaltenwir

f m−1(um−1) + · · · + f m−j(um−j) = 0.
Wennwir zeigen können, dass daraus ui = 0 für alle i = m − j, …,m − 1 folgt, dann sindwir
fertig.

Wir schreiben die obige Gleichung um als

f m−j(f j−1(um−1) + · · · + um−j) = f m−1(um−1) + · · · + f m−j(um−j) = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung ist f j−1(Um−1)⊕ f j−2(Um−2)⊕ · · · ⊕ Um−j ⊕ Ker(f m−j) eine

direkte Summe. Dass das Element f j−1(um−1) + · · · + um−j in Ker(f
m−j) liegt, wie wir hier

sehen, impliziert also f j−1(um−1) + · · · + um−j = 0, und damit f j−1(um−1) = · · · = um−j = 0.

Nun gilt Ui ∩ Ker(f i) = 0 nach Konstruktion von Ui, und daher erhalten wir schließlich
um−1 = · · · = um−j = 0.

� Ergänzung 17.24

17.5. Die Jordan-Zerlegung

Oftist es ausreichend, anstelle der genauen JordanschenNormalformdie sogenannte Jordan-
Zerlegung zur Verfügung zu haben, die es erlaubt, eine trigonalisierbare Matrix als die
Summe einer diagonalisierbaren und einer nilpotenten Matrix zu schreiben, die zudem
miteinander kommutieren. Besonders nützlich ist die Aussage des folgenden Satzeswegen
der Eindeutigkeit dieser Zerlegung.

Satz 17.25 (Jordan-Zerlegung). Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Sei f ∈ End(V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus.

Dann existieren eindeutig bestimmte EndomorphismenD und N von V mit den folgenden Eigenschaften:
D ist diagonalisierbar, N ist nilpotent,

f = D + N, und D ◦ N = N ◦ D.
Ferner existieren Polynome pd, pn ∈ K[X]mit Absolutterm0, so dass D = pd(f ), N = pn(f ).

Beweis. Seienλ1, …, λr diepaarweiseverschiedenenEigenwertevon f . SeiV =
⊕r

i=1 Ṽλi
die Zerlegung in verallgemeinerte Eigenräume und minpol

f
=
∏r

i=1(X − λi)
mi . Mit dem

Chinesischen Restsatz, Satz 15.61, findenwir ein Polynom pd, so dass

pd ≡ λi mod (X − λi)
mi , i = 1, …, s, pd ≡ 0 mod X.

Man beachte, dass die letzte Bedingung aus den vorherigen folgt, falls 0 ein Eigenwert von f
ist, und dass ansonsten Xmit allen (X − λi)

mi teilerfremd ist.

Dann gilt pd(f )|Ṽλi
= λi id für alle i, also ist D := pd(f ) diagonalisierbar. Andererseits sei

pn := X − pd undN := pn(f ). Dann hatN|Ṽλi
nur den Eigenwert 0, ist daher nilpotent, also

istN nilpotent. Offenbar giltD ◦ N = N ◦ D, da sichD undN als Polynome in f ausdrücken
lassen.

Eindeutigkeit. Sei f = D + N die soeben konstruierte Zerlegung und f = D′ + N′ eineweitere.
Wir zeigen D = D′, N = N′. Auch wenn wir nicht voraussetzen, dass sich D′ und N′ als
Polynome in f schreiben lassen, gilt das,wiewir gesehen haben, fürD undN und es folgt,
dass f ,D,N,D′,N′ alle miteinander kommutieren. Insbesondere ist in der Gleichung

D − D′ = N′ − N
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die linke Seite diagonalisierbar und die rechte Seite nilpotent. Es folgtD−D′ = 0 = N′ − N,
wie gewünscht. �

Bemerkung 17.26. Um den Satz über die Jordan-Zerlegung ohne die Eindeutigkeitsaus-
sage und ohne die Aussage, dass sich D und N als Polynome in f ausdrücken lassen, zu
beweisen, kannman elementarer vorgehen:Man definiereD als die eindeutig bestimmte
AbbildungmitD|Ṽλi

= λi idṼλi
und setzeN = f − D. Es lässt sich dann leicht prüfen, dassD

diagonalisierbar undN nilpotent ist und dassDN = ND gilt.

Alternativ kann man natürlich auch benutzen, dass A zu einer Matrix B in Jordanscher
Normalform konjugiert ist.Wie sieht die Jordan-Zerlegung für B aus? ♦

Ein entsprechendes Ergebnis hat man natürlich für trigonalisierbareMatrizen. Eine andere
Variante, die manchmal nützlich ist, ist die multiplikative Jordan-Zerlegung.

Ergänzung 17.27 (Diemultiplikative Jordan-Zerlegung). Sei K ein Körper und V ein end-
lichdimensionalerVektorraum über K. Ist f :V → V ein trigonalisierbarer Automorphismus
vonV , dann existieren eindeutig bestimmteAutomorphismenU undDvonV , so dass gilt:

(a) D ist diagonalisierbar,

(b) U ist trigonalisierbarmit 1 als einzigem Eigenwert,

(c) A = U ◦ D = D ◦ U .

Beweis. Übung. (Das Ergebnis lässt sich leicht aus der additiven Jordan-Zerlegung
folgern.) �

� Ergänzung 17.27

17.6. Die rationale Normalform *

Wenn der Grundkörper K nicht algebraisch abgeschlossen ist, dann ist nicht jede quadrati-
scheMatrix über K trigonalisierbar. In diesem Fall ist es nützlich, andere »Normalformen«
als die Jordansche Normalform zu betrachten. Es ist klar, dass diese im allgemeinen keine
Dreiecksform haben können. Es ist aber immer möglich, eine gegebene Matrix zu einer
Block-Diagonalmatrix zu konjugieren, deren Blöcke Begleitmatrizen sind.Wirwollen das
in diesemAbschnitt ein bisschen präzisieren, aber nicht beweisen.

Wir sprechenwieder über Endomorphismen statt über Matrizen. Sei also V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomorphismus. Sei μ = minpol

f
,

χ = charpol
f
und seien

μ = p
m1
1 ∙ · · · ∙ p

mr
r

und
χ = p

n1
1 ∙ · · · ∙ p

nr
r

die Zerlegungen in irreduzible Polynome in K[X], d.h. es seien p1, …, pr normiert, irredu-
zibel und paarweise verschieden und 1 ≤ mi ≤ ni für alle i. (Wir benutzen hier, dass ein
irreduzibles Polynom genau dann μ teilt, wenn es χ teilt.

Mit Satz 17.13 und Satz 17.14 erhalten wir eine Zerlegung von V als direkte Summe V =⊕r

i=1 Vi von f -invarianten Unterräumen, so dass für alle i die Einschränkung von f auf Vi
Minimalpolynom p

mi

i und charakteristisches Polynom p
ni
i hat. Insbesondere gilt dimVi =

deg(p
ni
i ) = ni deg(pi). Um diese Zerlegung zu erhalten, ist es nicht erforderlich, weitere

Wahlen zu treffen, sie ist durch f eindeutig bestimmt.
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Indem wir die einzelnen Summanden dieser Zerlegung einzeln behandeln, können wir
im folgenden annehmen, dass minpol

f
und charpol

f
Potenzen eines einzigen irreduziblen

Polynoms p sind.

Diewesentliche Arbeit beim Beweis der Existenz der unten angegebenen »rationalen Nor-
malform« besteht darin, den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 17.28. Der VektorraumV lässt sich als eine direkte Summe von f -zyklischen Untervektorräumen
schreiben.

Insgesamt kannman dann das folgende Theorem beweisen, das eine Normalform für Endo-
morphismen angibt, ohne dassman die Trigonalisierbarkeit annehmenmuss.

Theorem 17.29 (Rationale Normalform). Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Sei f ∈ EndK(V), und sei

charpol
f

=
s∏
i=1

p
ni
i

die Zerlegung in ein Produkt irreduzibler normierter Polynome (pi ∈ K[X] paarweise verschieden). Dann
existieren für jedes i ∈ {1, …, s} natürliche Zahlen ri,1 ≥ ri,2 ≥ · · · mit

∑
j
ri,j = ni und eine BasisB

von V, so dass

MB
B(f ) = diag(A1, …,As)

eine Diagonal-Blockmatrix ist, und für jedes i die Matrix Ai ∈ MNi
(K), Ni := ni deg pi , selbst eine

Diagonal-Blockmatrix ist, die zusammengesetzt ist aus den Begleitmatrizen der Polynome p
ri,1
i , p

ri,2
i , ….

Dabei sind die pi als die normierten irreduziblen Teiler von charpolf bis auf ihre Reihenfolge eindeutig

und die Zahlen ri,j eindeutig bestimmt.

Für alle i ist pi ein Teiler vonminpolf , und p
ri,1
i ist diemaximale Potenz von pi , dieminpolf teilt, genauer

gilt:

minpol
f

=
s∏
i=1

π
ri,1
i .

Siehe Abschnitt 18.7, insbesondere Abschnitt 18.7.6 für einen konzeptionellen Beweis, der
allerdings einenweiteren Ausbau der Ringtheorie erfordert. Siehe auch [Zi] Kapitel 7.4 für
einen direkteren Zugang.

17.7. Ergänzungen *

17.7.1. Die Jordansche Normalform über R. Ist A ∈ Mn(R) trigonalisierbar, dann
besagt der Satz über die Jordansche Normalform, dass A konjugiert ist zu einer Matrix
B ∈ Mn(R), die Jordansche Normalform hat.

Es ist eine naheliegende Frage, ob es eine »einfache Normalform« für beliebigeMatrizen
ausMn(R) gibt. In der Tat kannmanmit der folgenden Definition eine solche Normalform
beschreiben:

Definition 17.30. Für a, b ∈ R, b 6= 0, und r ∈ N>0 setzenwir

Ma,b =
(
a −b
b a

)



17.7. ERGÄNZUNGEN * 73

und definieren die (nach einem zu den Jordanblöcken analogen Prinzip gebildete) Blockma-
trix

Jr,a,b =


Ma,b E2

Ma,b E2
. . .

. . .

Ma,b E2
Ma,b

 ∈ M2r(R).

a

Theorem 17.31 (Jordansche Normalform über R). Sei A ∈ Mn(R) eine quadratische Matrix
über demKörper der reellen Zahlen. Dann ist A konjugiert zu einer Block-Diagonalmatrix, deren Blöcke
entweder gewöhnliche Jordanblöcke oder Blöcke der Form Jr,a,b (mit r ≥ 1, a, b ∈ R, b 6= 0) sind. Diese
Normalform ist eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge der Blöcke.

Die Blöcke Jr,a,b korrespondieren zu den irreduziblen PolynomenvomGrad 2, die das cha-

rakteristische Polynom (und dasMinimalpolynom) vonA teilen. Es gilt ein ähnlicher Zu-
sammenhang zwischen den Größen der Blöcke und den Vielfachheiten, mit denen diese
Polynome inMinimalpolynom bzw. charakteristischem Polynom auftreten.

ZumBeweis kannman -grob skizziert – folgendermaßenvorgehen: Jedenfalls kannmandie
MatrixA ∈ Mn(R) als Element vonMn(C) betrachten, und eineMatrix S ∈ GLn(C) finden,
für die SAS−1 Jordansche Normalform hat (allerdings inMn(C), eswerden also,wennA über
Rnicht trigonalisierbar ist, auch komplexe Zahlen als Einträge auftreten).Weil das charakte-
ristische PolynomKoeffizienten inR hat, sind seine Nullstellen entweder reell, oder tritt für
eine Nullstelle λ ∈ C \ R die komplex konjugierte Zahl λmit derselbenVielfachheit als Null-
stelle auf. Man zeigt, dass auch die Größen der Jordanblöcke zu λ bzw. zu λ übereinstimmen.
(Das folgt aus der Eindeutigkeitsaussage über die Jordansche Normalform über C.) Man
kann dann zeigen, dassman je einen Jordanblock der Größe r zu λ und λ »zusammenfassen«
kann zu einem Block der Form Jr,a,b.

Siehe zum Beispiel [Kl] Kapitel 5.6 fürweitere Details.

17.7.2. LineareDifferentialgleichungenmitkonstantenKoeffizienten. Die Jordan-
sche Normalform ist nützlich in der Theorie der linearen Differentialgleichungenmit kon-
stanten Koeffizienten. Damit kann man die Methoden, die wir in Ergänzung I.10.28 im
diagonalisierbaren Fall skizziert haben, auf den allgemeinen Fall übertragen (überC direkt,
und überRmit Hilfe der Jordanschen Normalform überR, Theorem 17.31.

Siehe [Kl] Kapitel 5.7. Siehe auch [Wa2] Kapitel 1.





KAPITEL 18

Konstruktionen vonVektorräumen

Wir kennen schon einigeMöglichkeiten, um aus gegebenenVektorräumen »neue« zu kon-
struieren, unter anderem die direkte Summe und das Produkt von Vektorräumen (Ab-
schnitt I.6.6) und die RäumeHomK(V ,W) von linearen Abbildungen zwischenVektorräu-
men.

In diesemKapitel kommenwir zuerst noch einmal kurz auf Summe und Produkt zu spre-
chen, und betrachten dann einigeweitere Konstruktionen vonVektorräumen:

• den Quotientenvektorraum V/U eines Vektorraums V nach einem Untervektor-
raum U ,

• das Tensorprodukt vonVektorräumen,
• die äußeren Potenzen einesVektorraums.

Die Quotientenkonstruktion ist eineMethode, die nicht nur für Vektorräume sondern auch
fürMengen, Gruppen und Ringe in ähnlicherWeise durchführbar ist, und speziell im Kon-
text von Gruppen und von Ringen noch eine wesentlich größere Bedeutung hat, als für
Vektorräume. Siehe die Abschnitte 18.3 und 18.4 für kurze Einführungen.

Um die Gemeinsamkeiten zwischen den verschiedenen Quotientenkonstruktionen deutlich
zumachen (und das Fundament fürweitere Verallgemeinerungen auf noch kompliziertere
Objekte zu legen), diskutierenwir die Charakterisierung des Quotienten durch seine »uni-
verselle Eigenschaft«. Das klingt zuerst ein bisschen kompliziert, ist aber ein sehrmächtiges
Konzept, das zum Beispiel in der Algebra und der algebraischen Geometrie von Bedeutung
ist.

Eswird oft nützlich sein, die gegebenen Objekte und Abbildungen in einem sogenannten
»kommutativen Diagramm« darzustellen.

Definition 18.1. EinDiagramm von Abbildungen ist gegeben durch eineMenge von Objek-
ten und eineMenge von Abbildungen dazwischen.

Wir sprechenvon einem kommutativenDiagramm,wenn für je zweiObjekte in demDiagramm
alle Verkettungen entlang verschiedenerWege vom ersten zum zweiten Objekt dieselbe
Abbildung ergeben. a

Die Definition lässt sich am einfachsten anhand einiger Beispiele erklären.

Beispiel 18.2. (1) Gegeben sei ein Diagramm

A B

C D.

t

g

s

f

Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wenn f ◦ t = s ◦ g gilt.
(2) Gegeben sei ein Diagramm

75



76 18. KONSTRUKTIONEN VON VEKTORRÄUMEN

A B

C.

f

h g

Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wenn f = g ◦ h gilt.
(3) Gegeben sei ein Diagramm

T

Z X

Y S.

φ

ψ

ξ

g

v u

f

Das Diagramm ist genau dann kommutativ,wenn ψ = v ◦ ξ , φ = g ◦ ξ und f ◦ v = u ◦ g
gilt. Die anderen Bedingungen, zum Beispiel u ◦ φ = f ◦ v ◦ ξ , folgen daraus.

♦

18.1. Produkt und direkte SummevonVektorräumen

18.1.1. Die universelle Eigenschaft des Produkts. Sei K ein Körper. Sei I eine Men-
ge (“Indexmenge”), und sei für jedes i ∈ I ein Vektorraum Vi gegeben. Wir haben in Ab-
schnitt I.6.6 das Produkt und die direkte Summe der Familie Vi definiert, und zwar ist∏

i∈I
Vi = {(vi)i∈I; vi ∈ Vi}

als Menge das gewöhnliche kartesische Produkt, und die Vektorraumstruktur ist durch
komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation definiert. Die direkte Summe⊕
i∈I

Vi =

{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi; vi = 0 für alle bis auf höchstens endlich viele i ∈ I

}
⊆
∏
i∈I

Vi

ist der Untervektorraum derjenigen Elemente, in denen nur endlich viele Einträge 6= 0 sind.
Ist I endlich, dann stimmen direkte Summe und direktes Produkt überein.

Ist I = {1, …n}, so schreibenwir auch
∏n

i=1 Vi oder V1 × · · · × Vn statt
∏

i∈I Vi .

Das Produkt erfüllt die folgende sogenannte »universelle Eigenschaft«.

Satz 18.3 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Mit den obigen Notationen sei V :=
∏

i∈I Vi .

Die Projektionen πj:V → Vj , (vi)i 7→ vj , sind Vektorraumhomomorphismen.

Sei W ein Vektorraum zusammen mit Homomorphis-
men pj:W → Vj . Dann gibt es genau einen Homo-

morphismus φ:W → V, so dass für alle j ∈ I gilt:
pj = πj ◦ φ.

W
∏

i∈I Vi

Vj.

φ

pj πj

Beweis. Wir definieren φ durch

φ(w) = (pi(w))i∈I.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Abbildung die gewünschten Eigenschaften hat, und dass es
keine andereMöglichkeit gibt, eine solche Abbildung zu definieren. �
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In Teil (2) des Satzes nennt man denVektorraumW (zusammenmit den Homomorphismen
pj) auchdasTestobjekt fürdieuniverselleEigenschaft.Es istwichtig, dasshier jederVektorraum

als Testobjekt verwendetwerden darf.

Der Beweis des Satzes ist so simpel, dass sich die Frage stellt, warum der Satz überhaupt
nützlich ist. Uns dient der Satz hier vor allem der Illustration,wie eine universelle Eigen-
schaft eine Charakterisierung der entsprechenden Konstruktion liefert. Das formulierenwir
folgendermaßen.

Satz 18.4. Seien K ein Körper, I eineMenge, und für i ∈ I sei ein K-VektorraumVi gegeben. Sei P ein
K-Vektorraum zusammenmit Vektorraum-Homomorphismen ψj:P → Vj , so dass gilt:

Für jeden K-VektorraumW (»Testobjekt«) zusammenmit Homomorphismen pj:W → Vj gibt es genau

einenHomomorphismus φ:W → P, so dass für alle j ∈ I gilt: pj = ψj ◦ φ.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus α:P ~−→
∏

i∈I Vi , so dass ψj = πj ◦ α für
alle j gilt. (Hier bezeichnet wieder πj:

∏
i
Vi → Vj die Projektion.)

Beweis. Weilwir schon gesehen haben, dass das Produkt Π :=
∏

i∈I Vi und P dieselbe

universelle Eigenschaft erfüllen, lässt sich der Satz durch ein rein formales Argument in den
folgenden vier Schritten beweisen.

Wir bezeichnen die Projektion Π =
∏

i∈I Vi → Vj wie obenmit πj .

Schritt 1: Konstruktion eines Homomorphismus α: P → Π.Wirwen-
den die universelle Eigenschaft von Π an (mit Testobjekt P).
Mit P und den Abbildungen ψj:P → Vj habenwir ein Testob-

jekt, das die Voraussetzungen erfüllt, undwir erhalten einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus α:P → Π, so dass
ψj = πj ◦ α für alle j ∈ I gilt.

P Π

Vj.

α

ψj πj

Schritt 2: Konstruktion eines Homomorphismus β:Π→ P. Symme-
trisch dazuwendenwir jetzt die universelle Eigenschaft von
P an. Mit Π und den Abbildungen πj:Π → Vj habenwir ein

Testobjekt, das die Voraussetzungen erfüllt, undwir erhalten
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus β:Π→ P, so
dass πj = ψj ◦ β für alle j ∈ I gilt.

Π P

Vj.

β

πj ψj

Schritt 3: β ◦ α = idP .Wir betrachten nun die beiden Homo-
morphismen idP :P → P und β ◦ α:P → P. Es gilt

(a) ψj = ψj ◦ idP , und
(b) ψj = πj ◦ α = ψj ◦ (β ◦ α).
Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigen-
schaft von P (mit Testobjekt P) folgt, dass β ◦ α = idP ist.

P Π P

Vj.

α

idP

ψj

β

ψj

Schritt 4: α ◦ β = idΠ.Das Argument verläuft genau symmetrisch zu Schritt 3.

Da α und β zueinander invers sind, handelt es sich um Isomorphismen. Die Eindeutigkeit in
den Schritten 1 und 2 folgt direkt aus der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft
(auch ohne schon zuwissen, dass α und β Isomorphismen sind). �

Bemerkung 18.5 (Nutzen der Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft). Die
Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft erlaubt es, gewisse Konzepte –wie
das Produkt – rein in Termenvon Objekten und zugehörigen Abbildungen auszudrücken.
Das funktioniert nicht nur für Vektorräume undVektorraum-Homomorphismen, sondern
immer, wennwir eine »vernünftige« Klasse von Objekten und dazugehörigen Abbildun-
gen (»Homomorphismen«, oder oft auch einfach »Morphismen«) an der Hand haben. (Der
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»richtige« Begriff, um diese Situation zu formalisieren ist der Begriff der Kategorie, siehe
Ergänzung 18.8.1.)

Zum Beispiel kannman so den Begriff des Produkts auch charakterisieren für

• Mengen und Abbildungen,
• Gruppen und Gruppenhomomorphismen,
• Ringe und Ringhomomorphismen,

und auch in vielen anderen Situationen.

So elegant die Definition eines Begriffs über die universelle Eigenschaft ist (wenn man
sich erst einmal daran gewöhnt hat), hat sie doch einen Haken: Zwar bekommt man die
Eindeutigkeit bis auf eindeutig bestimmten Isomorphismus »geschenkt«, aber ob so ein
Objekt überhaupt existiert, lässt sich aus der Definition nicht ablesen. In der Tat ist es leicht,
Beispiele von »Situationen« zu geben,wo ein Objekt, das die obige universelle Eigenschaft
des Produkts hat, nicht existiert! Und ähnlich ist es für die anderen Beispiele aus der Liste
unten, die man durch universelle Eigenschaften charakterisieren kann: Die Existenzmuss
jedesmal noch extra bewiesenwerden.

ZumBeispiel gibt es keinenKörperK, der die universelleEigenschaftdesProduktsvonQund
F2 erfüllt (mit Ringhomomorphismen als Abbildungen). Man kann zwar den Produktring
Q × F2 betrachten, aber das ist (warum?) kein Körper. Dass es so einen Körper gar nicht
geben kann, sieht man daran, dass es schon keinen Körper K gibt, für den es sowohl einen
Ringhomomorphismus K → Q als auch einen Ringhomomorphismus K → F2 gibt.

Bei Begriffen, diewir ohnehin durch eine konkrete Konstruktion definiert haben, ist das
natürlich kein Problem. Aber zum Beispiel beim Tensorprodukt ist der Beweis, dass ein
Objekt mit der gesuchten universellen Eigenschaft überhaupt existiert, etwas »lästig«. Im-
merhin ist das Gute, dass man die explizite Konstruktion,wenn die Existenz des gesuchten
Objektes einmal gezeigt ist, in vielen Fällen niewieder braucht, weil man alle Eigenschaften
des Objekts mit der universellen Eigenschaft begründen kann.

Dasselbe Prinzip (aber ebenmit anderen »universellen Eigenschaften«) lässt sich auf viele
Konstruktionen anwenden, zum Beispiel kann man auch die folgenden Konstruktionen
durch universelle Eigenschaften charakterisieren:

• die direkte SummevonVektorräumen, siehe unten,
• den sogenanntenQuotienten einesVektorraums nach einemUnterraum (oder einer
Gruppe nach einemNormalteiler oder eines Rings nach einem Ideal …), siehe die
Abschnitte 18.2, 18.3, 18.4,

• den Kern eines (Vektorraum-)Homomorphismus,
• das Bild eines (Vektorraum-)Homomorphismus,
• den Polynomring über einem kommutativen Ring,
• dasTensorproduktvonVektorräumenunddie äußerenPotenzen einesVektorraums,
siehe die Abschnitte 18.5, 18.6.

♦

Bemerkung 18.6 (Analogien zur universellen Eigenschaft). Vielleicht ist es hilfreich, noch
einmal an die folgenden Konstruktionen/Definitionen zu erinnern, die (in gewissemMaße)
der Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft ähneln:

(1) SeienR ein Integritätsring und a, b ∈ R. Ein Element dheißt ggT von aund b,wenn gilt:

(a) d | a, d | b,
(b) für jedes Element d′ mit d′ | a und d′ | b gilt d′ | d.
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Wenn Sie hier x | y gedanklich als »es existiert x → y« interpretieren, und voraussetzen,
dass zwischen zwei »Objekten« immer höchstens eine Abbildung (»ein Pfeil«) existiert,
dann liest sich die obige Definition ganz ähnlich wie die universelle Eigenschaft des
Produkts von zwei Objekten a und b.

Die Ähnlichkeit erstreckt sich auch dahin, dass aus der Definition nicht die Existenz
eines ggT folgt, und dass ein ggT eindeutig bestimmt ist bis auf Multiplikation mit einer
(eindeutig bestimmten) Einheit von R×.

(2) Sei V einVektorraum und seiM ⊆ V eine Teilmenge. Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt
vonM erzeugter Untervektorraum, wenn gilt:

(a) M ⊆ U ,

(b) für jeden Untervektorraum U ′ ⊆ V mitM ⊆ U ′ gilt U ⊆ U ′.

Hier spielt⊆dieRolle derAbbildungenundwir bekommen für jedes »Testobjekt«U ′ eine
»Abbildung« von U nach U ′. Diese Definition ähnelt daher der universellen Eigenschaft
der direkten Summe, diewir in Abschnitt 18.1.2 anschauenwollen.

♦

Bemerkung 18.7. Man kann die universelle Eigenschaft des Produkts auch folgenderma-
ßen umformulieren: Seienwie oben K-Vektorräume Vi , i ∈ I, gegeben, und seien πj:

∏
i
Vi →

Vj die Projektionen. Für jeden K-VektorraumW ist der Homomorphismus

HomK

(
W ,
∏
i∈I

Vi

)
→
∏
i∈I

HomK(W ,Vi), ψ 7→ (πi ◦ ψ)i∈I

bijektiv. ♦

Bemerkung 18.8. Der Zugang über die universelle Eigenschaft liefert auch eine neue
Begründung dafür, dass das leere Produkt, also das Produkt (von einer Familie von K-
Vektorräumen)mit leerer Indexmenge, als der Nullvektorraum über K angesehenwerden
sollte.Warum? ♦

18.1.2. Die universelle Eigenschaft des Koprodukts. Die direkte Summe kannman
in ähnlicherWeise durch eine universelle Eigenschaft charakterisieren.

Satz 18.9 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe). Seien K ein Körper, I eineMenge und
sei für jedes i ∈ I ein VektorraumVi gegeben.

(1) Mit den obigen Notationen sei V :=
⊕

i ∈ IVi . Die Inklusionen ιi:Vi → V, v 7→ (…,0, v,0, … )
(v steht an der Stelle I) sindHomomorphismen.

(2) Sei W ein Vektorraum zusammen mit Homomorphismen fi:Vi → W. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus φ:

⊕
i∈I Vi → W, so dass für alle i ∈ I gilt: fi = φ ◦ ιi .⊕

i∈I Vi W

Vj.

φ

ιj fj

(3) Sei V′ ein Vektorraum zusammen mit Homomorphismen ι′i :Vi → V ′, der auch die Eigenschaft
in (2) hat. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus φ:V → V ′, so dass für alle i:
ι′i = φ ◦ ιi .
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Beweis. Der Beweis der Teile (1) und (2) ist einfach. Die Abbildungφ in Teil (2) definiert
man durch

φ((vi)i∈I) =
∑
i∈I

fi(vi).

Weil höchstens endlich viele vi von Null verschieden sind, hat die Summe auf der rechten
Seite nur endlich viele Summanden 6= 0. Für Teil (3) kann man ganz analog zu Satz 18.4
vorgehen. Man konstruiert in den ersten beiden Schritten Homomorphismen V → V ′

und V ′ → V mit der Existenzaussage der universellen Eigenschaften, und benutzt dann
die Eindeutigkeitsaussage, um zu beweisen, dass beide Verkettungen mit der jeweiligen
Identitätsabbildung übereinstimmen. �

Überlegen Sie sich, dass die direkte Summe aber (wenn I unendlich ist und unendlich viele
Vi 6= 0 sind) nicht die universelle Eigenschaft des Produkts erfüllt, und dass ebenso das
Produkt in diesem Fall nicht die universelle Eigenschaft der direkten Summe erfüllt.

Zwischen Produkt und direkter SummevonVektorräumen gibt es eine formale Analogie:
Man erhält die universelle Eigenschaft der direkten Summe aus derjenigen des Produkts,
indemman bei allen Abbildungen (allen »Pfeilen«) die Richtung umdreht:

W
∏

i∈I Vi

Vj.

φ

pj πj

W
⊕

i∈I Vi

Vj.

φ

fj ιj

Deshalb nenntman die direkte Summemanchmal auch das Koprodukt der Familie (Vi)i∈I ,
besonders dann, wenn man über die universelle Eigenschaft spricht. Für das Koprodukt
verwendet man auch das Symbol

∐
i∈I .

Bemerkung 18.10. Ähnlichwie in Bemerkung 18.7 kannman die universelle Eigenschaft
desKoproduktsvonVektorräumenfolgendermaßenumformulieren: IstVi , i ∈ I, eineFamilie
von K-Vektorräumen, so ist für jedenVektorraumW die Abbildung

HomK

(⊕
i∈I

Vi,W

)
→
∏
i∈I

HomK(Vi,W), φ 7→ (φ ◦ ιi)i∈I

bijektiv. Vergleiche Satz I.7.15. ♦

Bemerkung 18.11 (Koprodukt vonMengen). Das gewöhnliche kartesische Produkt von
Mengen erfüllt fürMengen und Abbildungen zwischenMengen dieselbe universelle Eigen-
schaftwie das Produkt von K-Vektorräumen (und auchwie das Produkt von Gruppen und
das Produkt von Ringen). Beim Koprodukt ist die Sache interessanter. Es gibt nämlich für
Mengen X, Y keine »natürliche« Abbildung X → X × Y , weil es – anders als im Fall von
Vektorräumenmit demNullvektor – kein »ausgezeichnetes« Element von Y gibt. Deshalb
lässt sich ein Koprodukt X

∐
Y vonMengen X und Y (also eineMenge, die die universelle

Eigenschaft des Koprodukts für die Familie X, Y erfüllt) nicht als Teilmenge des Produkts
X × Y konstruieren.

Man kann aber Koprodukte vonMengen auf eine andere Art undWeise konstruieren, und
zwar hat die disjunkteVereinigungvon zweiMengen (bzw. allgemeinervon einer Familie (Xi)i∈I
vonMengen) die richtige universelle Eigenschaft. Unter der disjunktenVereinigung einer
Familie Xi, i ∈ I verstehen wir eine Menge

∐
i∈I Xi mit injektiven Abbildungen ιi:Xi →∐

i∈I Xi, so dass
∐

i∈I Xi dieVereinigung aller ιi(Xi) ist, und so dass ιi(Xi) ∩ ιj(Xj) = ∅ für alle
i 6= j ist. Man bildet sozusagen dieVereinigung in einer Art undWeise, dass die Elemente
der einzelnen Xi jedenfalls voneinander getrennt bleiben. (Formal kann man das als die
Vereinigung derMengen {i} × Xi konstruieren, die Abbildung ιi ist dann durch x 7→ (i, xi)
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gegeben. Es ist nicht schwer nachzuprüfen, dass diese Konstruktion eineMenge (zusammen
mit den Abbildungen ιi) liefert, die die universelle Eigenschaft des Koprodukts erfüllt.

♦

Bemerkung 18.12. Der Zugang über die universelle Eigenschaft liefert auch eine neue
Begründung dafür, dass die leere direkte Summe, also die direkte Summe (von einer Familie
von K-Vektorräumen) mit leerer Indexmenge, als der Nullvektorraum über K angesehen
werden sollte.Warum? ♦

18.2. Der Quotientenvektorraum

Wir kommen nun zur Konstruktion des Quotientenvektorraums. Dieser Konstruktion liegt
die folgende Idee zugrunde: SindK ein Körper,V einK-VektorraumundU ⊆ V ein Untervek-
torraum, somöchtenwir einen neuenVektorraum V/U zusammenmit einem surjektiven
Homomorphismus π:V → V/U konstruieren, der U als Kern hat. Die Konstruktion soll
dabei nicht von irgendwelchenWahlen abhängen (insbesonderewollenwir nicht benutzen,
dass U ein Komplement in V besitzt – eine Tatsache, die den Basisergänzungssatz erfordert
und die wir in der Linearen Algebra 1 deshalb auch nur für endlich erzeugte V bewiesen
haben).

Bemerkung 18.13. Zur Einstimmung undMotivation stellenwir zwei Vorüberlegungen
an.

(1) Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum. Nehmenwir
erstmal an, dass ein surjektiver Vektorraum-Homomorphismus p:V → W mit Kern U
gegeben ist.Wie sehen die Fasern von p aus?

Jedenfalls gilt p−1(0) = Ker(p) = U . Allgemeiner gilt für v, v′ ∈ V , dass sie genau dann
in derselben Faser liegen,wenn p(v) = p(v′), oder äquivalent, wenn v − v′ ∈ U gilt.

Wählenwir zuw ∈ W also irgendein v ∈ V mit p(v) = w, so erhaltenwir

p−1(w) = v + U := {v + u; u ∈ U}.
Die Schreibweise v + U habenwir schon in den erstenWochen der Vorlesung Lineare
Algebra 1 eingeführt, um die Lösungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssys-
temen zu beschreiben. Teilmengen vonV dieser Form entstehen einfach, indemman
U »verschiebt«, d.h. zu allen Elementen von U denselben Vektor v addiert. Und ist v′

irgendein Element aus v + U , so gilt v + U = v′ + U . Mit anderenWorten habenwir

v + U = v′ + U ⇐⇒ v − v′ ∈ U .

Diese Überlegungen könnenwir als Fahrplan benutzen, um in einer Situation,wo nur V
und U , aber nichtW und p gegeben sind, einen surjektiven Homomorphismusmit Kern
U zu konstruieren.

(2) Die zweite Vorbereitung ist eine kurze Erinnerung an den Begriff der Äquivalenzre-
lation. Ist X eine Menge und ~ eine Äquivalenzrelation, dann bezeichnen wir [x] die
Äquivalenzklasse von x ∈ X undmit X/~ dieMenge der Äquivalenzklassen. Dann ist
π:X → X/~ , x 7→ [x] eine surjektive Abbildung, und π(x) = π(x′) gilt genau dann,wenn
x ~ x′ ist.

Ist umgekehrt p:X → Y eine surjektive Abbildung, so ist

x ~ x′ :⇐⇒ p(x) = p(x′)

eine Äquivalenzrelation auf X, und es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung X/~ →
Y , so dass das Diagramm
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X Y

X/~

p

π

kommutativ ist. Außerdem ist die Abbildung X/~ → Y bijektiv.

♦

Nach diesen vorbereitenden Überlegungen könnenwir den Quotientenvektorraum konstru-
ieren. Sei K ein Körper. Es seien V ein K-Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.Wir
definieren auf V die folgende Äquivalenzrelation:

v ~ v′ :⇐⇒ v − v′ ∈ U .

Es ist fast offensichtlich, dass es sich um eine Äquivalenzrelation handelt: v ~ v gilt, weil U
als Untervektorraum die 0 enthält, für v ~ v′ gilt auch v′ ~ v, weil U mit jedem Element auch
sein Negatives enthält, und die Transitivität folgt (für v ~ v′, v′ ~ v′′) aus

v′′ − v = (v′′ − v′) + (v′ − v) ∈ U ,

weil U abgeschlossen ist unter der Addition.Wir bezeichnen dieMenge der Äquivalenzklas-
senmit V/U := V/ ~ .

Die Äquivalenzklasse von v ∈ V bezüglich dieser Äquivalenzrelation ist dieMenge

v + U = {v + u; u ∈ U}.

Man nennt die Äquivalenzklassen dieNebenklassen (von U in V). Die Elemente der Äquiva-
lenzklassen nennenwir auch Repräsentanten oder Vertreter der Äquivalenzklasse oder der
Nebenklasse. Denn für jedes v′ ∈ v+ U gilt v+ U = v′ + U (denn zwei Nebenklassen sind
–wie allgemein zwei Äquivalenzklassen bezüglich einer Äquivalenzrelation – entweder
disjunkt oder gleich).

Als nächstes definierenwir auf V/U die Struktur eines K-Vektorraums, d.h. wir definieren
eine Addition und eine Skalarmultiplikation, so dass die Vektorraumaxiome erfüllt sind.

Addition.Wirwürden für v, v′ ∈ V gerne die Definition

(v + U) + (v′ + U) := (v + v′) + U

machen.Wirmüssen aber begründen, dass dies überhauptwohldefiniert ist, weil die Neben-
klassen v + U und v′ + U sich auch anders darstellen lassen:

v + U = w + U wenn v − w ∈ U , v′ + U = w′ + U wenn v′ − w′ ∈ U .

Dass die obige Definition tatsächlich sinnvoll ist, folgt daraus, dasswir dasselbe Ergebnis
erhalten,wennwir statt v und v′ dieVektorenw undw′ verwenden, um die Nebenklassen
darzustellen:

v − w, v′ − w′ ∈ U ⇒ (v + v′) − (w + w′) ∈ U ⇒ (v + v′) + U = (w + w′) + U .

Weil die Zuordnungsvorschrift davon unabhängig ist, welche Repräsentanten der Neben-
klassenwir verwenden, erhaltenwir einewohldefinierte Abbildung

+: V/U × V/U −→ V/U , (v + U) + (v′ + U) = (v + v′) + U .
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1

1

U

v′ + U = w′ + U

v + U = w + U

v

v′

v + v′

w

w′

w + w′ AdditionvonNebenklassen: In
der Regel gilt zwar,wie in der
Abbildung hier, dass v + v′ 6=
w + w′ ist. Aber die beiden Ele-
mente liegen in derselben Ne-
benklassemodulo U , nämlich
der rot gezeichneten Geraden.
Dies ist die Summevon v + U
undw + U .

Analog definierenwir eine Skalarmultiplikation. DieVorschrift

α(v + U) := (αv + U), für v ∈ V , α ∈ K

istwohldefiniert, denn imFall v+U = v′+U gilt v−v′ ∈ U , also auch αv−αv′ = α(v−v′) ∈ U
und damit αv + U = αv′ + U .Wir erhalten also eine Abbildung

K × V/U −→ V/U , α ∙ (v + U) = (αv) + U .

Es ist dann leichtnachzuprüfen, dass alleVektorraumaxiomeerfüllt sind.Weil dieAbbildung
π:V → V/U , π(v) = v + U , die jedenVektor v auf seine Äquivalenzklasse abbildet, mit den
Verknüpfungen verträglich ist, d.h.

π(v + v′) = π(v) + π(v′), π(αv) = απ(v), für alle v, v′ ∈ V , α ∈ K,

kannman das als eine rein formale Angelegenheit erledigen. Zum Beispiel wie folgt für das
Assoziativgesetz:

((v1+U)+(v2+U))+(v3+U) = (π(v1)+π(v2))+π(v3) = π(v1+v2)+π(v3) = π(v1+v2+v3),

und genauso gilt

(v1 + U) + ((v2 + U) + (v3 + U)) = π(v1 + v2 + v3).

Der Nullvektor in V/U ist 0+ U = U . Das Negative von v + U ist−v + U .

Zudem ist dann klar, dass π ein surjektiverVektorraum-Homomorphismus ist. Der Kern
des Homomorphismus π:V → V/U ist Ker π = U , denn π(v) = 0+ U ist gleichbedeutend
mit v + U = 0+ U , alsomit v ∈ U .

Definition 18.14. Der oben konstruierte K-Vektorraum V/U heißt derQuotient des Vektor-
raums V nach demUntervektorraumU .

Den surjektiven Homomorphismus π:V → V/U nennenwir die kanonische Projektion auf
den Quotienten (odermanchmal dieQuotientenabbildung). a

Das Bild π(v) eines Elements v ∈ V unter der kanonischen Projektion π:V → V/U nennt
man auch die Restklasse desVektors v in V/U .

Beispiel 18.15. (1) Für U = {0} ist die kanonische Projektion V → V/U ein Isomorphis-
mus,wir können also V/0 mit V identifizieren.

(2) Für U = V ist V/U der Nullvektorraum, und für U ( V gilt V/U 6= 0.

(3) Seien U ,W ⊆ V Komplementärräume, d.h. es gelte V = U ⊕W . Dann ist die Verkettung

f :W → V → V/U
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der Inklusion vonW in V mit der kanonischen Projektion π ein Isomorphismus. (Einer-
seits ist Ker(f ) = Ker(π) ∩W = U ∩W = 0, andererseits gilt für v = u + w ∈ V (mit
u ∈ U ,w ∈ W ) f (w) = w + U = v + U , und daraus folgt die Surjektivität.)

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

U
t + U

W

t

Im hier gezeigten Beispiel ist
V = R2 und U eindimensio-
nal. Die Nebenklassen sind die
zu U parallelen Geraden. Für
jeden KomplementärraumW
von U in R2 (also für jede Ur-
sprungsgerade W 6= U) gilt,
dass jede Nebenklasse die Ge-
rade W in genau einem Punkt
schneidet. Das besagt genau,
dass die Abbildung

W → R2 → R2/U

bijektiv ist.

♦

Wieder folgendeSatz zeigt, lässt sich auchderQuotientenvektorraumdurch eine universelle
Eigenschaft beschreiben.Wie im Fall von Produkt und Koprodukt charakterisiert die univer-
selle Eigenschaft den Quotientenvektorraum (zusammenmit der kanonischen Projektion)
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Zusammenmit der Präzisierung in Teil (2)
wird der Satz oft als Homomorphiesatz bezeichnet.

Satz 18.16 (Homomorphiesatz fürVektorräume). Seien K ein Körper, V ein Vektorraum über K
und U ⊆ V ein Untervektorraum. Sei π:V → V/U die kanonische Projektion auf denQuotienten.

SeiW ein K-Vektorraum und f :V → W einHomomorphismus.

(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten)Wenn U ⊆ Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus φ: V/U → W mit φ ◦ π = f .

(2) Existiert φ mit φ ◦ π = f , so folgt U ⊆ Ker f . Sind f mit U ⊆ Ker f und φ wie in (1), so gilt:
Imφ = Im f . Die Abbildung φ ist genau dann injektiv wenn U = Ker f gilt, genauer gilt stets
Kerφ = Ker(f )/U .

Beweis. zu (1). Da π surjektiv ist, gibt eswegen der Bedingungφ ◦ π = f höchstens eine
Möglichkeit, die Abbildung φ zu definieren: Esmuss

φ(v + U) = f (v)

gelten. Zu beweisen ist hier aber (als erstem Schritt), dass diese Vorschriftwohldefiniert ist!
Für v, v′ ∈ V mit v + U = v′ + U gilt v − v′ ∈ U ⊆ Ker(f ), also f (v − v′) = 0, d.h. tatsächlich
f (v) = f (v′).Wir können also φ(v+ U) = f (v) definieren,weil derWert f (v) nicht von der
Wahl des Repräsentanten der Nebenklasse v + U abhängt.

Dass φ linear ist, ist dann leicht nachzuprüfen, zum Beispiel gilt

φ((v+ U) + (v′ + U)) = φ((v+ v′) + U) = f (v+ v′) = f (v) + f (v′) = φ(v+ U) + φ(v′ + U).
DieVerträglichkeit mit der Skalarmultiplikation kannman anhand einer ähnlichen Rech-
nung einsehen.

zu (2).Wenn andererseitsφ: V/U → W mit f = φ ◦ π existiert, dann gilt Ker(φ) ⊆ Ker(π) =
U .
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Dass Imφ = Im f gilt, ist ebenfalls eine direkte Konsequenz der Gleichheit f = φ ◦ π, weil π
surjektiv ist.

Weil U ⊆ Ker(f ) ist, könnenwir den Quotientenvektorraum Ker(f )/U bilden.Wir erhalten
einen injektiven Vektorraum-Homomorphismus Ker(f )/U → V/U , v + U 7→ v + U (für
v ∈ Ker(f )), so dasswir Ker(f )/U als Untervektorraumvon V/U auffassen können. Es gilt
dann

v + U ∈ Ker(φ) ⇔ f (v) = 0 ∈ W ⇔ v ∈ Ker(f ) ⇔ v + U ∈ Ker(f )/U .
Damit habenwir gezeigt, dass Kerφ = Ker(f )/U gilt. Insbesondere erhaltenwir

φ injektiv⇔ Ker(φ) = 0⇔ Ker(f )/U = 0⇔ U = Ker(f ).
�

In der Situation des Homomorphiesatzes sagt man auch, die Abbildung f faktorisiere über π
(oder über den Quotienten V ∕ U) um auszudrücken, dass Sie sich als Verkettung von π und
einemHomomorphismus V ∕ U → W schreiben lässt.

Wir halten noch einen besonderswichtigen Spezialfall fest, der sich direkt aus dem Satz
ergibt.

Korollar 18.17. Sei f :V → W einVektorraumhomomorphismus, π:V → V/Ker f die kanonische
Projektion, ι: Im f → W die Inklusion. Dann faktorisiert f eindeutig als f = ι ◦ g ◦ π mit einem
Isomorphismus g: V/Ker f → Im f .

Satz 18.18. Sei V endlichdimensional, U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann ist dimU + dim V/U =
dimV.

Beweis. Das ist eine unmittelbare Konsequenz der Dimensionsformel für die lineare
Abbildung π:V → V/U , denn π ist surjektiv und hat Kern U . �

Alternativ kannman Beispiel 18.15 (3) heranziehen, um den Satz über die Dimension des
Quotienten eines endlichdimensionalenVektorraums zu beweisen. Dann erhält man aus
Korollar 18.17 einen neuen Beweis der Dimensionsformel für lineare Abbildungen.

Satz 18.19. Seien V ein K-Vektorraum, f :V → V ein Endomorphismus und U ⊆ V ein f -invarianter
Untervektorraum. Dann »induziert« f einen Endomorphismus des Quotienten V/U , das heißt es gibt
einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f̄ : V/U → V/U , so dass das folgende Diagramm kom-
mutiert:

V V

V/U V/U .

f

π π

f̄

Beweis. Wirwenden den Homomorphiesatz auf das Diagramm

V V/U

V/U .

π◦f

π

Weil U ⊆ Ker(π ◦ f ) gilt (hier benutzen wir die Voraussetzung f (U) ⊆ U), erhalten wir

eine eindeutig bestimmte gestrichelte Abbildung f̄ : V/U → V/U , so dass das Dreieck
kommutativ ist. Mit dieser Abbildung ist dann auch das Quadrat in der Aussage des Satzes
kommutativ. �
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18.3. Der Quotient einer Gruppe nach einemNormalteiler

Die Quotientenkonstruktion kannman nicht nur fürVektorräume durchführen, sondern
zumBeispiel auch imKontext von Gruppen und von Ringen. In diesemAbschnitt behan-
delnwir Quotienten von Gruppen, danach kommenwir kurz zu Quotienten von Ringen.
In beiden Fällen ist zunächst zu überlegen, nachwelcher Art von ObjektenmanQuotien-
ten konstruieren möchte. Jedenfalls soll es wieder einen surjektiven Homomorphismus
(d.h. Gruppenhomomorphismus bzw. Ringhomomorphismus, je nachdem, inwelchemKon-
textwir arbeiten) geben soll, dessen Kern das »Objekt« ist, nach demwir den Quotienten
bilden.Wir haben gesehen, dass der Kern eines Ringhomomorphismus immer ein Ideal
(aber imallgemeinenkeinUnterring) ist. Deswegenwerdenwir imFallvonRingenQuotienten
nach Idealen betrachten.

Im Fall von Gruppenwissenwir, dass der Kern eines Gruppenhomomorphismus eine Unter-
gruppe ist.Wirwerden unten sehen, dass nicht jede Untergruppewirklich als Kern auftreten
kann, aberwir beginnen unsere Betrachtungen, indemwir die Überlegungen aus demVek-
torraumfall auf Gruppen und Untergruppen übertragen.Wenn nichts anderes gesagtwird,
schreibenwir alle auftretenden Gruppenmultiplikativ.

Die Definition von Nebenklassen v+ U eines Untervektorraums U ⊆ V könnenwir leicht
übertragen, indemwir dieVektorraumaddition durch die Gruppenverknüpfung ersetzen.
Weilwir nicht voraussetzen, dass diese kommutativ ist, erhaltenwir aber zwei (in der Regel
unterschiedliche) Begriffe von Nebenklassen.

Definition 18.20. (1) Für g ∈ G heißt

gH = {gh; h ∈ H}
die Linksnebenklasse von g bezüglichH, undHg := {hg; h ∈ H} die Rechtsnebenklasse von g
bezüglichH.

(2) DieMenge der Linksnebenklassen vonH inGwirdmit G/H bezeichnet. DieMenge der
Rechtsnebenklassen bezeichnenwirmitH\G.

a

Die Linksnebenklassen vonH inG sind genau die Äquivalenzklassen bezüglich der Äquiva-
lenzrelation

g ~ g′ ⇐⇒ g−1g′ ∈ H.
Insbesondere gilt für g, g′ ∈ G entweder gH = g′H oder gH ∩ g′H = ∅. Sind gH, g′H Linksne-
benklassen, so ist die Abbildung x 7→ g′g−1x eine Bijektion gH → g′H (mit Umkehrabbildung
y 7→ (g′)−1gy). Entsprechende Aussagen gelten für Rechtsnebenklassen. Als Folgerung erhal-
tenwir:

Satz 18.21 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe undH ⊆ G eine Untergruppe. Dann gilt

#G = #H ∙ #(G/H ).
Insbesondere ist#H ein Teiler von#G.

Beweis. Wir zählen die Elemente vonG, indemwir die Anzahl#(G/H ) der Neben-
klassenmultiplizierenmit der Anzahl der Elemente jeder Nebenklasse (diese Anzahl ist,
wiewir soeben bemerkt haben, von der Nebenklasse unabhängig und ist gleich#H, denn
H = 1H ist ja eine der Nebenklassen). �

Als nützliches Korollar des Satzes von Lagrange haltenwir noch die folgende Aussage fest.
Siehe Abschnitt I.8.5.1 für einige Anwendungen in der elementaren Zahlentheorie.
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Korollar 18.22. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) endliche Gruppemit n Elementen und neu-
tralem Element e, und sei g ∈ G. Dann gilt gn = e.

Beweis. Sei
H := 〈g〉 = {gi; i ∈ Z}

die von g erzeugte Untergruppe. Nach dem Satz von Lagrange istm := #H ein Teiler von
G. Es ist leicht zu sehen, dass dannH = {1, g, g2, …, gm−1} und gm = 1 gilt. Damit folgt die
Behauptung. �

Man nennt#〈g〉 auch dieOrdnung des Elements g (dies ist entweder eine natürliche Zahl
≥ 1 oder∞). Eine andere Charakterisierung der Ordnung ist, dass es sich um die kleinste
natürlicheZahlmhandelt, für die gm = 1 gilt (bzw. infty,wenneine solcheZahlnicht existiert).

Bemerkung 18.23. Unser Ziel ist nun, analog zumVektorraumfall, dieMenge G/H mit
einerGruppenstruktur zuversehen, so dass die kanonische Projektion π:G → G/H , g 7→ gH
ein Gruppenhomomorphismusmit KernH ist. Damit das gelingen kann, müssenwir aber
eineweitere Bedingung anH stellen! Denn dass π ein Gruppenhomomorphismus sein soll,
bedeutet, dass dieMultiplikation auf G/H durch

(g1H)(g2H) := (g1g2)H

definiertwerdenmüsste. Damit daswohldefiniert ist, muss aus g1H = g′1H und g2H = g′2H
folgen, dass (g1g2)H = g′1g

′
2H ist, mit anderenWortenmuss gelten

g−1
i g′i ∈ H, i = 1, 2 =⇒ (g1g2)

−1g′1g
′
2 ∈ H.

Es ist leicht zu sehen, dass das dazu äquivalent ist, dass für alle h ∈ H und g ∈ G auch
ghg−1 ∈ H gilt. In der Tat ist klar, dass jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus diese
Eigenschaft hat. Es ist nicht schwierig Beispiele von Gruppen G und UntergruppenH zu
finden, für die diese Bedingungnicht gilt (schon in der symmetrischenGruppeG = S3 gibt es
Beispiele). In kommutativen Gruppen tritt dieses Problem natürlich nicht auf; daher haben
wir es auch beimVektorraumquotienten nicht gesehen. ♦

Aufgrund der Überlegungen in der vorherigen Bemerkung treffenwir die folgende Definiti-
on.

Definition 18.24. SeiG eine Gruppe. Eine UntergruppeH ⊆ G heißtNormalteiler, wenn
die folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt sind:

(i) für alle h ∈ H und g ∈ G gilt ghg−1 ∈ H,

(ii) für alle g ∈ G gilt
H = gHg−1 := {ghg−1; h ∈ H}.

(iii) für alle g ∈ H gilt gH = Hg.

a

Die Äquivalenz dieser Bedingungen ist nicht schwer zu zeigen. Dass die Normalteilereigen-
schaft eine notwendige Bedingung anH ist, um einen Gruppenhomomorphismusmit Kern
H zu konstruieren, haltenwir noch einmal explizit fest.

Lemma 18.25. Ist f :G → G′ ein Gruppenhomomorphismus, dann istKer(f ) ein Normalteiler von G.

Beweis. Sind h ∈ Ker(f ) und g ∈ G, so gilt

f (ghg−1) = f (g)f (h)f (g)−1 = 1,
also habenwir ghg−1 ∈ Ker(f ). �
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Beispiel 18.26. (1) Sei G = S3 die symmetrische Gruppe der Permutationen der Menge

{1, 2, 3}. Dann sind die Untergruppen von Gmit 2 Elementen (die also aus der identi-
schen Permutation und einer Transposition bestehen) keine Normalteiler von G. Die
Untergruppe {id, (123), (132)} ist ein Normalteiler.

(2) Seien K ein Körper, n ≥ 2 und G = GLn(K). Dann ist die Teilmenge B ⊂ GLn(K) aller
oberen Dreiecksmatrizen eine Untergruppe vonG, die kein Normalteiler ist. (Denn es
gibt Matrizen, die zu einer oberen Dreiecksmatrix konjugiert sind, aber selbst keine
obere Dreiecksmatrix sind.)

Die Teilmenge U ⊆ B aller oberen Dreiecksmatrizen, deren Diagonaleinträge alle= 1
sind, ist eine Untergruppe von B (und damit auch vonG). Es ist U ein Normalteiler von B,
aber kein Normalteiler vonG.

♦

Umgekehrt ist auch jeder NormalteilerH ⊆ der Kern eines geeigneten Gruppenhomomor-
phismus,wie die Konstruktion des Quotienten G/H zeigt.

Definition 18.27 (Quotient einer Gruppe nach einemNormalteiler). SeienG eine Gruppe
undH ⊆ G ein Normalteiler. Dann ist die Abbildung

G/H × G/H → G/H , (g1H, g2H) 7→ g1g2H)

wohldefiniert und definiert auf G/H die Struktur einer Gruppe, die man als denQuotienten
von G nachH bezeichnet.

Die Abbildung π:G → G/H ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismusmit KernH, der
als die kanonische Projektion bezeichnetwird.

Das Bild π(g) eines Elements g ∈ G unter der kanonischen Projektion nenntman auch die
Restklasse des Elements g in G/H . a

Beweis. Zum Beweis der Wohldefiniertheit seien g1, g′1, g2, g′2 ∈ G mit giH = g′iH,
i = 1, 2 gegeben, also g−1

1 g′1, g−1
2 g′2 ∈ H.Wirwollen zeigen, dass g1g2H = g′1g

′
2H ist, also dass

g−1
2 g−1

1 g′1g
′
2 ∈ H gilt. Aber es ist

g−1
2 g−1

1 g′1g
′
2 = g−1

2 (g−1
1 g′1)g2 ∙ g−1

2 g′2 ∈ H,
weilH ein Normalteiler ist.

Alternativ kannman sich davon überzeugen, dass die folgende Gleichheit vonTeilmengen
vonG gilt (wobei die Schreibweise gH in naheliegenderWeise verallgemeinertwird):

(g1H)(g2H) = g1(Hg2)H = g1(g2H)H = (g1g2)H,
und dass auch daraus dieWohldefiniertheit folgt.

Dass die Gruppenaxiome gelten, ist dann eine einfache Folgerung. Für das Assoziativgesetz
habenwir

((g1H)(g2H))(g3H) = (g1g2H)(g3H) = (g1g2g3H) = (g1H)((g2H)(g3H)).
Das neutrale Element istH = 1,H, das inverse Element von gH ist g−1H.

Es ist eine direkte Folge der Definitionen, dass π ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
ist. Es gilt π(g) = 1G/H = H genau dann,wenn gH = H ist, alsowenn g inH liegt. �

Satz 18.28 (Homomorphiesatz für Gruppen). Sei G eine Gruppe undH ⊆ G ein Normalteiler. Sei
π:G → G/H die kanonische Projektion auf denQuotienten.

Sei T eine Gruppe und f :G → T ein Gruppenhomomorphismus.
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(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten)WennH ⊆ Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus φ: G/H → T mit φ ◦ π = f .

(2) Existiert φ mit φ ◦ π = f , so folgt H ⊆ Ker f . Sind f mit H ⊆ Ker f und φ wie in (1), so gilt:
Imφ = Im f . Die Abbildung φ ist genau dann injektiv wenn H = Ker f gilt, genauer gilt stets
Kerφ = Ker(f )/H .

Beweis. Den Beweis führt man genauwie imVektorraumfall (siehe Satz 18.16). �

Bemerkung 18.29. In dem Fall, dassG abelsch ist, ist jede UntergruppeH vonG ein Nor-
malteiler. Der Quotient G/H ist dann auch eine abelsche Gruppe. ♦

18.4. Quotienten von Ringen nach Idealen

In der Liste von Quotientenkonstruktionen, diewir in dieser Vorlesung behandelnwollen,
fehlt nun noch der Quotient eines Rings. Im Fall von Ringen betrachtenwir den Quotient
nach einemIdeal (dennKernevonRinghomomorphismen sind Ideale, undwirwerdenunten
sehen, dass die Idealeigenschaft genau die benötigte Eigenschaft ist, die sicherstellt, dass die
gewünschten Rechenoperationen auf derMenge der Äquivalenzklassenwohldefiniert sind).
Wirwerden imweiterenVerlauf nur Quotienten von kommutativen Ringen betrachten; Sie
können sich also auf diesen Fall beschränken, allerdings spielt die Kommutativität bei der
Konstruktion nirgends eine Rolle – es ist nurwichtig, dass für ein Ideal a eines Rings R für
alle x ∈ R und a ∈ a sowohl xa also auch axwieder in R liegen.

Sei also R ein Ring und a ⊆ R ein Ideal. Insbesondere ist dann R eine kommutative Gruppe
(bezüglich der Addition) und a ⊆ R eine Untergruppe,wir haben also schon den Gruppen-
quotienten R/a , wiewir ihn ihmvorherigen Abschnitt konstruiert haben. Dabei ist R/a die
Menge der Äquivalenzklassen bezüglich der durch

x ~ y :⇔ x − y ∈ a

gegebenen Äquivalenzrelation auf R. Mit der Addition und der durch

(x + a) ∙ (y + a) := (xy) + a, x, y ∈ R

gegebenenMultiplikation ist R ein Ringmit Einselement 1+ a. Erwird als Restklassenring
oderQuotient von Rmodulo a bezeichnet.

Dass die Multiplikationwohldefiniert ist, folgt aus einer einfachen Rechnung: Für x ~ x′,
y ~ y′, also x − x′, y − y′ ∈ a ist

xy − x′y′ = xy − xy′ + xy′ − x′y′ = x(y − y′) + (x − x′)y′ ∈ a,
also xy + a = x′y′ + a.

Die Abbildung x 7→ x + a ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a. Wenn R
ein kommutativer Ring ist, dann ist auch R/a ein kommutativer Ring. Das Bild π(x) eines
Elements x ∈ RunterderkanonischenProjektionnenntmanauchdieRestklassedesElements
x im Quotienten R/a .

Beispiel 18.30. R = Z der Ring der ganzen Zahlen, n ∈ Z. Der Quotient Z/(n) = Z/n
von Z nach dem Ideal (n) ist der Restklassenring modulo n, den wir bereits kennen (Ab-
schnitt I.4.2.1). ♦

Genauwie fürVektorräume und Gruppen beweist man den Homomorphiesatz.

Satz 18.31. (1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten) Sei T ein Ring und p:R → T ein Ringho-
momorphismus mit a ⊆ Ker p. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus
f : R/a → T mit f ◦ π = p.
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(2) (Homomorphiesatz) Sei T ein Ring und sei p:R → T ein Ringhomomorphismus. Es existiert genau
dann ein Ringhomomorphismus f : R/a → T mit f ◦ π = p, wenn a ⊆ Ker p. In diesem Fall
ist f eindeutig bestimmt und es gilt: Im f = Im p. Die Abbildung f ist genau dann injektiv wenn
a = Ker p gilt.

Beispiel 18.32. (1) Der Einsetzungshomomorphismus Φ:R[X] → C, X 7→ i, ist offenbar
surjektiv. Das Polynom X2 + 1 liegt im Kern dieses Homomorphismus, und da es irre-
duzibel ist (und der Kern sicher nicht ganzR[X] ist), folgt Ker(Φ) = (X2 + 1). Aus dem
Homomorphiesatz erhaltenwir so einen Isomorphismus

R[X]/(X2 + 1) ~= C
von Ringen (genauer: von Körpern). Dies ist eine neue Möglichkeit, den Körper der
komplexen Zahlen zu konstruieren.

(2) In ähnlicherWeisewie in (1) kannman zeigen, dass der Restklassenring Q[X]/(X2 − 2)
isomorph ist zumKörper

Q[
√
2] = {a + b

√
2; a, b ∈ Q}.

(3) Der Quotientenring F2[X]/(X2 + X + 1) hat genau 4 Elemente,

F2[X]/(X2 + X + 1) = {0, 1,X,X + 1},
wobei X die Restklasse von X bezeichne. Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass es sich
um einen Körper handelt. Siehe auch Ergänzungsabschnitt 18.8.2.

♦

Werbung: Vorlesung »Algebra«

Die Konstruktion in den obigen Beispielen wird in der Vorlesung Algebra nochwe-
sentlich genauer unter die Lupe genommen. Derwichtigste Inhalt der Vorlesung ist
die Untersuchung von »Körpererweiterungen«, d.h. der Situation, dass man einen
Körper L und einen Teilkörper K gegeben hat.
Die Grundidee aus Beispiel 18.32 kannman benutzen, dass zu jedem Polynom f mit
Koeffizienten in einemKörper K ein Erweiterungskörper L existiert, in dem f eine
Nullstelle besitzt. Mit etwas mehr Arbeit kannman folgern, dass jeder Körper ein
Teilkörper eines algebraisch abgeschlossenenTeilkörpers ist.
Die Theorie der Körpererweiterungen, und insbesondere die sogenannte Galois-

Theorie (nach Évariste Galoisa, 1811–1832), kann auch dazu benutztwerden, einige
klassische Probleme zu verstehen:

• Für Polynome inQ[X]vomGrad≥ 5 gibt es für dieNullstellen keine allgemei-
ne Formel (also keine Formel,wie Sie sie für die Lösung von quadratischen
Gleichungen kennen, undwie sie auch für Polynome vomGrad 3 und 4 exis-
tiert).Mehrnoch:Mankannkonkret Polynome inQ[X]vomGrad 5 (und jedes
höheren Grades) angeben, deren Nullstellen sich nicht durch die Rechenope-
rationen+,−, ∙, ∕ und n

√
ausdrücken lassen.

• ZusammenmitdemSatzvonLindemannb (dassdieZahlπ »transzendent« ist,
dass also kein Polynom inQ[X] \ {0} die Zahl π als Nullstelle hat) erhält man
einen Beweis, dass dieQuadratur des Kreises, also die Konstruktion eines zum
Einheitskreis flächengleichenQuadrats nurmit Zirkel undLineal, ausgehend
von den Punkten 0 und 1 der komplexen Zahlenebene, unmöglich ist.

a https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois
b https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Lindemann-Weierstra%C3%9F

https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Lindemann-Weierstra%C3%9F
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Beispiel 18.33. SeienK ein Körper,V eine endlichdimensionalerK-Vektorraumund f :V →
V ein Endomorphismus vonV . Sei Φ:K[X] → K[f ] ⊆ EndK(V) der Einsetzungshomomor-
phismus X 7→ f . Nach Definition gilt Im(Φ) = K[f ] und Ker(f ) = (minpol

f
).Wir erhalten

so aus demHomomorphiesatz einen Isomorphismus

K[f ] ~= K[X]
/
(minpol

f
) .

♦

Ergänzung 18.34. Sei K ein Körper und sei φ:Z → K der eindeutig bestimmte Ringhomo-
morphismusvonZ nachK (Beispiel 15.6). Sei p der Kernvonφ. Nach demHomomorphiesatz
faktorisiert φ über einen injektiven Ringhomomorphismus

Z/p → K.
WeilZ∕p dannmit einemUnterringvonK identifiziertwerden kann, handelt es sich hierbei
um einen Integritätsring. Deswegen ist entweder p = 0, oder p ist das von einer Primzahl p
erzeugte Ideal. Der Homomorphismus φ ist genau dann injektiv,wenn p das Nullideal ist.
Das ist dazu äquivalent, dass K Charakteristik 0 hat (Abschnitt I.4.2.2).

Wenn p = (p) ist für eine Primzahl p, dann hat K die Charakteristik p, und Z/p = Fp ist ein
Teilkörper von K.Wir erhalten damit einen neuen Beweis von Satz I.4.19. � Ergänzung 18.34

Ergänzung 18.35. Mit der Quotientenkonstruktion könnenwir den chinesischen Restsatz
(Satz 15.61) folgendermaßen umformulieren.

Satz 18.36. Seien R ein Ring und a1, …, ar ∈ R, so dass (ai, aj) = R für alle i 6= j. Sei a = a1 ∙ · · · ∙ ar .

Dann ist der natürliche Ringhomomorphismus

R → R/(a1) × · · · × R/(ar) , x 7→ (x, …, x),
wobei x die Restklasse von x im jeweiligen Quotienten bezeichne, surjektiv mit Kern (a) und induziert
folglich einen Isomorphismus

R/(a) ~−→ R/(a1) × · · · × R/(ar) .

Beweis. Die Surjektivität folgt direkt aus dem chinesischen Restsatz in der ursprüngli-
chen Form, ebenso (aus der Eindeutigkeitsaussage bis auf Vielfache von a) die Aussage über
den Kern.Wirmüssen dann nur noch den Homomorphiesatz anwenden, um den Beweis
abzuschließen. �

Siehe auch Satz 18.136. � Ergänzung 18.35

18.5. Tensorprodukte

18.5.1. Definition undKonstruktion des Tensorprodukts. Sei K ein Körper. In die-
sem Abschnitt besprechen wir eine weitere Möglichkeit, aus schon »vorhandenen« Vek-
torräumen weitere zu konstruieren, und zwar das sogenannte Tensorprodukt. Diesmal
beginnenwir nichtmit einer konkreten Konstruktion, sondern benutzen eine universelle
Eigenschaft direkt in der Definition. Der Grund ist, dass manmit der konkreten Konstrukti-
on des Tensorprodukts kaum arbeiten kann (jedenfalls mit der ersten Konstruktion, diewir
unten erklären und die sich gut verallgemeinern lässt auf Tensorprodukte in anderen Kon-
texten, zumBeispiel von abelschen Gruppen; imVektorraumfall kannman stattdessen auch
eine Konstruktion angeben, die besser handhabbar ist, siehe die alternative Konstruktion
im Beweis von Satz 18.38).
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In der Definition benutzenwir den Begriff der bilinearen Abbildung. Eine bilineare Abbil-
dung ist einfach einemultilineare Abbildung (vergleiche Definition I.9.1, wowir aber den
Spezialfall des Definitionsbereichs Vn betrachtet hatten), in der der Definitionsbereich aus
zwei Faktoren besteht. In jedem dieser Faktoren soll die Abbildung linear sein. Konkret heißt
also eine Abbildung β:V ×W → U fürK-VektorräumeV ,W ,U bilinear,wenn für alle v0 ∈ V
undw0 ∈ W die Abbildungen

V → U , v 7→ β(v,w0) und W → U , w 7→ β(v0,w)
linear sind.

Definition 18.37. Seien V undW Vektorräume über K. Ein Tensorprodukt von V undW
über K ist ein K-Vektorraum T zusammenmit einer bilinearen Abbildung β:V × W → T , so
dass die folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist:

Für jedenK-VektorraumU und jedebilinea-
re Abbildung b:V ×W → U gibt es genau
eine lineare Abbildung ψ:T → U , so dass
ψ ◦ β = b gilt.

V × W U

T

b

β ψ
a

Es ist leicht zu sehen, dass die Verkettung einer bilinearen Abbildung V × W → T mit einer
linearenAbbildung T → Uwieder eine bilineareAbbildung ist.Wennwirmit BilK(V×W ,U)
dieMenge der bilinearen Abbildungen von V × W nach U bezeichnen, könnenwir deshalb
die universelle Eigenschaft auchwie folgt äquivalent ausdrücken. Die Abbildung

HomK(T ,U) → BilK(V × W ,U), ψ 7→ ψ ◦ β,
ist für jeden K-Vektorraum U bijektiv. Dabei entspricht die Surjektivität gerade der Exis-
tenzaussage, und die Injektivität der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft.
Mit demTensorprodukt könnenwir also »bilineare Abbildungen zu linearen Abbildungen
machen« (wobei der Definitionsbereich V × W dann durch das Tensorprodukt ersetztwird).
Das erlaubt es im Prinzip, die umfangreiche Theorie der linearen Abbildungen zu benutzen,
um bilineare Abbildungen zu untersuchen.

Dass einTensorprodukt,wenn es überhaupt existiert, eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen
Isomorphismus, folgt in der üblichen Art undWeise aus der universellen Eigenschaft. Der
interessante Teil des folgenden Satzes ist also die Existenzaussage. (Die konkrete Konstruk-
tionwird allerdings so gut wie nie benötigt, sobald man die Existenz erst einmal gezeigt
hat.)

Satz 18.38. Sind V undW Vektorräume über K, so existiert ein Tensorprodukt von V undW über K.
Es ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus und wirdmit V ⊗K W bezeichnet.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man,wie schon erwähnt, nach dem üblichen Prinzip,
wiewir es in Satz 18.4 gesehen haben.Weil zwischen zwei verschiedenenTensorprodukten
ein eindeutiger Isomorphismus existiert, haben wir (genau) eine Möglichkeit, alle Tensor-
produkte in kompatiblerWeisemiteinander zu identifizieren. Daher ist es gerechtfertigt,
von demTensorprodukt zu sprechen und esmit dem Symbol V ⊗K W zu bezeichnen, ohne
sich auf eine konkrete Konstruktion festzulegen.Wichtig ist, dass die bilineare Abbildung
V × W → V ⊗K W immer »mit dazugehört«. Diese Abbildung ist Teil des Datums eines
Tensorprodukt und ist essentiell, um die Eindeutigkeit sicherzustellen.

Es bleibt, die Existenz eines Tensorprodukts zu beweisen.Wir geben zwei Beweise dafür,
zunächst einen, der sich gut auf andere Situationen verallgemeinert, zum Beispiel kann
man auch das Tensorprodukt von kommutativen Gruppen konstruieren, oder allgemeiner
das Tensorprodukt von »Moduln« über einem kommutativen Ring (wie Sie sie in den Ergän-
zungen kennenlernen können, siehe Abschnitt 18.7), und dann einen, der speziell auf die
Vektorraumsituation zugeschnitten und daher etwas einfacher ist.
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Erster Beweis. Seien V undW gegeben. Sei S derVektorraum K(V×W), also

S =
⊕

i∈V×W
K,

ein »riesengroßer«Vektorraum, dessen ElementeTupel (ai)imit ai ∈ K sind,wobei der Index
i dieMengeV ×W durchläuft und in jedem Element von S nur endlich viele Einträge von
Null verschieden sind.

Wir erhalten eine Abbildung

V × W → S, (v,w) 7→ e(v,w),
wobei e(v,w) den »Standardbasisvektor« bezeichne, der ander Stellemit Index (v,w) ∈ V×W

eine Eins hat, und sonst überall Nullen. Diese Abbildung ist allerdings offensichtlich (! –
machen Sie sich das klar …) nicht bilinear. Wir werden das gesuchte Tensorprodukt als
einen Quotientenvektorraumvon S erhalten,wobeiwir einenmöglichst kleinen Untervek-
torraum aus S herausteilen, der gerade groß genug ist, dass die Abbildung vonV ×W in den
Quotientenvektorraum bilinear ist.

Und zwar sei T der Quotientenvektorraum von S nach dem Untervektorraum S′, der von
allen Elementen der folgenden Form erzeugtwird:

e(av+a′v′,w) − (ae(v,w) + a′e(v′,w)), e(v,aw+a′w′) − (ae(v,w) + a′e(v,w′))

für a, a′ ∈ K, v, v′ ∈ V ,w,w′ ∈ W .

Wir erhalten durchVerkettung der oben genannten Abbildung V × W → Smit der kano-
nischen Projektion S → T eine Abbildung β:V × W → T , und diese ist bilinear. Dann sind
v, v′ ∈ V , a, a′ ∈ K undw ∈ W , so gilt

e(av+a′v′,w) − (ae(v,w) + a′e(v′,w)) ∈ S′,
also werden die Elemente e(av+a′v′,w) und (ae(v,w) + a′e(v′,w)) von S unter der kanonischen

Projektion S → T auf dasselbe Element von T abgebildet, und das bedeutet gerade β(av +
a′v′,w) = aβ(v,w) + a′β(v′,w), also dass β linear in der erstenVariablen ist. Die Linearität in
der zweitenVariablen zeigt man ganz analog.

Behauptung. T zusammenmit der Abbildung β ist ein Tensorprodukt von V undW .

Begründung. Sei b:V × W → U eine bilineare Abbildung. Jedenfalls kann es höchstens eine
lineare Abbildung ψ: T → U geben, so dass b = ψ ◦ β gilt, denn die e(v,w) bilden ein Erzeugen-
densystemvon S (sogar eine Basis), und daher bilden ihre Bilder ein Erzeugendensystem
von T . Das Bild e(v,w) von e(v,w) in T muss aber unter ψ auf b(v,w) abgebildetwerden, so dass
ψ eindeutig festgelegt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass eine Abbildung ψmit ψ(e(v,w)) = b(v,w) für alle v ∈ V ; w ∈ W

existiert. (Hier ist noch etwas zu tun,weil die e(v,w) keine Basis von T bilden,wir also ihre

Bilder nicht beliebig festlegen können.)

Wir können jedenfalls eine (eindeutig bestimmte) lineareAbbildung S → U definieren durch
e(v,w) 7→ b(v,w), denn die e(v,w) bilden eine Basis von S. Wenn wir zeigen können, dass U
im Kern dieser Abbildung liegt, dann folgt aus demHomomorphiesatz, dass sie über eine
Abbildung ψ: T → U faktorisiert, die genau die gewünschte Eigenschaft hat.

Es genügt dazu zu zeigen, dass alle Elemente des Erzeugendensystems, das wir benutzt
haben, um U zu definieren, im Kern der Abbildung liegen. In der Tatwird

e(av+a′v′,w) − (ae(v,w) + a′e(v′,w))

wegen der Linearität der Abbildung abgebildet auf b(av+ a′v′,w)− ab(v,w)− a′b(v′,w), und
dies ist= 0, weil b nach Voraussetzung bilinear ist. Für den anderen Typ von Elementen
unseres Erzeugendensystems könnenwir analog vorgehen.
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Zweiter Beweis.Wir können alternativ benutzen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.
Damit kannman vermeiden, mit einem »sehr großen«Vektorraumwie S im ersten Beweis
arbeiten zumüssen.

Seien (bi)i∈I eine Basis von V und (cj)j∈J eine Basis vonW . Sei T := K(I×J), wir haben also die

Standardbasis (eij)(i,j)∈I×J von T .

Sei β:V × W → T die eindeutig bestimmte bilineare Abbildungmit

β(bi, cj) = eij.
Explizit bedeutet das für beliebige Elemente von V undW (diewir als Linearkombination
der jeweiligen Basen schreiben), dass

β

(∑
i

αibi,
∑
j

γjcj

)
=
∑
i,j
αiγjeij

gilt (wobei in den Summen jeweils nur endlich viele Summanden 6= 0 sind). Es ist nicht
schwer nachzuprüfen, dass diese Abbildung tatsächlich bilinear ist.

Behauptung. T mit dieser Abbildung ist ein Tensorprodukt von V undW .

Begründung. Sei b:V × W → U eine bilineare Abbildung.Wir definieren ψ:T → U durch
eij 7→ b(bi, cj). Man rechnet dann nach, dass ψ ◦ β = b gilt. Es ist auch klar, dass dies die

einzigeMöglichkeit ist, eine Abbildung T → U zu definieren, derenVerkettungmit β die
vorgegebene Abbildung b liefert. �

Damit habenwie die Existenz des Tensorprodukts bewiesen und können nun einige seiner
Eigenschaften studieren.

Definition 18.39. Seien K ein Körper, V undW Vektorräume über K und sei β:V × W →
V ⊗K W die bilineare Abbildung in das Tensorprodukt. Dann schreibt man für v ∈ V und
w ∈ W auch v⊗w stattβ(v,w). ElementevonV⊗KW dieserFormnenntmanElementartensoren.

a

Bemerkung 18.40 (Rechenregeln für Elementartensoren). Die Eigenschaft, dass die Ab-
bildung V × W → V ⊗K W bilinear ist, übersetzt sich in die folgenden »Rechenregeln« für
Elementartensoren:

(av + a′v′)⊗ w = a(v⊗ w) + a′(v′ ⊗ w),
v⊗ (aw + a′w′) = a(v⊗ w) + a′(v⊗ w′).

Im allgemeinen gilt aber v⊗ w 6= w⊗ v, und eine Summe (v⊗ w) + (v′ ⊗ w′) kannman in
der Regel nicht als einen einzigen Elementartensor schreiben! ♦

Die universelle Eigenschaft besagt dann gerade, dass eine lineare Abbildungψ:V⊗KW → U
durch die Bilder der Elementartensoren eindeutig festgelegt ist, und dass die Abbildung
V × W → U , (v,w) 7→ ψ(v ⊗ w) bilinear ist. Oder noch einmal umformuliert: Zu jedem
»Ausdruck« in v undw, der sich bilinear verhält, gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, die die Elementartensoren entsprechend abbildet. ZumBeispiel ist für V = K,
a ∈ K, w ∈ W der Ausdruck aw bilinear in a und in w, wir erhalten also eine eindeutig
bestimmte Abbildung K ⊗K W → W mit a⊗w 7→ aw. Da die Abbildung durch die Bilder der
Elementartensoren bereits eindeutig festgelegt ist, gibt man oft nur an,wohin diese abgebil-
detwerden (wenngleich in aller Regel nicht jedes Element von V ⊗K W ein Elementartensor
ist!). Diese Eindeutigkeitwird auch durch das folgende Lemma reflektiert.

Lemma 18.41. Die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem von V ⊗K W.
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Beweis. Man kann das Lemmamit einem Blick auf die Konstruktion des Tensorpro-
dukts in Satz 18.38 beweisen; aus dem zweiten Beweis ergibt sich die Aussage ganz direkt,
weil wir dort gesehen haben, dass für Basen (bi)i von V und (cj)j vonW die Elemente bi ⊗ cj
sogar eine Basis von V ⊗K W liefern.

Da aber versprochenwurde, dass man die Konstruktion direktwieder vergessen kann, hier
noch ein anderer Beweis, der mit der universellen Eigenschaft arbeitet. Sei T ⊆ V ⊗K W
der von allen Elementartensoren erzeugte Untervektorraum.Wirwollen zeigen, dass die
Inklusionsabbildung T → V ⊗K W ein Isomorphismus ist – das bedeutet gerade, dass
T = V ⊗K W gilt.

Es ist aber leicht zu sehen, dass auch T die universelle Eigen-
schaft des Tensorprodukts erfüllt. Denn ist b:V × W → U
irgendeine bilineare Abbildung, so existiert zunächst eine
lineare Abbildung ψ:V ⊗K W → U mit b = ψ ◦ β.

V × W U

T V ⊗K W

b

β

⊆

φ
ψ

Verketten wir ψmit der Inklusion T ⊆ V ⊗K W , so erhalten wir eine lineare Abbildung
φ: T → Umit b = φ◦β. Es ist klar, dassφ eindeutigbestimmt ist, denndasBild ist ja auf jedem
Elementartensor v⊗ w durch φ(v⊗ w) = b(v,w) festgelegt.Weil das Tensorprodukt durch
die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen Isomorphismus, folgt,
dass die Inklusion T → V ⊗K W tatsächlich ein Isomorphismus ist. �

Ergänzung 18.42 (Alternativer Beweis des Lemmas). Man kann auch folgendermaßen
argumentieren (wennman bereit ist, die ExistenzvonKomplementärräumen zuverwenden;
wir haben das nur im endlichdimensionalen Fall bewiesen). Sei T ⊆ V ⊗K W der von allen
Elementartensoren erzeugte Untervektorraum und sei T′ ein Komplement von T inV ⊗K W .
Falls T′ 6= 0wäre, dann gäbe es eine lineare Abbildung f :T′ → U , f 6= 0, in irgendeinen
K-Vektorraum U (zum Beispiel könnenwir U = T′ und als Abbildung die Identitätwählen).
Dann erhaltenwir zwei verschiedene Abbildungen V ⊗K W = T ⊕ T′ → T′,

einerseits t + t′ 7→ 0, andererseits t + t′ 7→ f (t′), (t ∈ T , t′ ∈ T ′),
die beide dieselbe bilineare Abbildung V × W → U als Verkettungmit β:V × W → V ⊗K W
liefern. Das ist einWiderspruch zur Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft.

� Ergänzung 18.42

Das Tensorprodukt verhält sich in dem folgenden Sinne gut mit linearen Abbildungen:

Satz18.43. SeiK einKörper. Seien f :V → V ′ undg:W → W ′HomomorphismenvonK-Vektorräumen.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

f ⊗ g:V ⊗K W → V ′ ⊗K W
′, v⊗ w 7→ f (v)⊗ g(w).

Beweis. Wie praktisch immer bei Abbildungen aus einemTensorprodukt heraus, ver-
wendenwir zum Beweis die universelle Eigenschaft. (Das bedeutet insbesondere, dasswir
nicht direkt die Linearität der Zuordnungsvorschrift v⊗ w 7→ f (v)⊗ g(w) nachprüfen – ers-
tens ist das problematisch,weil ja gar nicht alle Elemente die Formvon Elementartensoren
haben, zweitens ist das auch nicht der Kernpunkt, weil wir als erstes dieWohldefiniertheit
der entsprechendenVorschrift zeigenmüssen).

Die universelle Eigenschaft hier anzuwenden, ist ganz einfach.Wir müssen nur beobachten,
dass die Abbildung

V × W → V ′ ⊗K W
′, (v,w) 7→ f (v)⊗ g(w),

bilinear ist, und das folgt direkt aus der Linearität von f und g und den Eigenschaften des
Tensorprodukts V ′ ⊗K W

′. �
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Bemerkung 18.44. Die Konstruktion im Satz ist in der offensichtlichenWeise verträglich
mit derVerkettung von Abbildungen,

(f1 ⊗ g1) ◦ (f2 ⊗ g2) = (f1 ◦ f2)⊗ (g1 ◦ g2).

Außerdem gilt idV⊗W = idV ⊗ idW .

Insbesondere folgt mit einem rein formalen Argument, dass f ⊗ g ein Isomorphismus ist,
wenn sowohl f als auch g Isomorphismen sind. ♦

Satz 18.45. Sei K ein Körper, und seien U, V,W Vektorräume über K. Dann hat man »kanonische«
Isomorphismen

(1) K ⊗K W
~= W, a⊗ w 7→ aw,

(2) V ⊗K K
~= V, v⊗ a 7→ av,

(3) V ⊗K W
~= W ⊗K V, v⊗ w 7→ w⊗ v,

(4) (U ⊗K V)⊗K W
~= U ⊗K (V ⊗K W), (u⊗ v)⊗ w 7→ u⊗ (v⊗ w).

Eine entsprechende Aussage gilt für endliche Familien V1, …,Vr von K-Vektorräumen.

Beweis. In allen Fällen konstruiert man die angegebene Abbildungmit der universel-
len Eigenschaft des Tensorprodukts, und kann dann eine Umkehrabbildung konstruieren.
ZumBeispiel im ersten Fall: Die Abbildung K ×W →W , (a,w) 7→ aw, ist bilinear, es gibt
also eine (eindeutig bestimmte) Abbildungwie in (1). DieAbbildungW → K⊗KW ,w 7→ 1⊗w
ist dazu invers. �

Mit der »Assoziativitätseigenschaft« in Teil (4) des Satzes könnenwir das Tensorprodukt
V1 ⊗K · · · ⊗K Vr =

⊗r

i=1 Vi von endlich vielen K-Vektorräumen V1, …,Vr definieren, ohne
Klammern setzen zumüssen.Wir erhalten eine Abbildung V1 × · · · × Vr → V1 ⊗K · · · ⊗K Vr,
die ebenfalls unabhängig von der Klammerung ist. Das Bild eines r-Tupels (v1, …, vr) unter
dieser Abbildung bezeichnen wir mit v1 ⊗ · · · ⊗ vr; diese Elemente des Tensorprodukts
bezeichnenwirwieder als Elementartensoren. Es ist nicht schwer zu sehen, dassman dieses
Tensorprodukt auch durch eine universelle Abbildung charakterisieren kann,wobei nun
bilineare Abbildungen durchmultilineare Abbildungenmit Definitionsbereich V1 × · · · ×
Vr → U ersetztwerden, also durch Abbildungen, die in jeder der r Komponenten linear sind:

Satz 18.46. Seien K ein Körper, r ≥ 1 und V1, …,Vr Vektorräume über K. Dann ist die Abbildung
β:V1 × · · · × Vr → V1 ⊗K · · · ⊗K Vr , (v1, …, vr) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vr multilinear und erfüllt die folgende
universelle Eigenschaft.

Ist b:V1 × · · · × Vr → U eine multilineare Abbildung, so existiert eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ψ:V1 ⊗K · · · ⊗K Vr → U mit b = ψ ◦ β.

Eineweitere nützliche Eigenschaft ist der folgende Satz.

Satz 18.47. Seien K ein Körper und U ,V ,W Vektorräume über K. Die Abbildung

HomK(V ⊗K W ,U) → Hom(V ,HomK(W ,U)), φ 7→ (v 7→ (w 7→ φ(v⊗ w))),
ist dann ein Isomorphismus von K-Vektorräumen.

Beweis. Es folgt aus den Eigenschaften des Tensorprodukts, dass für alle φ und vwie
im Satz die Abbildungw 7→ φ(v⊗ w) linear ist, also ein Element von HomK(W ,U) ist.

Wir geben nun eine Umkehrabbildung an:

Hom(V ,HomK(W ,U)) → HomK(V ⊗K W ,U), ψ 7→ (v⊗ w 7→ ψ(v)(w)).
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Hier istwie üblichnachzuprüfen, dass es eine (eindeutig bestimmte)AbbildungV⊗KW → U
mit v⊗ w 7→ ψ(v)(w) für alle v,w überhaupt gibt. Das folgt aus der universellen Eigenschaft,
weil sich der Ausdruck ψ(v)(w) bilinear in v undw verhält.

Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind. �

Satz 18.48 (Tensorprodukte und direkte Summen). Seien K ein Körper, V undWi , i ∈ I, Vektor-
räume über K. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

V ⊗K

⊕
i∈I

Wi
~=
⊕
i∈I

V ⊗K Wi, v⊗ (wi)i∈I 7→ (v⊗ wi)i∈I.

Beweis. Wir zeigen, dass der Vektorraum V ⊗K

⊕
i∈IWi zusammenmit den Homo-

morphismen

idV ⊗ιi:V ⊗K Wi → V ⊗K

⊕
i∈I

Wi

die universelle Eigenschaft der direkten Summe erfüllt. (Hier bezeichne ιi die Inklusion
vonWi in die direkte Summe

⊕
i∈IWi .)Weil die Verkettung der Abbildungen V ⊗K Wi →

V ⊗K

⊕
i∈IWi mit der im Satz angegebenen Abbildung V ⊗K

⊕
i∈IWi

~=
⊕

i∈I V ⊗K Wi die

kanonische Inklusion von V ⊗K Wi in die direkte Summe ist, folgt dann die Behauptung aus
dem Satz,weil die universelle Eigenschaft die direkte Summe eindeutig charakterisiert.

Sei also ein K-Vektorraum U zusammenmit Abbildungen fi:V ⊗Wi → U gegeben.

Wir definieren φ:V ⊗K

⊕
i∈IWi → U durch

v⊗ (wi)i 7→
∑
i∈I

fi(v⊗ wi).

Weil der Ausdruck
∑

i∈I fi(v ⊗ wi) sowohl in v als auch in (wi)i∈I bilinear ist, gibt es eine

solche lineare Abbildung φ. Es gilt dann fi = φ ◦ (idV ⊗ιi), und φ ist die einzige Abbildung
mit dieser Eigenschaft. �

Wir können diesen Satz benutzen, um (unabhängig von der Konstruktion) zu klären,wie
man aus Basen von V bzw.Weine Basis des Tensorprodukts V ⊗K W erhält.

Satz 18.49. Seien K ein Körper, V undW Vektorräume über K, und seien (bi)i∈I eine Basis von V und
(cj)j∈J eine Basis vonW.

Dann bilden die Elemente bi ⊗ cj für (i, j) ∈ I × J eine Basis von V ⊗K W.

Beweis. Mithilfe der Basen von V undW könnenwir (Koordinaten-)Isomorphismen

V ~−→ K(I) =
⊕

I
K undW ~−→ K(J) definieren. Damit erhaltenwir

V ⊗K W
~−→ K(I) ⊗K K

(J) ~−→
⊕
i,j

K = K(I×J),

wobei für die erste Isomorphie Bemerkung 18.44 und in derMitte die Kompatibilität zwi-
schenTensorprodukt und direkter Summe benutztwurde.Man rechnet leicht nach, dass

der Standardbasisvektor e(i,j) ∈ K(I×J) unter diesem Isomorphismus dem Vektor bi ⊗ cj
entspricht. �

Aus dem Satz folgt im endlichdimensionalen Fall unmittelbar die folgende Dimensionsfor-
mel.

Korollar 18.50. Sei K ein Körper und seien V undW endlichdimensionale Vektorräume über K.
Dann gilt

dim(V ⊗K W) = dim(V)dim(W).
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Bemerkung 18.51. Man kann den Satz auch benutzen, um die bilineare Abbildung Km ×
Kn → Km ⊗K K

n ganz explizit zumachen.Wennwir die von den Standardbasen von Km und
Kn induzierte Basis von Km ⊗K K

n benutzen, um diesen Raummit Kmn zu identifizieren,
dann ist die bilineare Abbildung gegeben durch

β((x1, …, xm), (y1, …, yn)) = (x1y1, x1y2, …, x1yn, x2y1, …, xmyn).
In diesem Sinne kann man den Elementartensor (x1, …, xm) ⊗ (y1, …, yn)mit demVektor
(x1y1, x1y2, …, x1yn, x2y1, …, xmyn) identifizieren, dessen Einträge allen Produkten xiyj sind. ♦

Wir diskutieren nun noch eine interessanteVerbindung zwischen Tensorprodukt und Dual-
raum.

Satz 18.52. Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und V∨ = HomK(V ,K) sein Dualraum. SeiW
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

V∨ × W → Hom(V ,W), (λ,w) 7→ (v 7→ λ(v)w),
bilinear und die durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts induzierte lineare Abbildung

V∨ ⊗W → HomK(V ,W), λ⊗ w 7→ (v 7→ λ(v)w),
ist ein IsomorphismusΦ:V∨ ⊗K W

~= HomK(V ,W).

Beweis. Wirwählen einen IsomorphismusW ~−→ Kn (das entspricht derWahl einer
Basisw1, …,wn vonW ). Damit erhaltenwir Isomorphismen

V∨ ⊗K W
~= V∨ ⊗ Kn ~= (V∨ ⊗ K)n

~= (V∨)n = HomK(V ,K)n ~= HomK(V ,Kn) ~= HomK(V ,W)

wobeiwir für den zweiten Isomorphismus dieVerträglichkeit vonTensorprodukt und di-
rekten Summen (Satz 18.48) benutzen, und für den vorletzten die endliche direkte Summe
als direktes Produkt verstehen und die universelle Eigenschaft des Produkts verwenden
(Bemerkung 18.7).

Es bleibt zu überprüfen, dass die Verkettung dieser Isomorphismus gerade die im Satz
angegebene Abbildung ist. Da V∨ ⊗K W von den Elementartensoren λ⊗ wi erzeugtwird
(wo die wi die oben gewählten Basisvektoren sind), genügt es, das für diese Elemente zu
überprüfen, und das ist nicht schwierig. �

Es gibt auch andereMöglichkeiten, den Beweis zu führen. Aber Achtung:Wennman direkt
die Injektivität der Abbildung (oder einer ähnlichen Abbildungmit einemTensorprodukt
als Definitionsbereich) beweisen möchte, genügt es nicht zu zeigen, dass der Kern keine
Elementartensoren 6= 0 enthält, denn es könnte andere Elemente 6= 0 des Tensorprodukts
geben, die im Kern liegen. Speziell im Fall V = W erhaltenwir das folgende Korollar.

Korollar 18.53. Sei K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann haben wir
einen Isomorphismus

Φ:V∨ ⊗ V → EndK(V), λ⊗ v 7→ (x 7→ λ(x)v).

Damit könnenwir das Tensorprodukt benutzen, um die Spur eines Endomorphismus zu
definieren, ohne eineMatrixdarstellung zuwählen.

Satz 18.54. Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Sei Φ wie in Korollar 18.53, Ψ:EndK(V) →
V∨⊗KV dieUmkehrabbildung,ev:V∨⊗KV →
K die Abbildung λ⊗ v 7→ λ(v).

EndK(V) V∨ ⊗K V

K

~=

Spur ev

Dann stimmt die Verkettung ev ◦Ψmit der (linearen) Abbildung Spur:EndK(V) → K überein.
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Beweis. Äquivalent zu der Gleichheit Spur = ev ◦Ψ ist es, Spur ◦Φ = ev zu zeigen.
ZumBeweis fixierenwir eine BasisB = (b1, …, bn) von V .

Seien λ ∈ V∨, v =
∑

i
aibi ∈ V . Dann rechnenwirwie folgt:

Spur(Φ(λ⊗ v)) = Spur(w 7→ λ(w)v) =
∑
i

λ(bi)ai = λ

(∑
i

aibi

)
= λ(v) = ev(λ⊗ v).

Da die Elementartensoren λ⊗ v denVektorraumV∨ ⊗ V erzeugen, folgt, dass die beiden
Abbildungen tatsächlich übereinstimmen. �

Ergänzung 18.55 (PflasterungenvonRechtecken undTensorprodukte). Wir kommennoch
einmal auf die Fragestellung zurück, diewir in Frage I.2.5 und Ergänzung I.7.65 besprochen
haben.Dort habenwir bewiesen, dass sich einRechteckmit Seitenlängen a ∈ Qund b ∈ R\Q
nicht durch endlich viele Quadrate lückenlos überdecken lässt.

Wir betrachten etwas allgemeiner als dort ein Rechteck in R2 mit Seitenlängen a, b ∈ R,
das durch endlich viele kleinere Rechtecke (mit zumUrsprungsrechteck parallelen Seiten)
lückenlos und ohne Überlappungen überdecktwird. (Man spricht auch von einer Pflasterung
des großen Rechtecks durch die kleinen Rechtecke.) Seien ai, bi ∈ R für i = 1, …, k die
Seitenlängen der kleinenRechtecken. Dass der Flächeninhalt des großenRechtecks in dieser
Situation gleich der Summe der Flächeninhalte der kleinen Rechtecke ist, äußert sich in der
Gleichung

ab =
k∑
i=1

aibi.

DieseGleichung allein ist aber nicht ausreichend, umeinErgebniswie das obige zu beweisen.

Mit demTensorprodukt könnenwir eine stärkere Bedingung formulieren.Wir betrachtenR
als Vektorraum über demKörperQ. In der obigen Situation gilt dann

a⊗ b =
k∑
i=1

ai ⊗ bi ∈ R⊗Q R.

Indemman alle Rechtecke dadurch noch feiner zerlegt, dass man alle Seiten der kleinen
Rechtecke komplett durchzeichnet, ist es genug, diese Gleichheit in der Situation zu zeigen,
dass das große Rechteck in rs kleine Rechteckemit Seitenlängen ai, bj , i = 1, …, r, j = 1, …, s,
zerlegt ist, wobei a =

∑r

i=1 ai, b =
∑s

j=1 bj gilt. In diesem Fall habenwir

a⊗ b =

(
r∑
i=1

ai

)
⊗

(
s∑
j=1

bj

)
=
∑
i,j
ai ⊗ bj

wegen der Bilinearität des Tensorprodukts.

Wennwir im Beispiel linksmit der Pflasterung begin-
nen, die durch die durchgezeichneten Linien gegeben
ist, würdenwir sie durch die gepunkteten Linien verfei-
nern, und dann die obige Rechnung einerseits auf das
ganze Rechteck und alle kleinen Rechtecke anwenden,
und andererseits auf jedes der Rechtecke der ursprüng-
lichen Pflasterung und die kleinen Rechtecke, die dort
enthalten sind.

Diese Interpretation können wir benutzen, um den Beweis aus Ergänzung I.7.65 neu zu
formulieren. Seien a ∈ Q, b ∈ R \ Q. Dann sind a, b linear unabhängig überQ. Sei f :R → Q
einQ-Vektorraum-Homomorphismusmit f (a) = 1, f (b) = −1. (Wennman nicht benutzen
möchte, dass der (nicht endlich erzeugte)Q-Vektorraum R eine Basis besitzt, dann kann
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man zu einem geeigneten endlichdimensionalen UntervektorraumvonR übergehenwie in
Ergänzung I.7.65.)

Sei Φ:R⊗Q R → Q die durch x⊗ y 7→ f (x)f (y) gegebene Abbildung.

Hättenwir nun eine Gleichung der Form a⊗ b =
∑k

i=1 ai ⊗ ai inR⊗Q Rmit ai ∈ R (wiewir
sie aus einer Pflasterung durch Quadrate bekommenwürden), so folgt

−1 = Φ(a⊗ b) = Φ

(
k∑
i=1

ai ⊗ ai

)
=

k∑
i=1

Φ(ai ⊗ ai) =
k∑
i=1

f (ai)
2 ≥ 0,

einWiderspruch.

WirbenutzendieFormulierungmithilfe desTensorproduktsumnocheinähnlichesErgebnis
über solche Pflasterungen von Rechtecken zu zeigen.

Satz 18.56. Sei R ein Rechteck inR2 mit Seitenlängen a, b ∈ R, das eine lückenlose Überdeckung ohne
Überschneidungen durch kleinere Rechtecke mit Seitenlängen ai, bi ∈ R, i = 1, …, k, besitzt.

Wenn für jedes i eine der Zahlen ai, bi inQ liegt, dann liegt a oder b inQ.

Der Punkt hier ist, dass für einige i die Zahl ai, und für andere die Zahl bi rational sein kann.

Beweis. Wie oben besprochen, habenwir

a⊗ b =
k∑
i=1

ai ⊗ bi ∈ R⊗Q R.

Sei nun f :R → R ein Q-Vektorraumhomomorphismus mit Ker(f ) = Q. (Um zu zeigen,
dass ein solches f existiert, ergänzeman 1 ∈ R zu einerQ-Basis vonR. Dann kannman f
definieren durch f (1) = 0und f (b) = b für alle anderenVektoren b aus dieser Basis.Wie oben
auch kannmanwiederR durch einen geeigneten endlichdimensionalen Untervektorraum
ersetzen.)

Wir betrachten die Abbildung Φ:R⊗Q R → R, x⊗ y 7→ f (x)f (y) und erhalten

f (a)f (b) = Φ(a⊗ b) =
k∑
i=1

Φ(ai ⊗ bi) =
k∑
i=1

f (ai)f (bi) = 0,

also f (a) = 0 oder f (b) = 0. Da Ker(f ) = Q ist, ist das genau die Aussage, die zu zeigen
war. �

ZumAbschluss sei erwähnt, dass auch das folgende stärkere Ergebnis richtig ist:

Satz 18.57. Sei R ein Rechteck inR2 mit Seitenlängen a, b ∈ R, das eine lückenlose Überdeckung ohne
Überschneidungen durch kleinere Rechtecke mit Seitenlängen ai, bi ∈ R, i = 1, …, k, besitzt.

Wenn für jedes i eine der Zahlen ai, bi inZ liegt, dann liegt a oder b inZ.

Es ist interessant, dass man für diesen Satz sehr verschiedenartige Beweise geben kann.
Vierzehn verschiedenewerden in der Arbeit

S.Wagon, Fourteen proofs of a result about tiling a rectangle, The AmericanMathematical Month-
ly94, 1987, 601–617,https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/
22/Ford/Wagon601-617.pdf

erklärt. In der Arbeit

A. Shen,An unfair game. Colorings and coverings. Tilings and Polyhedra revisited, Math. Intelligen-
cer 19 (1997), no. 4, 48–50,

https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Wagon601-617.pdf
https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Wagon601-617.pdf
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wird auch ein Beweis angegeben, der dem obigen Beweis derQ-Variante des Satzes ähnelt
(und auch ein Tensorprodukt verwendet, allerdings brauchtman hier das Tensorprodukt
von abelschen Gruppen, daswir nicht behandelt haben). � Ergänzung 18.55

Bemerkung 18.58. Der Begriff des Tensors aus der Physik, der dort eine wichtige Rolle
spielt, hängt engmit demTensorprodukt zusammen,wiewir es hier kennengelernt haben,
bezeichnet aber in der Regel ein etwas anderes Konzept (das man in der Mathematik als
Tensorfeld bezeichnenwürde, das bedeutet, dass jedem Punkt eines gegebenen Raumes ein
Element eines Tensorprodukts vonVektorräumen zugeordnetwird,wobei diese Vektorräu-
me auch (in geeigneterWeise) von dem Punkt des betrachteten Raums abhängen können).
♦

18.5.2. DasTensorproduktvonMatrizen*. Wirhaben fürHomomorphismen f :V →
W , g:V ′ → W ′, das Tensorprodukt f ⊗ g definiert (mit (f ⊗ g)(v⊗ w) = f (v)⊗ g(w)).Wenn
alle dieseVektorräume endlichdimensional sind undwir Basenwählen, dann könnenwir
die darstellendeMatrix von Abbildungen der Form f ⊗ g ausrechnen.

Satz 18.59. Sei K ein Körper. Seien f :V → V ′ und g:W → W ′ Homomorphismen von endlichdi-
mensionalen K-Vektorräumen. SeienB,B′, C , C ′ Basen von V, V ′, W bzw.W ′. Seien I, J,K,L die
(endlichen) Indexmengen dieser Basen.

SeiD die vonB undC (wie in Satz 18.49) induzierte Basis von V ⊗W (mit Indexmenge I × K), und
D ′ die analog vonB′ undC ′ induzierte Basis von V ′ ⊗K W

′ (mit Indexmenge J × L).

Sei A = (aij)i∈I,j∈J = MB
B′(f ), B = (bkl)k∈K,l∈L = MC

C ′(g). Dann gilt

MD
D ′(f ⊗ g) = (aijbkl)(i,k)∈I×K,(j,l)∈J×L =: A⊗ B.

Sind I = {1, …, i}, usw., dann ordnen wir die BasenD und analogD ′ folgendermaßen an: b1 ⊗ c1, b1 ⊗
c2, · · · , b1 ⊗ cj, b2 ⊗ c1, … .

Beweis. SchreibenwirB = (bi)i und entsprechend für die anderen Basen. Für (i, k) ∈
I × K gilt

f (bi)⊗ g(ck) =

(∑
j

aijb
′
j

)
⊗

(∑
l

bklc
′
l

)
=
∑
j,l
aijbklb

′
j ⊗ c′l ,

und das liefert genau die Behauptung. �

DieMatrixA⊗ B nenntman aus naheliegenden Gründen das Tensorprodukt vonMatrizen,
oder das Kronecker-Produkt (benannt nach Leopold Kronecker1).

Eigenschaften des Tensorprodukts von Abbildungen übersetzen sich dann in entsprechende
Eigenschaften des Tensorprodukts vonMatrizen, zum Beispiel:

Lemma 18.60. Seienm, n,m′, n′,m′′, n′′ natürliche Zahlen.

(1) Sind A,B ∈ Mm×n(K), C ∈ Mm′×n′(K), so gilt (A + B)⊗ C = A⊗ C + B⊗ C.

(2) Sind A ∈ Mm×n(K), B ∈ Mm′×n′(K), C ∈ Mm′′×n′′(K), so gilt (A⊗ B)⊗ C = A⊗ (B⊗ C).

(3) Sind A ∈ GLm(K) und B ∈ GLn(K) invertierbareMatrizen, so ist A⊗ B invertierbar und es gilt
(A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1.

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker

https://de.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker
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Bemerkung 18.61. Wirwollen noch skizzieren,wie man das Tensorprodukt vonMatrizen
benutzen kann, um eineMatrixgleichung

AXB = C,

wobeiA, B und C gegebeneMatrizen geeigneter Größen sind und X eineMatrix beschreibt,
deren Einträge Unbestimmte sind, für die geeigneteWerte gefundenwerden sollen, als ein
lineares Gleichungssystem in der üblichen Form umzuformulieren.

Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume mit Basen B = (b1, …, bn), C =
(c1, …, cm). Sei V∨ der Dualraumvon V undB∨ = (b∨1 , …, b∨n ) die zuB duale Basis.

Lemma 18.62. Sei vec die Verkettung

vec:Mm×n(K)
~−→ HomK(V ,W) ~−→ V∨ ⊗W ~−→ Kmn,

wo der erste Isomorphismus die Umkehrabbildung der Abbildung ist, die einemHomomorphismus die
darstellendeMatrix bezüglichB undC zuordnet, der zweite der Isomorphismus aus Satz 18.52 und der
dritte der Isomorphismus ist, den wir aus Satz 18.49 fürB∨ undC erhalten.

Dann ist fürM = (mij)i,j ∈ Mm×n(K) der Vektor

vec(M) = (m11,m21, …,mm1,m12, …,mmn)
t ∈ Kmn

der Vektor, der ausM entsteht, wenn die einzelnen Spalten vonM untereinander geschrieben werden.

Beweis. Der Beweis besteht aus einer einfachen Rechnung, mit der man die einzelnen
Schritte nachverfolgt. Es genügt, das fürMatrizen zumachen, in denen genau ein Eintrag
= 1 und alle anderen Einträge= 0 sind. DieseMatrizen entsprechen genau den Elemente
b∨j ⊗ ci ∈ V∨ ⊗K W . �

Seien nun V ′ undW ′ weitere endlichdimensionale Vektorräume, B′ = (b′1, …, b′n′) und
C ′ = (c′1, …, c′m′) Basen von V ′ bzw.W ′, (V ′)∨ der Dualraumvon V ′ undB′∨ die zuB′ duale
Basis.

Seienh:V ′ → V und f :W → W ′HomomorphismenvonendlichdimensionalenK-Vektorräumen.
Wir erhalten dann einen Homomorphismus

HomK(V ,W) → HomK(V
′,W ′), g 7→ f ◦ g ◦ h,

der demHomomorphismus

Mm×n(K) → Mm′×n′(K), M 7→ AMB,

entspricht, wennwirA = MB′

B (f ), B = MC
C ′(h) schreiben.

Mit Satz 18.52 erhaltenwir eine Abbildung

V∨ ⊗K W → (V ′)∨ ⊗K W ,

die gegeben ist durch

λ⊗ w 7→ h∨(λ)⊗ f (w),
wieman leicht nachrechnet.

Unter den durch die gewählten Basen gegebenen Isomorphismen V∨ ⊗W ~−→ Kmn und

(V ′)∨ ⊗K W
′ ~−→ Km′n′ entspricht diese Abbildung der Abbildung

Kmn → Km′n′ , v 7→ (Bt ⊗K A)v.

Das ist praktisch die Definition des Tensorprodukts derMatrizen Bt = MB∨

B′∨(f ∨) undA.

Wennwir alles zusammensetzen, erhaltenwir das kommutative Diagramm
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Mm×n(K) HomK(V ,W) V∨ ⊗W Kmn

Mm′×n′(K) HomK(V
′,W ′) (V ′)∨ ⊗W ′ Km′n′

vec

vec

in dem alle horizontalen Pfeile Isomorphismen sind, und die vertikalen Pfeile die Abbildun-
gen sind, diewir gerade besprochen haben (in der linken Spalte alsoM 7→ AMB).

Wir können folglich das Ergebnis mithilfe der Abbildung vec aus dem obigen Lemma fol-
gendermaßen formulieren. Für jedeMatrixM ∈ Mm×n(K) gilt

(Bt ⊗ A)vec(M) = vec(AMB).
(Links bezeichnet vec die AbbildungMm×n(K) → Kmn, rechts bezeichnet vec die Abbildung

Mm′×n′(K) → Km′n′ .)

Sind also A, Bwie oben und C ∈ Mm×n(K) gegeben und ist eine Matrix X mit AXB = C
gesucht, so bedeutet das genau, dass X eine Lösung des linearen Gleichungssystems

(Bt ⊗ A)vec(X) = vec(C)

seinmuss. ♦

18.5.3. Erweiterung der Skalare. Sei der KörperK einTeilkörper eines Körpers L.Wir
könnendannL alsK-Vektorraumbetrachten,wennwir dieKörperaddition auf L alsAddition
und die Einschränkung derMultiplikationsabbildung L × L → L auf K × L als Skalarmulti-
plikation verwenden. Es ist leicht zu sehen, dass dann alle Vektorraumaxiome erfüllt sind.
(Wir hatten diese Konstruktion schon in Beispiel I.6.2 erwähnt.)

Ist nun V ein K-Vektorraum, so könnenwir den K-Vektorraum V ⊗K L bilden.

Satz 18.63. Seien L ein Körper, K ein Teilkörper von L und V ein K-Vektorraum.Mit der Skalarmultipli-
kation

L × (V ⊗K L) → V ⊗K L, (a, v⊗ b) 7→ v⊗ ab,
ist dann V ⊗K L ein L-Vektorraum.Wir sagen, man erhalte V ⊗K L durch Erweiterung der Skalare
von K nach L.

Beweis. Um zu überprüfen, dass die angegebene Abbildungwohldefiniert ist, fixieren
wir a ∈ L. Dann ist die Abbildung V × L → V ⊗K L, (v, b) 7→ v ⊗ ab, bilinear (wobeiwir V
und L als K-Vektorräume betrachten).Wir erhalten also eine (eindeutig bestimmte) lineare
Abbildung V ⊗K L → V ⊗K L, v ⊗ b 7→ v ⊗ ab. Dies ist die Multiplikation mit dem Skalar
a ∈ L auf dem L-Vektorraum V ⊗K L.Wennwir diese Abbildungen für alle a ∈ L zusammen
betrachten, habenwir eine Abbildung L × V ⊗K L → V ⊗K Lwie im Satz.

Es sind dann dieVektorraumaxiome nachzurechnen. Das ist einfach. �

Satz 18.64. Seien L ein Körper, K ein Teilkörper von L und V ein K-Vektorraum. Ist (bi)i∈I eine Basis
von V über K, dann bilden die Elemente bi ⊗ 1, i ∈ I, eine Basis des L-Vektorraums V ⊗K L.

Insbesondere gilt (wenn V über K endliche Dimension hat), dass dimK V = dimL(V ⊗K L) ist.
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Beweis. Wir betrachten dieWahl der Basis von V alswieWahl eines Isomorphismus

b:K(I) → V . Durch »Tensorierenmit idL« erhaltenwir (siehe Satz 18.43) eine lineare Abbil-
dung

L(I) ~= K(I) ⊗K L
b⊗idL−−−→ V ⊗K L,

wobeiwir für die erste Isomorphie noch dieVerträglichkeit vonTensorprodukt und direk-
ten Summen benutzen, Satz 18.48. Nach Bemerkung 18.44 ist auch dieser K-Vektorraum-
Homomorphismuswieder bijektiv. Man überprüft unmittelbar, dass es sich dabei um einen
Homomorphismus von L-Vektorräumen handelt, und dass b⊗ idL den Standardbasisvektor

ei ∈ L(I) abbildet auf bi ⊗ 1. �

Die im Beweis benutzte Verträglichkeit mit Homomorphismen gilt ganz allgemein: Ist
f :V → W ein Homomorphismus von K-Vektorräumen, so ist f ⊗ idL:V ⊗K L → W ⊗K L ein
L-Vektorraum-Homomorphismus.Wiewir schonwissen, ist diese Konstruktion verträg-
lichmit derVerkettung von Homomorphismen. Insbesonderewerden aus K-Vektorraum-
Isomorphismen auf dieseWeise L-Vektorraum-Isomorphismen.

Ein konkretes Beispiel für die hier betrachtete Situation ist die Körpererweiterung R ⊂
C. Wir erhalten also für jeden R-Vektorraum V einen C-Vektorraum V ⊗R C, der als C-
Vektorraum die Dimension dimR(V) hat.

18.6. Die äußere Algebra einesVektorraums

Das Tensorprodukt V1 ⊗ · · · ⊗ Vn vonVektorräumen V1, …,Vn ermöglicht es, zwischenmul-
tilinearen Abbildungen V1 × · · · × Vn → U und linearen Abbildungen V1 ⊗K · · · ⊗K Vn → U
»hin- und herzugehen«. Alswir in der Linearen Algebra 1 übermultilineare Abbildungen
gesprochen haben, habenwir uns aber nicht für beliebigemultilineare Abbildungen interes-
siert, sondern speziell für alternierendemultilineare Abbildungen V × · · · × V → U . Mit der
r-ten äußeren Potenz

∧r
V von V (über K) lernenwir in diesemAbschnitt einenVektorraum

kennen, für den lineare Abbildungen
∧r

V → U mit alternierendenmultilinearen Abbil-
dungen V × · · · × V → U (mit r Faktoren in dem Produkt V × · · · × V ) identifiziertwerden
können. Die n-te äußere Potenz eines n-dimensionalenVektorraumsV steht, vielleicht nicht
überraschend, in engem Zusammenhang zur Determinante von Endomorphismen von V .

Wie beimTensorprodukt beginnenwirmit einer Definition anhand der gewünschten uni-
versellen Eigenschaft.

Definition 18.65. Seien K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Sei r ∈ N. EinVektorraum
Λ zusammenmit einer alternierendenmultilinearen Abbildung β:V r → Λ heißt r-te äußere
Potenz von V über K, wenn die folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist:

Für jedenK-VektorraumU und jedealternierende
multilineare Abbildung b:V r → U gibt es genau
eine lineareAbbildungψ:Λ→ U , so dassψ◦β = b
gilt.

V r U

Λ

b

β ψ a

Beispiel 18.66. (1) Für jeden K-Vektorraum V gilt
∧1

V = V , denn eine alternierendemul-
tilineare Abbildung V → U ist nichts anderes als eine lineare Abbildung V → U . Die
Gleichheit ist hier so zu verstehen, dass V zusammenmit der »offensichtlichen« alter-
nierendenmultilinearen Abbildung idV :V → V die universelle Eigenschaft der 1-ten

äußeren Potenz erfüllt. Daher könnenwir
∧1

V in dieserWeise konstruieren und/oderV

und
∧1

V mittels eines eindeutig bestimmten Isomorphismus (der mit den beiden alter-

nierendenmultilinearen Abbildungen V →
∧1

V und idV verträglich ist) identifizieren,
denwir als Gleichheit schreiben.
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(2) Für jeden K-Vektorraum V identifizieren wir
∧0

V aufgrund der folgenden Überle-
gungmit dem eindimensionalenVektorraum K. Das leere Produkt (Bemerkung 18.8) ist∏

∅ V = {0}. JedeAbbildung vom leeren Produkt in irgendeinen K-Vektorraum U ist al-

ternierend undmultilinear, denn die Bedingungen dafür beziehen sich auf die Faktoren
des Produkts; hier hat das Produkt aber gar keine Faktoren. Insbesondere ist es nicht
erforderlich, dass die Abbildung linear ist, sondern das (einzige) Element 0 kann auf ein
beliebiges Element von U abgebildetwerden.Wir können dieMenge der alternierenden
multilinearen Abbildungen

∏
∅ V → U alsomit U = HomK(K,U) identifizieren,wobei

das Gleichheitszeichen hier bedeutet, dasswir φ:K → U mit φ(1) ∈ U identifizieren.

♦

Als ersteswollenwir die Frage abhandeln, ob eine äußere Potenz stets existiert.Wie beim
Tensorprodukt ist es aber für alles spätere dann ausreichend zuwissen, dass das der Fall
ist. Die genaue Konstruktion spielt keine Rolle, sondernwir arbeiten später immermit der
universellen Eigenschaft.

Satz 18.67. Die r-te äußere Potenz vonV existiert für jedenK-VektorraumV und ist eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus.Wir bezeichnen sie mit

∧r
V. Das Bild von (v1, …, vr) ∈ V r in

∧r
V

wirdmit v1 ∧ · · · ∧ vr bezeichnet.

Beweis. Die Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus ergibt sichwie üblich
aus der universellen Eigenschaft.

Um die Existenz zu beweisen, sei V⊗r = V ⊗K · · · ⊗K V das r-fache Tensorprodukt von V
mit sich selbst über K.

Sei U ⊆ V⊗r der Untervektorraum, der erzeugtwird von allen Elementen der Form

v1 ⊗ · · · ⊗ vr, so dass i 6= j existierenmit vi = vj.

DieVerkettungV r → V⊗r → V⊗r/U , die einTupel (v1, …, vr) abbildet auf die Restklasse von
v1⊗· · ·⊗vr in V⊗r/U ist dann eine alternierendemultilineareAbbildung.DieMultilinearität
folgt dabei aus der entsprechenden Eigenschaft des Tensorprodukts, denn sie bleibt bei der
Verkettungmit einer linearen Abbildung erhalten. Die Eigenschaft, alternierend zu sein,
folgt direkt aus der Definition von U .

Behauptung.DerVektorraum V⊗r/U zusammenmit der soebenkonstruierten alternierenden
multilinearen Abbildung V r → V⊗r/U hat die universelle Eigenschaft der r-ten äußeren
Potenz von V .

Begründung. Sei b:V r → W eine alternierende multilineare Abbildung.Wegen der Multi-
linearität faktorisiert die Abbildung in eindeutigerWeise über einen Homomorphismus
V⊗r →W . Dass die ursprüngliche Abbildung alternierend ist, impliziert, dass U im Kern
von V⊗r → W liegt, wir erhalten also eine eindeutig bestimmte Abbildung V⊗r/U → W , so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

V r W

V⊗r V⊗r/U .

DasbeweistdieExistenzder inderuniversellenEigenschaftgefordertenAbbildung V⊗r/U →
W . Die Eindeutigkeit ist klar, weil die Abbildung auf den Bildern der Elementartensoren
v1 ⊗ · · · ⊗ vn in V⊗r/U bestimmt ist (als b(v1, …, vr)), und diese den Vektorraum V⊗r/U
erzeugen. �
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Man nennt denVektor v1 ∧ · · · ∧ vr manchmal auch dasDachprodukt derVektoren v1, …, vr .

Bemerkung 18.68 (Rechenregeln für Dachprodukte). Genauwie Elementartensoren ver-
halten sich Dachproduktemultilinear, wir haben also

v1 ∧ · · · ∧ (avi + a′v′i) ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vr

=a(v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vr) + a′(v1 ∧ · · · ∧ v′i ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vr)

für a, a′ ∈ K, v1, …, vr, v′i ∈ V .

Zudem sind sie alternierend, es gilt also

v1 ∧ · · · ∧ vr = 0, wenn es i 6= jmit vi = vj gibt.

Wir können nun Lemma I.9.2 auf die alternierende multilineare Abbildung V r →
∧r

V
anwenden und erhalten, dass

v1 ∧ · · · ∧ vr = −v1 ∧ · · · ∧ vj︸︷︷︸
i

∧ · · · ∧ vi︸︷︷︸
j

∧ · · · ∧ vr

gilt, vertauschtman also imDachprodukt v1 ∧ · · · ∧ vr zwei der Einträge, so unterscheidet
sich der neue Eintrag vom alten genau um den Faktor−1.

Aus demselben Lemma erhaltenwir dann dasVerhalten von Dachprodukten,wennwir eine
beliebige Permutation auf die Einträge anwenden:

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(r) = sgn(σ)v1 ∧ · · · ∧ vr, für alle σ ∈ Sr.

♦

Ähnlichwie beimTensorprodukt verträgt sich die äußere Potenz gutmit Homomorphismen
vonVektorräumen.

Satz 18.69. Seien V undW Vektorräume über K, r ∈ N, und sei f :V → W eine lineare Abbildung.
Dann ist ∧r

f :
∧r

V →
∧r

W , v1 ∧ · · · ∧ vr 7→ f (v1) ∧ · · · ∧ f (vr),

eine lineare Abbildung. Diese Konstruktion ist kompatibel mit der Verkettung vonHomomorphismen.

Beweis. Wir zeigen die Existenz einer Abbildung, die die angegebene Zuordnungsvor-
schrift für Elemente der Form v1 ∧ · · · ∧ vr hat, mit der universellen Eigenschaft (und es folgt
daraus auch, dass sie eindeutig bestimmt ist).

Dazu betrachtenwir die Abbildung

V r →
∧r

W , (v1, · · · , vr) 7→ f (v1) ∧ · · · ∧ f (vr).

Aus der Definition von
∧r

W und der Linearität von f folgt leicht, dass diese Abbildung
alternierend undmultilinear ist. Daraus folgt die Existenz der gesuchten Abbildung

∧r
f .

Die Verträglichkeit mit Verkettung ist dann auch leicht nachzuprüfen. �

Weil offensichtlich auch
∧r

idV = id∧r
V gilt, folgt aus dem Satz in der üblichenWeise, dass

für einen Isomorphismus f auch der Homomorphismus
∧r

f ein Isomorphismus ist.

Wir bezeichnenmit
(
n
k

)
den Binomialkoeffizienten,

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! . Dies ist die Anzahl der

k-elementigen Teilmengen einer n-elementigenMenge.
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Satz 18.70. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V), und b1, …, bn eine Basis von
V, dann bilden die Elemente

bi1 ∧ · · · ∧ bir für alle 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n

eine Basis von
∧r

V.

Folglich gilt dim(
∧r

V) =
(
n
r

)
.

Insbesondere gilt
∧r

V = 0 für r > n.

Eine lineare Abbildung
∧n

V → K (für n = dimV) können wir identifizieren mit einer
alternierendenmultilinearenAbbildungVn → K, also gerademit einerDeterminantenfunk-
tion auf V . Dass dim

∧n
V =

(
n
n

)
= 1 ist, ist also dazu äquivalent, dass derVektorraum der

Determinantenfunktionen auf V Dimension 1 hat. Daher sollte es nicht überraschen, dass
wir diesen Satz nun im Beweis benutzen, denn sonst müsstenwir unsmehr oderweniger
dieselbeMühewie damals beim Beweis noch einmal machen.

Beweis. Aus den Rechenregeln für Dachprodukte, Bemerkung 18.68, folgt, dass die
Elemente bi1∧· · ·∧bir für alleTupel (i1, …, ir)mit 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n einErzeugendensystem

von
∧r

V bilden. An diesem Punkt des Beweises bekommen wir schon die Abschätzung
dim(

∧r
V) ≤

(
n
r

)
. (Achten Sie,wenn Sie den Beweis nachvollziehen, darauf, dass Sie auch

die Fälle r > n berücksichtigen. In diesem Fall ist das angegebene Erzeugendensystem die
leereMenge, der Raum

∧r
V folglich der Nullvektorraum.)

Es bleibt noch die lineare Unabhängigkeit zu zeigen. Dazu zeigenwir die folgende Aussage:

Behauptung. Sei (i1, …, ir) mit 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n gegeben. Dann gibt es eine lineare
Abbildung

∧r
V → K, so dass für alle (j1, …, jr)mit 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n gilt:

bj1 ∧ · · · ∧ bjr 7→

{
1 wenn (i1, …, ir) = (j1, …, jr),
0 sonst.

Es ist leicht zu sehen, dass daraus die lineare Unabhängigkeit folgt. Dennwenn eine Line-
arkombination der Elemente bj1 ∧ · · · ∧ bjr gegeben ist, die den Nullvektor darstellt, folgt

durch Anwenden der obigen Abbildung (für (i1, …, ir)), dass der Koeffizient von bi1 ∧ · · · ∧ bir
verschwindet. Insgesamt folgt also, dass alle Koeffizientenverschwindenmüssen, und damit
die lineare Unabhängigkeit.

Begründung. Sei
{i′1, …, i′n−r} = {1, · · · , n} \ {i1, …, ir}.

Das Tupel bi1 , …, bir , bi′1 , …, bi′n−r
ist dann bis auf eine Permutation die gewählte Basis vonV .

Sei Δ:Vn → K die (eindeutig bestimmte) Determinantenfunktionmit

Δ(bi1 , …, bir , bi′1 , …, bi′n−r
) = 1.

(Für die Existenz benutzenwir die Ergebnisse der Linearen Algebra 1.)Wir erhalten so eine
alternierendemultilineare Abbildung

V r → K, (v1, …, vr) 7→ Δ(v1, …, vr, bi′1 , …, bi′n−r
).

Es ist klar, dass unter der dadurch induzierten Abbildung das Element bi1 ∧ · · · ∧ bir auf 1

abgebildetwird. Ist andererseits (j1, …, jr) 6= (i1, …, ir)mit 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n gegeben, so ist
wenigstens eines der jl in derMenge {i′1, …, i′n−r} enthalten, so dass Δ(bj1 , …, bjr , bi′1 , …, bi′n−r

) =
0 folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Zum Fall r = 0 dieses Satzes vergleiche auch Bemerkung 18.66.

Wir können auch die Determinante eines Endomorphismusmit den neuen Begrifflichkeiten
beschreiben.
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Satz 18.71. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V). Dann ist dim
∧n

V = 1. Ist
f :V → V ein Endomorphismus, so ist der Endomorphismus∧n

f :
∧n

V →
∧n

V , v1 ∧ · · · ∧ vn 7→ f (v1) ∧ · · · ∧ f (vn),

dieMultiplikationmit det(f ).

Beweis. Nach Satz 18.70 könnenwir einen Isomorphismus
∧n

V ~−→ Kwählen. Dann
ist die Verkettung Δ:Vn →

∧n
V ~−→ K eine nicht-triviale alternierende multilineare

Abbildung, also eine nicht-triviale Determinantenfunktion. Nach Definition von det(f ) ist
daher Δ ◦ f n = det(f )Δ, wobei f n:Vn → Vn die Abbildung (v1, …, vn) 7→ (f (v1), …, f (vn))
bezeichnet.

Andererseits habenwir ein kommutatives Diagramm

Vn
∧n

V

Vn
∧n

V

f n
∧n

f

Insgesamt folgt die Behauptung. �

ZusammenmitSatz 18.69 (speziell derVerträglichkeitmitVerkettung) erhältmanausdiesem
Satz einen neuen Beweis des Determinantenproduktsatzes Satz I.9.11 (der allerdings ähnlich
ist zu dem Beweis, denwirmit Determinantenfunktionen gegeben haben).Wir erwähnen
noch zwei Ergebnisse über die Verträglichkeit der äußeren Potenzenmit direkten Summen
und demÜbergang zumDualraum, die manchmal nützlich sind.

Satz 18.72. Seien K ein Körper, V undW Vektorräume über K und r ∈ N.

(1) Die Abbildungen∧i
V⊗K

∧j
W →

∧r
(V⊕W), (v1∧· · ·∧vi)⊗ (w1∧· · ·∧wj) 7→ v1∧· · ·∧vi ∧w1∧· · ·∧wj,

(für0 ≤ i, j ≤ r mit i + j = r) induzieren einen Isomorphismus⊕
i+j=r

∧i
V ⊗K

∧j
W , ~−→

∧r
(V ⊕W).

(2) Sei nun V endlichdimensional und V∨ der Dualraum von V. Dann haben wie einen Isomorphismus∧r
V∨ →

(∧r
V
)∨

, λ1 ∧ · · · ∧ λr 7→
(
v1 ∧ · · · ∧ vr 7→ det((λi(vj))i,j=1,…r)

)
von K-Vektorräumen.

Beweis. In (1) schreibenwir für v ∈ V auf der rechten Seite einfach v für das Element
(v,0) ∈ V ⊕W , und ähnlich fürw ∈ W .Wir lassen den Beweis hier aus. Man kann ihnmit
ähnlichen Methoden wie oben führen, insbesondere für Teil (1) ist das aber ein bisschen
Arbeit. In Teil (2) wähle man eine Basis von V und betrachte die zugehörige duale Basis von
V∨.

Zusatzfrage. Könnte man es in Teil (2) auch mit der Abbildungsvorschrift v1 ∧ · · · ∧ vr 7→∏r

i=1 λi(vi) versuchen? �

Mit Teil (1) dieses Satzes kannman einen neuen Beweis von Satz 18.70 geben.
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Bemerkung 18.73 (Die äußere Algebra). Auf der direkten Summe
∧
V :=

⊕
r∈N
∧r

V lässt

sich eineMultiplikation definieren durch

(v1 ∧ · · · ∧ vr) ∙ (w1 ∧ · · · ∧ ws) = v1 ∧ · · · ∧ vr ∧ w1 ∧ · · · ∧ ws.

Siewird damit zu einem (nicht kommutativen) Ring, der außerdemeineK-Vektorraumstruk-
tur trägt. Man nennt diesen Ring/Vektorraum die äußere Algebra desVektorraums V . ♦

Ergänzung 18.74. Das KreuzproduktR3 × R3 × R3, oder allgemeiner K3 × K3 → K3 für
einen beliebigen Körper K, lässt sichmittels des Isomorphismus∧2

K3 ~−→ K3,

der durch die Basis e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2 gegeben ist, identifizieren mit der natürlichen

Abbildung (K3)2 →
∧2

K3. � Ergänzung 18.74

18.7. Endlich erzeugteModuln über Hauptidealringen *

Dieser Abschnitt ist, wie viele der Ergänzungen, etwas knapper geschrieben.Weiter unten
finden Sie Literaturverweise, unter anderem für ausführlichere Darstellungen.

18.7.1. ModulnüberRingen. In derDefinition einesVektorraumswird nirgends benö-
tigt, dassderGrundkörper tatsächlich einKörper (undnicht einfach irgendeinkommutativer
Ring) ist. Da sich die analog definierten Objekte über beliebigen kommutativen Ringen zum
Teil aber sehr anders verhalten als Vektorräume über Körpern, erhalten sie einen eigenen
Namen.

Definition 18.75. Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul (oder:Modul über R) ist eine
abelsche Gruppe (M, +) zusammenmit einer Skalarmultiplikation

∙:R × M → M,

so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) Es gilt (ab)m = a(bm) für alle a, b ∈ R,m ∈ M.

(b) Es gilt 1 ∙ m = m für allem ∈ M.

(c) Es gelten die Distributivgesetze

(a + b)m = am + bm, a(m + m′) = am + am′ für alle a, b ∈ R, m,m′ ∈ M.

a

Achtung: Es heißt derModul (Plural: die Moduln) und dasWortModulwird auf der ersten
Silbe betont! (Also gerade anders als dasModul aus demModulhandbuch.)

Man kann auchModuln über nicht notwendig kommutativen Ringen einführen (genauer
unterscheidet man dann zwischen Linksmoduln und Rechtsmoduln). Daswollenwir aber
an dieser Stelle nicht tun.

Beispiel 18.76. (1) Ist R ein Körper, so ist also ein R-Modul genau dasselbe wie ein R-
Vektorraum.
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(2) Sei R = Z. IstM ein Z-Modul, so istMmit der Addition (wie jederModul über einem
Ring) eine abelsche Gruppe. Ist andererseitsM irgendeine abelsche Gruppe, so gibt es
genau eineMöglichkeit,Mmit einer Skalarmultiplikation

Z × M → M

zu versehen, so dassM damit (undmit der vorgegebenen Addition) zu einem Z-Modul
wird. In der Tat ergibt sich aus den Distributivgesetzen, dass

nm = m + · · · + m (n Summanden)

für n ∈ N und nm = −((−n)m) für n ∈ Z≥0 geltenmuss. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Vorschriften eine Skalarmultiplikation definieren.

In diesem Sinne kannman sagen, dass ein Z-Modul genau dasselbe ist wie eine (additiv
geschriebene) kommutativeGruppe. (Auch die Begriffe desZ-Modul-Homomorphismus
(denwir als nächstes definieren) und des Gruppenhomomorphismus fallen dann zu-
sammen.)

(3) Sei K ein Körper. Ist V ein K-Vektorraum und f :V → V ein Endomorphismus, so kön-
nenwir V wie folgt mit der Struktur eines K[X]-Moduls versehen: Die Addition ist die
Vektorraumaddition, und die Skalarmultiplikation ist gegeben durch

∙:K[X] × V → V , p ∙ v := p(f )(v).

Insbesondere ist die Skalarmultiplikationmit dem Element X ∈ K[X] einfach gegeben
durch Anwendung des fixierten Endomorphismus f . Es ist leicht zu überprüfen, dass
dieModulaxiome erfüllt sind.

Ist andererseitsM ein K[X]-Modul, so istM erst recht ein K-Vektorraum (mit derselben
Addition und indemwir die Skalarmultiplikation nur für Elemente aus K (aufgefasst als
konstante Polynome) benutzen). DieMultiplikationmit dem Element X ∈ K[X] ist dann
ein K-Vektorraum-Homomorphismus vonM.

In diesem Sinne ist ein K[X]-Modul »dasselbe«wie ein K-Vektorraum zusammenmit
einemVektorraumendomorphismus.

Diese Interpretation von Moduln über dem (Hauptideal-)Ring K[X] ermöglicht uns,
nachdemwir die Theorie vonModuln über Hauptidealringen etwasweiter entwickelt
habenwerden, einen neuen Zugang zum Satz über die Jordansche Normalform.

♦

Viele der Grundbegriffe derVektorraumtheorie lassen sich übertragen:

Definition 18.77. Sei R ein kommutativer Ring und seienM undNModuln über R.

(1) Eine Abbildung f :M → N heißt R-Modul-Homomorphismus, wenn f ein Gruppenhomo-
morphismusbezüglichderAddition ist und für alle a ∈ R,m ∈ M gilt, dass f (am) = af (m)
ist.

(2) Ein R-Modul-Isomorphismus ist ein R-Modul-Homomorphismus, der eine Umkehrabbil-
dung besitzt, die ebenfalls ein R-Modul-Homomorphismus ist.

a

Wie im Fall vonVektorräumen überprüftman, dass jeder bijektive R-Modul-Homomorphis-
mus ein Isomorphismus ist.Wir bezeichnen dieMenge aller R-Modul-Homomorphismen
vonM nach N mit HomR(M,N). Mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation für
Abbildungen ist HomR(M,N) ein R-Modul.
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Definition 18.78. Seien R ein kommutativer Ring undM ein R-Modul. Eine Teilmenge
N ⊆ M heißt Untermodul, wennN eine Untergruppe vonM bezüglich der Addition ist und
an ∈ N für alle a ∈ R, n ∈ N gilt. a

Wie bei Gruppen undVektorräumen bezeichnenwirmit Ker(f ) := f −1({0}) den Kern und
mit =(f ) = f (M) das Bild eines Modul-Homomorphismus f :M → N. In beiden Fällen
handelt es sich umUntermoduln.

Der Durchschnitt einer Familie von Untermoduln einesModuls istwieder ein Untermodul.
Damit könnenwirwie üblich den von einer Teilmenge erzeugten Untermodul definieren.

Definition 18.79. Seien R ein kommutativer Ring undM ein R-Modul.

(1) Ist X ⊆ M eine Teilmenge, so nennenwir

〈X〉 := 〈X〉R :=
⋂
N⊇X

N,

wobei der Durchschnitt über alle Untermoduln N ⊆ M genommenwird, die X enthalten,
den von der Teilmenge X erzeugten Untermodul vonM.

Dies ist der kleinste Untermodul vonM, der die Teilmenge X enthält.

(2) Der RModulM heißt endlich erzeugt, wenn eine endliche Teilmenge X ⊆ M existiert mit
〈X〉R = M.

a

Beispiel 18.80. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Der Ring R ist ein R-Modul, wennwir als Addition die Ringaddition und als Skalarmul-
tiplikation die Ringmultiplikation verwenden.

(2) Eine Teilmenge a ⊆ R ist genau dann ein Ideal, wenn a ein Untermodul des R-Moduls R
ist.

♦

Bemerkung 18.81 (Quotient einesModuls nach einemUntermodul). Sei R ein kommutati-
verRing. SeiM einR-Modul undN ⊆ M einUntermodul. BetrachtenwirMundN als additive
Gruppen, so habenwir den Gruppenquotienten M/N . Mit der folgenden (wohldefinierten!)
Skalarmultiplikation könnenwir diesen zu einem R-Modul machen:

R × (M/N ) → (M/N ), (a,m + N) 7→ (am) + N.

Die kanonische Projektion π:M → M/N ist dann ein R-Modul-Homomorphismusmit Kern
N. Der Homomorphiesatz gilt analogwie für Gruppen bzw. Vektorräume. ♦

Bemerkung 18.82 (Produkt und direkte Summe von Moduln). Seien R ein Ring, I eine
Menge undMi, i ∈ I, Moduln über R.Wie fürVektorräume könnenwir die direkte Summe
bzw. das Produkt der Familie (Mi)i von R-Moduln bilden.

(1) Das kartesische Produkt
∏

i∈IMi ist mit der komponentenweisen Addition und Skalar-

multiplikation ein R-Modul. Dieser R-Modul erfüllt die universelle Eigenschaft des
Produkts, d.h. Morphismen von einem R-ModulN in das Produkt

∏
i∈IMi entsprechen

bijektiv FamilienN → Mi von Homomorphismen:

HomR(N,
∏
i

Mi)
~−→
∏
i

HomR(N,Mi).
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Diese Bijektion ist gegeben durch f 7→ (pi ◦ f )i, wobei pj:
∏

i
Mi → Mj die Projektion auf

den j-ten Faktor bezeichnet.

Wir schreibenMI :=
∏

i∈IM.

(2) Die Teilmenge
⊕

i
Mi ⊆

∏
i
Mi, die aus allen Elementen des Produkts besteht, in denen

höchstens endlich viele Einträge von 0 verschieden sind, ist ein Untermodul, der als
die direkte Summe derMi bezeichnet wird. Zusammenmit den Inklusionen ιj:Mj →⊕

i∈IMi ,m 7→ (0, …,0,m,0, …,0), erfüllt derR-Modul
⊕

i
Mi dieuniverselleEigenschaft

der direkten Summe, d.h. die Abbildung

HomR(
⊕
i

Mi,N) ~−→
∏
i

HomR(Mi,N), f 7→ (f ◦ ιi)i,

ist für alle R-ModulnN bijektiv.

Wir schreibenM(I) :=
⊕

i∈IM.

♦

Definition 18.83. Sei R ein kommutativer Ring und seiM ein R-Modul.Wir nennenM

einen freienModul, wennM zu einemModul der Form R(I) isomorph ist. a

Einwichtiger Spezialfall von freienModuln sind die endlich erzeugten freienModuln Rn,
n ∈ N.

Wie imVektorraumfall nennenwir eine Familie (bi)i eines R-ModulsM eine Basis vonM,
wenn sich jedes Element vonmmit eindeutig bestimmten Elementen ai ∈ R (von denen
höchstens endlich viele 6= 0 sind) als Linearkombinationm =

∑
i
aibi darstellen lässt. Die

»Standardbasisvektoren« bilden dann eine Basis von R(I). Daraus schließtman leicht den
folgenden Satz.

Satz 18.84. Ein R-Modul besitzt genau dann eine Basis, wenn er frei ist.

IstR einKörper, so ist jederR-Modul frei; dies ist der Satz, dass jederVektorraumüber einem
Körper eine Basis besitzt. (Ist andererseits R kein Körper, so existiert ein Ideal 0 6= a ( R
und dann ist der R-Modul R/a nicht frei.)

Beispiel 18.85. Anders als imVektorraumfall lässt sichnicht aus jedemErzeugendensystem
eine Basis auswählen: Zum Beispiel gilt für den (freien) Z-Modul Z, dass 〈2, 3〉 = Z, aber
〈2〉 6= Z, 〈3〉 6= Z und 3 ∙ 2− 2 ∙ 3 = 0 ist, die Elemente 2, 3 ∈ Z sind »linear abhängig«.

Im Z-Modul Z/2 ist sogar das Element 1 »linear abhängig«, denn es gilt 2 ∙ 1 = 0 in Z/2.
DieserZ-Modul besitzt keine Basis. ♦

Weite Teile der Vektorraumtheorie lassen sich auf freie R-Moduln verallgemeinern. Wir
können R-Modul-Homomorphismen Rn → Rm durch Matrizen inMm×n(R) beschreiben.
Entsprechend kannman nachWahl von Basen der freienModuln N undM, also von Iso-
morphismen N ~= Rn,M ~= Rm, Homomorphismen N → M durch Matrizen inMm×n(R)
beschreiben.

Für freieModuln ist der sogenannte Rang ein guter Ersatz für den Dimensionsbegriff, den
wir fürVektorräume haben:

Satz 18.86. Sei R 6= 0 ein kommutativer Ring. Ist M ein freier R-Modul, etwaM ~= R(I), so ist die
Kardinalität von I durchM eindeutig bestimmt.Man nennt diese denRang des freienModulsM.
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Beweis. Wir geben den Beweis hier in dem Fall, dassM endlich erzeugt ist. Siehe Be-
merkung 18.87 für den allgemeinen Fall. Es ist leicht zu sehen, dass für endlich erzeugtesM
dieMenge I endlich seinmuss. Es bleibt dann zu zeigen, dass ein R-Modul-Isomorphismus
Rn ~−→ Rm nur für n = m existieren kann.Wir nehmen einen solchen Isomorphismus her
und stellen ihn durch eineMatrixA ∈ Mm×n(R) dar. Es existiert dann ein Umkehrhomomor-
phismus, denwir durch eineMatrix B ∈ Mn×m(R) darstellen können. Es gilt alsoAB = Em
(und BA = En).

Sei nun φ:R → K ein Ringhomomorphismus von R in einen Körper K. Seien φ(A) und φ(B)
dieMatrizen, die ausA und B entstehen, indemwir auf jeden Eintrag φ anwenden. Es gilt
dann φ(A)φ(B) = Em und daraus folgtm = n.

UmdenBeweis abzuschließen, genügt esnunzuzeigen, dass zu jedemRingR 6= 0überhaupt
ein Homomorphismus in einen Körper existiert. IstR ein Integritätsring, so könnenwir hier
einfach die Einbettung von R in seinen Quotientenkörper verwenden. Im allgemeinen Fall
benutzenwir Satz 18.134, denwirweiter unten beweisenwerden. �

Für nicht notwendig freieModuln ist das Problem, einenvernünftigen »Rang« zu definieren,
subtiler, undwirwollen dies hier nichtweiter erörtern.

Ein Homomorphismus Rn → Rn ist genau dann ein Isomorphismus,wenn die zugehörige
MatrixA invertierbar ist, wenn also B ∈ Mn(R)mitAB = BA = En existiert. Das ist genau
dann der Fall, wenn die Determinante det(A) eine Einheit von R ist, siehe Korollar 15.73,
Ergänzung 15.74.Wir bezeichnen die Gruppe der invertierbaren (n× n)-Matrizen über R
mitGLn(R).

Nicht alle Eigenschaften vonVektorräumen übertragen sich aber auf freieModuln!Man
beachte zum Beispiel, dass im allgemeinen nicht jeder Untermodul eines freien Moduls
selbst frei ist!Wenn R ein Hauptidealring ist, dann ist das aber richtig, undwirwerden das
für endlich erzeugte freieModulnweiter unten zeigen (Lemma 18.96).

Bemerkung 18.87. Wie für Vektorräume kann man das TensorproduktM ⊗R N von R-
Moduln definieren (durch dieselbe universelle Eigenschaft) und konstruieren. Im Kontext
vonModuln ist dieser Begriff noch um einiges nützlicher als bei Vektorräumen,wo sich der
Gebrauch des Tensorprodukts eigentlich immer vermeiden lässt.

Wie bei Vektorräumen gelten die folgenden Eigenschaften des Tensorprodukts. Die Beweise
kannman genauwie imVektorraumfall führen.

Lemma 18.88. Seien R ein Ring undM, N,M′ , M′′ , Mi , i ∈ I, Moduln über R. Dann hatman natürliche
Isomorphismen

(1) M ⊗R R
~= M,

(2) M ⊗R N
~= N ⊗R M,

(3) (M⊗RM
′)⊗RM

′′ ~= M⊗R (M
′ ⊗RM

′′) (und analog fürmehr Faktoren –Wir lassen daher die
Klammern in solchen Tensorprodukten in der Regel weg. Diese Tensorprodukte erfüllen eine analoge
universelle Eigenschaft für multilineare Abbildungen),

(4) HomR(M ⊗M′,N) ~= HomR(M,HomR(M
′,N)),

(5)
(⊕

i
Mi

)
⊗R N

~=
⊕

i
(Mi ⊗R N).

Wie imVektorraumfall kannman auch das Tensorprodukt von Homomorphismen bilden.

Ist φ:R → S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen und M ein R-Modul, so
könnenwir S alsR-Modul auffassen (mit der Skalarmultiplikation r ∙ s := φ(r)s, wobei rechts
dieMultiplikation imRing S verwendetwird) und das TensorproduktM⊗R S bilden. Dies ist
ein R-Modul, denwir mittels

s ∙ (m⊗ t) := m⊗ (st)
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mit einer Skalarmultiplikation S×(M⊗RS) → M⊗RSversehenund somit der Struktur eines
S-Moduls ausstatten können.Wir nennenM ⊗R S den S-Modul, der ausM durch Erweiterung
der Skalare entsteht. Aus einem R-Modul-Homomorphismus f :M → N erhaltenwir durch
m⊗s 7→ f (m)⊗s einen S-Modul-Homomorphismus fS:M⊗R S → N⊗R S. DieseKonstruktion
ist kompatibel mit der Verkettung von Homomorphismen undmit dem üblichen Argument
folgt, dass fS ein Isomorphismus ist, wenn das für f gilt. Vergleiche Abschnitt 18.5.3, wowir
die analoge Konstruktion im Fall vonVektorräumen behandelt haben.

Als eine Anwendung könnenwir damit den Beweis von Satz 18.86 etwas verschlanken und
(unter Annahme des Ergebnisses für Vektorräume, daswir in der Linearen Algebra 1 nur für
Vektorräume endlicher Dimension bewiesen haben) auf den Fall vonModuln verallgemei-

nern, die nicht endlich erzeugt sind: Sei φ:R(I) ~−→ R(J) ein Isomorphismus von R-Moduln.
Wirwollen zeigen, dass I und J dieselbe Mächtigkeit haben. Sei φ:R → K ein Ringhomo-
morphismus von R in einen Körper K; wir haben im Beweis von Satz 18.86 begründet, dass
ein solcher Homomorphismus existiert. Dann erhaltenwir durch Erweiterung der Skalare
undmit Lemma 18.88 (5) einen Isomorphismus

K(I) ~= R(I) ⊗R K
~= R(J) ⊗R K

~= K(J)

und es folgt aus derDimensionstheorie fürK-Vektorräume, dass I und J dieselbeMächtigkeit
haben. ♦

18.7.2. Endlich erzeugteModuln über Hauptidealringen. Die Theorie von (endlich
erzeugten) Moduln über Hauptidealringen ist zwar schon deutlich komplizierter als die
Theorie endlichdimensionaler Vektorräume über einem Körper, aber man kann wesent-
lichmehr sagen als im Fall eines beliebigen kommutativen Rings.Wir beweisen zunächst
verschiedene Versionen des sogenannten Elementarteilersatzes und folgern daraus den
»Hauptsatz für endlich erzeugteModuln über Hauptidealringen«, der die Struktur solcher
Moduln sehr präzise beschreibt. Danach diskutierenwir, wie man diese Ergebnisse (für den
Hauptidealring K[X], K ein Körper) anwenden kann, umNormalformen vonVektorraumen-
domorphismen zu studieren.

Theorem18.89 (Elementarteilersatz,Matrixversion). SeiA ∈ Mm×n(R). Dann existieren r ≥ 0,
a1, …, ar ∈ R \ {0} und invertierbareMatrizen S ∈ GLm(R), T ∈ GLn(R), so dass

SAT =
(
diag(a1, …, ar) 0

0 0

)
∈ Mm×n(R)

und
a1 | a2 | · · · | ar

gilt.

Dabei ist r eindeutig bestimmt (als der Rang von A über demQuotientenkörper von R), und a1, …, ar sind
eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit. Die Elemente ai heißen die Elementarteiler der Matrix A
(auch wenn sie nur bis auf Assoziiertheit bestimmt sind).

Wir verschieben den Beweis des Theorems auf Abschnitt 18.7.3 und leiten erst einige Folge-
rungen daraus ab. Das nächste Theorem ist fast nur eine Umformulierung des vorherigen.
Wir sehen insbesondere, dass jeder Untermodul eines endlich erzeugten freien R-Moduls
selbst frei ist. Ohne die Voraussetzung, dass R ein Hauptidealring sei, gilt diese Aussage
nicht.

Theorem 18.90 (Elementarteilersatz, Untermodulversion). SeiM ein endlich erzeugter freier
R-Modul und seiM′ ⊆ M ein Untermodul.

Dann existieren eine Basis b1, …, bm vonM, r ≥ 0 und Elemente a1, …, ar ∈ R, so dass a1b1, …, arbr eine
Basis vonM′ bilden und so dass

a1 | a2 | · · · | ar
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gilt.

Dabei ist r eindeutig bestimmt, und a1, …, ar sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit. Die Elemente
ai heißen die Elementarteiler des UntermodulsM

′ vonM.

Beweis. WeilM frei und endlich erzeugt ist, existiert ein IsomorphismusM ~= Rm.Wir
benutzen diesen, um im folgendenM und Rm zu identifizieren.

Wir zeigen in Lemma 18.96 unten, dassM′ endlich erzeugt ist (und auch schon, dassM′ frei
ist). Es existieren daher n ≥ 0 und ein R-Modul-Homomorphismus Rn → Rm(= M)mit
BildM′. Bezüglich der Standardbasen von Rn und Rm könnenwir diesen Homomorphismus
durch eineMatrixA ∈ Mm×n(R) beschreiben.

Der Elementarteilersatz in der FormvonTheorem 18.89 zeigt, dass invertierbareMatrizen
S ∈ GLm(R) und T ∈ GLn(R) und ai ∈ R existieren, so dass SAT die in Theorem 18.89
angegebeneFormhatunddie ai diedort (und imhier zubeweisendenTheorem) angegebenen
Teilbarkeitsbeziehungen erfüllen.

Das Bild von SAT ist dann der Untermodul 〈a1e1, …, arer〉, und ist andererseits gleich SM′.
Wir setzen nun bi := S−1ei, i = 1, …,m, und erhalten so eine Basis b1, …, bm von Rm mit
M′ = 〈a1b1, …, arbr〉.

DieEindeutigkeitsaussagekannmanausderEindeutigkeitsaussage inTheorem18.91 folgern;
wir lassen die Details hier aus. �

Theorem 18.91 (Hauptsatz über endlich erzeugteModul über Hauptidealringen). Seien R
einHauptidealring undM ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen
k, r ≥ 0 und eindeutig bestimmte Ideale

R 6= a1 ⊇ · · · ⊇ ak 6= 0

von R, so dass

M ~= Rr ⊕
k⊕
i=1

R/ai

ist.

Beweis. WeilM endlich erzeugt ist, existiert ein surjektiverHomomorphismus f :Rn →
M von R-Moduln. Der KernM′ := Ker(f ) dieses Homomorphismus ist ein Untermodul des
endlich erzeugten freien R-Moduls Rn undwir können den Elementarteilersatz in der Form
vonTheorem 18.90 anwenden. Es existieren folglich eine Basis b1, …, bn von Rn, s ≥ 0 und
a1, …, as ∈ Rmit ai | ai+1 für alle i, so dass a1b1, …, asbs eine Basis vonKer(f ) ist. Es folgt damit

M ~= Rn/Ker(f ) ~=
s⊕
i=1

R/(ai) ⊕ Rn−s.

Ist ai eine Einheit von R, so ist R/(ai) = 0. Diese Summanden könnenwir in der obigen
Darstellung vonM folglich genausogut weglassen. Insgesamt bekommenwir damit eine
Darstellung der gewünschten Form.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, muss man noch ein bisschen mehr arbeiten.Wir ver-
schieben den Beweis auf Abschnitt 18.7.4. �

Mit dem chinesischen Restsatz, Satz 18.36, könnenwir die Quotienten R/(ai) als direkte
Summen von Quotienten von R nach solchen Idealen zerlegen, die von der Potenz eines
Primelements erzeugtwerden. Damit erhaltenwir das folgende Korollar:
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Korollar 18.92. Seien R ein Hauptidealring undM ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren
natürliche Zahlen r, l ≥ 0, (nicht notwendig verschiedene) Primelemente π1, …, πl von R sowie natürliche
Zahlen n1, …, nl, so dass

M ~= Rr ⊕
l⊕
i=1

R
/
(π

ni
i )

ist. Dabei sind r und l eindeutig bestimmt, und die Paare (πi, ni) sind eindeutig bestimmt bis auf die
Reihenfolge und die Ersetzung der jeweiligen Primelemente durch dazu assoziierte Elemente.

Beweis. Die Existenz dieser Zerlegung folgt,wie schon bemerkt, aus dem chinesischen
Restsatz. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage vonTheorem 18.91. �

Speziell für den Fall R = Z erhaltenwir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen (dennwie oben bemerkt, Beispiel 18.76, sindZ-Moduln »dasselbe«wie abelsche
Gruppen).

Korollar 18.93 (Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe.

(1) Es existieren eindeutig bestimmte natürliche Zahlen r, k ≥ 0 und a1, …, ak > 1mit a1 | a2 | · · · | ak ,
so dass

G ~= Zr ⊕
k⊕
i=1

Z/ai

ist.

(2) Es existieren natürliche Zahlen r, l ≥ 0 und (nicht notwendig verschiedene) Primzahlen p1, …, pl und
natürliche Zahlen n1, …, nl ≥ 1, so dass

G ~= Zr ⊕
l⊕
i=1

Z
/
p
ni
i

ist. Dabei sind r und l eindeutig bestimmt und die Paare (pi, ni) eindeutig bestimmt bis auf die Rei-
henfolge.

Die Gruppe G ist genau dann endlich, wenn r = 0 ist.

Korollar 18.94. Sei b ∈ Rn. Dann sind äquivalent:

(i) Die Einträge von b haben größten gemeinsamen Teiler 1.

(ii) Der Vektor b kann zu einer Basis von Rn ergänzt werden.

Beweis. Für die Implikation (i)⇒ (ii) wende den Elementarteilersatz auf den Unter-
modul 〈b〉 ⊆ Rn an. Die andere Implikation ist einfach. �

18.7.3. Beweis des Elementarteilersatzes. Wir beginnenmit einigenVorbereitungen.

Lemma 18.95. Sei R ein Hauptidealring und seiM eine nicht-leereMenge von Idealen von R. Dann
existiert ein Element a ∈ M , das unter allen Idealen inM maximal bezüglich der Inklusion ist.

Beweis. Man kann dieses Lemma formal (mit Hilfe des Lemmas von Zorn) aus Lem-
ma 15.46 folgern. Die Aussage gilt in jedem noetherschen Ring. Andererseits ist jeder Ring,
in dem diese Aussage gilt, noethersch, denn eine aufsteigende Kette von Idealen, die ein
maximales Element enthält, ist stationär.

Im Fall von Hauptidealringen ist es aber auch leicht, die Aussage direkt (ohne das Zornsche
Lemma) zu beweisen. SeiM gegeben, und sei (a) ∈ M . Die Ideale in R, die (a) enthalten,
sind genau die Ideale, die von Teilern von a erzeugtwerden. Da a nur endlich viele Teiler hat,
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gibt es nur endlich viele solche Ideale inR, insbesondere also nur endlich viele Elemente von
M , die das Ideal (a) enthalten. Es ist klar, dass diese endliche partiell geordneteMenge ein
maximales Element enthält, und dies ist gleichzeitig einmaximales Element vonM . �

Sei R ein Hauptidealring. Ein Untermodul I ⊆ R ist nichts anderes als ein Ideal, also ein
Hauptideal I = (a). Ist I 6= 0, so ist die Abbildung R → I, x 7→ xa, ein R-Modul-Isomor-
phismus. Jeder Untermodul von R ist also frei. Diese Tatsache könnenwir folgendermaßen
verallgemeinern.

Lemma 18.96. Seien R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul. Dann ist jeder Untermodul
N ⊆ M ebenfalls frei und endlich erzeugt.

Beweis. Wir führen Induktion nach m := rg(M). HatM Rang 0, so istM = 0 und
es ist nichts zu zeigen. Sei nunM 6= 0 und sei b1, …, bm eine Basis vonM. Sei p:M → R

die Projektion auf diem-te Koordinate bezüglich dieser Basis, d.h. p
(∑m

i=1 aibi

)
= am.Wir

setzen

N ′ = N ∩ 〈b1, …, bm−1〉 = Ker(p|N), N ′′ = p(N).

Nach Induktionsvoraussetzung ist N ′ als Untermodul des freien R-Moduls 〈b1, …, bm−1〉 vom
Rangm− 1 ein freier endlich erzeugter R-Modul. Ebenso istN ′′ ein freier R-Modul, denn
es handelt sich um einen Untermodul von R, also um ein Hauptideal. Es genügt daher, die
folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung.Die R-ModulnN undN ′ ⊕ N ′′ sind isomorph.

Begründung.WennN ′′ = 0 ist, dann giltN ⊆ ker(p), alsoN = N ′ und die Sache ist klar. An-
dernfalls istN ′′ frei vomRang 1; sei a ∈ N ′′ eine Basis.Wir erhalten einenHomomorphismus
s:N ′′ → N, s(xa) = xbm (für x ∈ R), für die p ◦ s = idN′′ gilt.

Wir geben nun zueinander inverse Homomorphismen zwischen N und N ′ ⊕ N ′′ an. Und
zwar definierenwir

N → N ′ ⊕ N ′′, n 7→ (n − s(p(n)), p(n)),
und

N ′ ⊕ N ′′ → N, (n′, n′′) 7→ n′ + s(n′′).
Es ist klar, dass diese Abbildungen linear sind, undman rechnet direkt nach, dass sie zuein-
ander invers sind. �

Beweis der Eindeutigkeitsaussage vonTheorem 18.89. Es ist klar, dass r der
Rang derMatrixA (verstanden als Matrix mit Einträgen imQuotientenkörper Quot(R) von
R) ist, denn dieser Rang verändert sich nicht beiMultiplikationmitMatrizen inGL(R) ⊆
GL(Quot(R)).

Wir können außerdem die Produkte a1 ∙ · · · ∙ ai folgendermaßen in Termen der Matrix A
charakterisieren. Daraus folgt, dass diese Produkte – und damit auch die ai selbst – durchA
eindeutig bis auf Assoziiertheit bestimmt sind. Dazu verwendenwir die folgende Sprech-
weise: Ein i-Minor vonA ist die Determinante einer (i× i)-Matrix, die ausA durchWeglassen
vonm − i Zeilen und n − i Spalten entsteht. Die 1-Minoren sind gerade die Einträge vonA.
Seimi(A) ⊆ R das von allen i-Minoren vonA erzeugte Ideal.

Behauptung. Seien S, T und a1, …, ar wie in Theorem 18.89 Dann ist das Produkt a1 ∙ · · · ∙ ai
(i = 1, …, r) ein Erzeuger des Idealsmi(A), mit anderenWorten ein größter gemeinsamer
Teiler aller i-Minoren vonA.
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Begründung. Es ist klar, dass die Aussage für dieMatrix SAT gilt. Es genügt daher zu zeigen,
dass für alleA ∈ Mm×n(R) und alle invertierbarenMatrizen B ∈ GLm(R), C ∈ GLn(R) gilt:

mi(BAC) = mi(A).

Weil A = B−1(BAC)C−1 gilt, genügt es aus Symmetriegründen, die Inklusionmi(BAC) ⊆
mi(A) zu zeigen.

Für i = 1 ist das klar. Für i > 1 lässt sich die Aussage auch einigermaßen leicht »nachrech-
nen«, indemman dieMultilinearität der Determinante in Zeilen und Spalten ausnutzt. Für
ein systematischeres Argument kannman die gegebenenMatrizen über demQuotienten-
körper vonR betrachten und dieTheorie der äußeren Potenzen benutzen (oder dieseTheorie
auf den Fall von freien R-Moduln übertragen). Betrachtenwir A, B, C als Darstellungsmatri-
zen von linearen Abbildungen bezüglich der jeweiligen Standardbasen, und betrachenwir

auf
∧i
Quot(R)m und

∧i
Quot(R)n die Basen, diewir mit Satz 18.70 aus den Standardbasen

erhalten, so sind die Einträge der Darstellungsmatrizen der Abbildungen
∧i

A,
∧i

B,
∧i

C
gerade die i-Minoren derMatrizenA, B, C. Aus der Verträglichkeit der äußeren Potenz von
Abbildungenmit derVerkettung von Abbildungen folgt∧i

B ∙

∧i
A ∙

∧i
C =

∧i
(BAC),

und zwar sowohl im Sinne von Abbildungen (also mit ◦ anstelle von ∙) als auch im Sinne
vonMatrizen. Damit habenwir die Aussagemi(BAC) ⊆ mi(A) für allgemeines i auf den Fall
i = 1 zurückgeführt. �

Wir erklären für die Existenzaussage jetzt zuerst einen Beweis speziell für euklidische
Ringe. Ist R euklidisch, dann ist der Beweis des Theorems einfacher und man kann ein
explizitesVerfahren angeben,wieman die Zahlen ai bestimmt. Da der Polynomring in einer
Unbestimmtenüber einemKörper euklidisch ist, ist dieser Fall für dieNormalformentheorie
für Endomorphismen von endlichdimensionalenVektorräumen,wie sie in Abschnitt 18.7.5
und den folgenden Abschnitten entwickelt wird, ausreichend. Sie können diesen Beweis
aber auch überspringen; der Beweis für allgemeine Hauptidealringe ist davon unabhängig.

Beweis der Existenzaussage vonTheorem 18.89 für euklidische Ringe. Wir
bezeichnenmit δ eine Gradfunktion des euklidischen Rings R.

IstA = (aij)i,j dieNullmatrix, so ist nichts zu tun,wir nehmen daherA 6= 0 an.Wir schreiben

dann

Δ(A) := min{δ(aij); aij 6= 0, i = 1, …,m, j = 1, …, n}.

Undzwarkannman inden folgendenSchrittendie gegebeneMatrixA auf die Form

(
d 0
0 A′

)
für eineMatrixA′ ∈ M(m−1)×(n−1)(R) bringen, deren Einträge alle von d geteilt werden. Alle
Schritte entsprechen derMultiplikationmit invertierbarenMatrizen von links und/oder
rechts. JedesMal, wennman zu einemvorherigen Schritt zurückspringt, verringert sich die
natürliche Zahl Δ(A). Das kann daher nur endlich oft geschehen; es ist also sichergestellt,
dass der Algorithmus irgendwann abbricht. IstA′ die Nullmatrix, so sindwir fertig. Ansons-
ten kannman induktiv fortfahren undA′ nach demselbenVerfahren umformen. Die erste
Zeile und erste Spaltewerden dadurch nicht mehr verändert.

Es sind die folgenden Schritte durchzuführen:

(1) Nach geeigneten Zeilen- und Spaltenvertauschungen könnenwir Δ(A) = δ(a11) anneh-
men.Wir bringen also einen Eintragmit minimalen Grad nach oben links.
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(2) Wenn die Einträge der ersten Zeile in den Spalten 2 bis n durch a11 teilbar sind, können
wir sie durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Spalte auf Null bringen. Gibt
es einen Eintrag, der nicht durch a11 teilbar ist, so könnenwir unter Ausnutzung der
Divisionmit Rest durchAddition eines geeignetenVielfachen der ersten Spalte zu dieser
Spalte einen Eintrag a produzieren, für den δ(a) < δ(a11) gilt. In diesem Fall springe
zurück zu Schritt (1). Nach endlich vielen Schritten erreichenwir so, dass die Einträge
der ersten Zeile in den Spalten> 1 gleich Null sind.

Danach verfahrenwir analog, um auch die Einträge der ersten Spalte in den Zeilen 2
bism auf Null zu bringen. (Analogwie vorher springenwir gegebenenfallswieder zu
Schritt (1) zurück und beginnen, falls nötig,wieder damit, die neu entstandenenEinträge
in Zeile 1 und Spalten> 1 auf Null zu bringen.)

(3) Nach Abschluss von Schritt (2) haben wir die gegebene Matrix auf die Form A1 =(
a11 0
0 A′

)
gebracht, allerdings sindnicht unbedingt alle EinträgevonA′ durch a11 teilbar.

Ist das der Fall, so sindwir schon fertig. Andernfalls könnenwir durch Addition einer
geeigneten Zeile zur ersten Zeile einen Eintrag in die erste Zeile bringen, der nicht durch
a11 teilbar ist und dann ähnlich wie vorher durch eine geeignete Spaltenumformung
einen Eintrag amit δ(a) < Δ(A1) produzieren. Danach springenwirwieder zu Schritt (1).

�

Beweis vonTheorem 18.89. Wirwissen bereits aus dem Beweis der Eindeutigkeits-
aussage, dass der erste Elementarteiler a1 ein größter gemeinsamer Teiler aller Einträge der
MatrixA seinmuss. Ist u die erste Zeile der gesuchtenMatrix S und b die erste Spalte von
T , so muss uAb = d gelten, und im ersten Teil des Beweises werdenwir Vektoren u und b
mit diesen Eigenschaften konstruieren.Wir können die zu findendenMatrizen S und T als
Basiswechselmatrizen betrachten;wir benutzen diese Interpretation und zeigen im zweiten
Teil des Beweises, dass b zu einer Basis von Rn fortgesetztwerden kann, und dass eine inver-
tierbareMatrix Smit erster Zeile u existiert, so dass die Abbildung x 7→ Ax bezüglich der
entsprechenden Basen durch eineMatrix der angegebenen einfachen Form dargestellt wird.

Wir führen Induktion nach n. Für n = 0 ist nichts zu zeigen. (Und das genügt als Induktions-
anfang. Aber auch für n = 1 ist der Beweis nicht schwierig.) Seien nunm, n ≥ 1.

Sei a das von den Einträgen derMatrixA erzeugte Ideal inR. Dies ist ein Hauptideal, und ein
Element a ∈ R ist genau dann ein Erzeuger von a, wenn a ein größter gemeinsamer Teiler
der Einträge vonA ist.

Wir bezeichnen für v ∈ M1×m(R) (in diesemBeweis) dasvondenEinträgenvon vA ∈ M1×n(R)
erzeugte Ideal in Rmit 〈vA〉. Sei u ∈ M1×m(R) so gewählt, dass das Ideal 〈uA〉 unter allen
Idealen der Form 〈vA〉 (bezüglich der Inklusion) maximal ist, siehe Lemma 18.95.

Sei d ∈ R ein Erzeuger des Ideals 〈uA〉.Wir können dann d = uAb für ein b ∈ Rn schreiben.

Behauptung. Es gilt (d) = a.

Begründung.Es ist klar, dass d = uAb in a liegt. Umdie andere Inklusion zu zeigen, beobachten
wir zuerst, dasswegen derMaximalität von 〈uA〉 für alle v ∈ Rm und c ∈ Rn gilt:

vAc ∈ 〈vA〉 ⊆ 〈uA〉 = (d).

Nun bezeichnenwir mit emi bzw. e
n
j die Standardbasisvektoren in R

m bzw. Rn (mit i = 1, …,m
bzw. j = 1, …, n). Aus der obigen Überlegung erhalten wir (mit v = emi und c = enj ), dass

aij = emi Ae
n
j ∈ (d) gilt. Insgesamt folgt a ⊆ (d) und damit die Gleichheit.
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Aus vAc ∈ (d) für v = emi , i = 1, …,m, und c = b erhaltenwir, dass alle Einträge desVektorsAb
Vielfache von d sind.Wir können alsoAb = de, e ∈ Rn, schreiben. Es ist dann ue = 1. Analog
folgt, dass uA einVielfaches von d ist, wir schreiben uA = df , f ∈ M1×n(R)mit fb = 1.

Wir können Elemente aus M1×m(R) als lineare Abbildungen R
m → R auffassen. Ist v ∈

M1×m(R) und x ∈ Rmmit vx = 1, so gilt Rm = Ker(v)⊕ 〈x〉. (Es ist klar, dass Ker(v) ∩ 〈x〉 = 0
ist; außerdem gilt w = (w − (vw)x) + (vw)x ∈ Ker(v) + 〈x〉 für alle w ∈ Rm.) Überdies ist
Ker(v) nach Lemma 18.96 ein endlich erzeugter freier R-Modul.

Diese Überlegungwendenwirwie folgt an:Wir ergänzen e durchVektoren aus Ker(u) zu
einer Basis vonRm, diewir als die Spalten einerMatrix S′ ∈ GLm(R) schreiben. Sei S = (S′)−1.
(Dann ist die erste Zeile von S gerade der Zeilenvektor u.) Ferner ergänzen wir b durch
Vektoren aus Ker(uA) = Ker(f ) zu einer Basis von Rn, diewir als die Spalten einerMatrix
T ∈ GLn(R) schreiben. Dann ist

SAT =
(
d 0
0 A′

)
mitA′ ∈ M(m−1)×(n−1)(R).Wir setzen a1 := d.

Nach Induktionsvoraussetzung könnenwir den Block rechts unten durchMultiplikation
mit geeignetenMatrizen von links und rechts auf die gewünschte Form bringen. Aus der
oben gezeigtenGleichheit (d) = a folgt, dass alle EinträgevonA′ durch d teilbar sind. Daraus
folgt die Teilbarkeitsbeziehung zwischen den Elementarteilern. �

18.7.4. Die Eindeutigkeitsaussage in Theorem 18.91. Sei R ein Hauptidealring.Wir
betrachten die Situation vonTheorem 18.91 und übernehmen die Notationen von dort.

Wir beginnen damit, die Eindeutigkeit der Zahl r zu begründen. Diese Zahlmisst den »freien
Anteil« desModulsM, undwirwollen Satz 18.86 über den Rang eines freienModuls anwen-
den. Dazumüssenwir sozusagen den restlichenTeil »loswerden«.Wir treffen die folgende
Definition.

Definition 18.97. SeiM ein R-Modul. Dann heißt der Untermodul

{m ∈ M; es existiert a ∈ R \ {0}mit am = 0} ⊆ M

der Torsionsuntermodul vonM.

Wir sagen, der R-ModulM sei torsionsfrei, wenn sein Torsionsuntermodul nur aus demNull-
element besteht. a

Man prüft unmittelbar nach, dass es sich beimTorsionsuntermodul tatsächlich um einen
Untermodul vonM handelt. IstM ein R-Modul und T sein Torsionsuntermodul, so ist der
Quotient M/T torsionsfrei. Jeder freie R-Modul ist auch torsionsfrei. Aus der Existenzaus-
sage vonTheorem 18.91 folgt:

Korollar 18.98. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreierModul über demHauptidealring R. Dann
istM frei.

Beweis. Ist

M ~= Rr ⊕
k⊕
i=1

R/ai

eine Zerlegungwie imHauptsatz, so ist
⊕k

i=1 R/ai derTorsionsmodul der rechten Seite, also

isomorph zumTorsionsuntermodul vonM. DassM torsionsfrei ist, bedeutet, dass dieser
Summand verschwindet, es ist alsoM ~= Rr frei. �
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Beispiel 18.99. Der Z-ModulQ ist torsionsfrei, aber nicht frei (allerdings eben auch nicht
endlich erzeugt). ♦

Es folgt nun, dass die Zahl r in der Zerlegung vonTheorem 18.91 eindeutig bestimmt ist als
der Rang des freienModuls, denwir als Quotient vonM nach seinemTorsionsuntermodul
erhalten.

Umdie Eindeutigkeit der Zahlen k und ai , i = 1, …, k (mit a1 | · · · | ak) in der obigen Zerlegung
zu zeigen, könnenwir zumTorsionsuntermodul vonM übergehen und daher annehmen,
dass r = 0 ist. Es genügt daher, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 18.100. Sei R ein Hauptidealring und seien k, l ≥ 0, a1, …, ak, b1, …, bl ∈ R \ (R× ∪ {0}), so
dass

M :=
k⊕
i=1

R/(ai)
~=

l⊕
i=1

R/(bi)

und ak | · · · | a1 und bl | · · · | b1.

Dann gilt k = l und (ai) = (bi) für alle i, d.h. ai und bi sind zueinander assoziiert.

Die Nummerierung ist hier entgegengesetzt zu der Nummerierung im Elementarteilersatz
(hierwird ai+1 | ai vorausgesetzt). Das spielt natürlich für das Ergebnis keine Rolle, ist aber
angenehmer im Beweis, weil wir den Vergleich der Elemente ai und bi mit dem Element
beginnenwollen, das von allen anderen geteilt wird und nicht voraussetzenwollen, dass die
Zahlen k und l gleich sind.

Der Beweis beruhtwesentlich auf dem Begriff der Länge einesModuls, denwir zunächst
definieren und dann ein bisschen diskutieren.

Definition 18.101. Seien R ein Ring undM ein R-Modul.

(1) Eine Kette von Untermoduln der Länge l ∈ N inM ist eine Kette

N0 ( N1 ( · · · ( Nl

von echten Inklusionen von Untermoduln vonM.

(2) Unter der Länge lg
R
(M) vonM verstehenwir das Supremum (inN ∪ {∞}) aller Längen

von Ketten von Untermoduln inM, also die Länge einer solchen Kette maximaler Länge,
oder∞, wenn es Ketten beliebiger Länge gibt.

a

Beispiel 18.102. (1) IstM ein R-Modul, so giltM = 0 genau dann, wenn lg
R
(M) = 0 ist,

denn fürM 6= 0 hatmanwenigstens die Kette 0 ( M von Untermoduln vonM.

(2) Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Ist V endlichdimensional, so ist lg
K
(V) =

dim(V). Andernfalls ist die Länge von V als K-Vektorraum= ∞. In diesem Sinne ist die
Länge eine (vonmehrerenmöglichen…)Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffs
auf den Fall vonModuln über einemRing. Unswird sie hier von Nutzen sein, allerdings
»funktioniert« der Begriff nicht für alle Moduln über Ringen gleichermaßen gut, wie
der nächste Punkt zeigt.

(3) Für den Z-Modul Z gilt lgZ(Z) = ∞.

♦
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Satz 18.103. Seien R ein Ring,M ein R-Modul und N ⊆ M ein Untermodul. Dann gilt

lg
R
(M) = lg

R
(N) + lg

R
(M/N )

(wobei die Addition in dem Fall, dass∞ auftritt, in der offensichtlichenWeise zu verstehen ist).

Beweis. Sei π:M → M/N die kanonische Projektion.

Die Abschätzung≥ ist nicht so schwierig: IstN0 ( · · · ( Nr eine Kette inN undM0 ( · · · (
Ms eine Kette in M/N , so zeigt man, dass

N0 ( · · · ( Nr ⊆ π−1(M0) ( · · · ( π−1(Ms)

eine Kette inM ist. In der Mitte kann Gleichheit herrschen, nämlich, wenn Nr = N und

M0 = 0 ist. Diese r+ s+ 2 Untermoduln vonM bilden aber eine Kette der Längemindestens
r + s.

Nun zeigenwir, dass auch≤ gilt. Sei dazu

M0 ( · · · ( Ml

eine Kette von Untermoduln inM.Wir erhalten »Ketten«

M0 ∩ N ⊆ · · · ⊆ Ml ∩ N

inN und
π(M0) ⊆ · · · ⊆ π(Ml)

in M/N , wobei hier aber nicht notwendig strikte Inklusionen vorliegen. Um zu zeigen, dass
lg
R
(M) ≤ lg

R
(N)+lg

R
(M/N )gilt, genügt esnunzuzeigen,dass jededer strikten Inklusionen

Mi ( Mi+1 jedenfalls entweder in der ersten oder in der zweiten dieser beiden Ketten eine
strikte Inklusion liefert.Denndannerhaltenwir zusammengenommen (mindestens) l strikte
Inklusionen und daraus die gewünschte Abschätzung.Wir können also den Beweis durch
den Beweis der folgenden Behauptung abschließen.

Behauptung. SindM1 ⊆ M2 Untermoduln vonMmitM1 ∩ N = M2 ∩ N und π(M1) = π(M2),
so giltM1 = M2.

Begründung. Seim ∈ M2. Dann ist π(m) ∈ π(M2) = π(M1), etwam = π(m1),m1 ∈ M1. Wir
haben dann m − m1 ∈ N. WegenM1 ⊆ M2 gilt sogar m − m1 ∈ M2 ∩ N = M1 ∩ N ⊆ M1.
Daraus folgtm ∈ M1. Also giltM2 ⊆ M1 und damit die Gleichheit. �

Korollar 18.104. Sei R ein Ring.

(1) SindM undM′Moduln über R, so gilt lg
R
(M ⊕M′) = lg

R
(M) + lg

r
(M′).

(2) Ist R ein Hauptidealring und sind π1, …, πr ∈ RPrimelemente, so gilt lg
R
(R/(π1 · · · πr)) = r

Beweis. zu (1). Dies folgt aus dem Satz,weilwirM als Untermodul vonM ⊕M′ sehen
können und dann (M ⊕M′)/M ~= M′ gilt.

zu (2). Wir führen Induktion nach r. Für r = 0 ist nichts zu zeigen (wir verstehen dann
π1 · · · πr als leeres Produkt mit demWert 1 ∈ R). Sei nun r = 1. Wir betrachten dann ein
Primelement π ∈ R und wollen zeigen, dass der Quotient R/(π) keine R-Untermoduln
außer 0 und dem ganzen Modul hat. Sei p:R → R/(π) die kanonische Projektion. Wäre
0 6= N ( R/(π) ein Untermodul, sowäre p−1(N) ein Untermodul (also ein Ideal) von R, der
das Ideal (π) echt enthält und echt in R enthalten ist. Das ist aber nicht möglich,weil π prim
und damit insbesondere irreduzibel ist.

Sei nun r > 1 und seien π1, …, πr ∈ R Primelemente. Die kanonische Projektion R → R/(πr)
induziert eine Surjektion R/(π1 · · · πr) → R/(πr) , deren Kern isomorph ist zumQuotienten
R/(π1 · · · πr−1) . (Für x ∈ R/(π1 · · · πr−1) ist πrx im Kern und das induziert den gewünschten
Isomorphismus.) Damit folgt die Aussage aus dem Fall r = 1 und Satz 18.103. �
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Beweis von Satz 18.100. Wir zeigen zuerst, dass (ai) = (bi) für alle i = 1, …,min(k, l)
gilt.Wäre das nicht der Fall, dann sei j der kleinste Indexmit (aj) 6= (bj).

Wir schreiben,wenn a ∈ R undM irgendein R-Modul ist, aM = {am; m ∈ M}. Dies ist ein
Untermodul vonM, nämlich das Bild des HomomorphismusM → M,m 7→ am. Es gilt dann

ajM =
j−1⊕
i=1

R/(ai) =
j−1⊕
i=1

R/(ai) ⊕
l⊕
i=j

aj R/(bi)

Es folgt lg
R
(
⊕l

i=j aj R/(bi)) = 0 und damit
⊕l

i=j aj R/(bi) = 0, d.h. bi | aj für i = j, …, l und
insbesondere bj | aj . Aus der analogen Betrachtung für bjM folgt aber aj | bj , so dass wir
(aj) = (bj) imWiderspruch zur Definition von j erhalten.

Es bleibt noch zu zeigen, dass k = l gilt. Sei ohne Einschränkung k ≤ l (andernfalls vertau-
schenwir die Rollen der ai und bi im folgenden Argument). Dann ist

lg
R

(
k⊕
i=1

R/(ai)

)
= lg

R

(
l⊕
i=1

R/(bi)

)
= lg

R

(
k⊕
i=1

R/(ai)

)
+ lg

R

(
l⊕

i=k+1
R/(bi)

)
,

also lg
R

(⊕l

i=k+1 R/(bi)
)

= 0 und damit
⊕l

i=k+1 R/(bi) = 0, was nur im Fall l ≤ k (also

wenn die direkte Summe leere Indexmenge hat) möglich ist. �

Literaturverweise zum Elementarteilersatz:

In [Bo] 6.3–6.5wird die Theorie aus dem Blick (und nurmit denVorkenntnissen) der
Vorlesung Lineare Algebra behandelt. Eine etwas straffere Darstellung finden Sie in
[Bo-A] 2.9 und in den Büchern

J. C. Jantzen, J. Schwermer,Algebra, 2. Aufl., Springer Spektrum 2014,
https://doi.org/10.1007/978-3-642-40533-4
Abschnitt VII.8.

P. Samuel,Algebraic Theory of Numbers, Dover Books onMath., 2008 (oder das franzö-
sische Original Théorie algébrique des nombres, Hermann 1967).
Abschnitt 1.5

18.7.5. Vektorräumemit Endomorphismen als K[X]-Moduln. Wir wollen nun die
Ergebnisse der vorherigen Abschnitte, insbesondere den Hauptsatz über endlich erzeugte
Moduln über Hauptidealringen, benutzen, um einen neuen Zugang zur Normalformen-
theorie für Endomorphismen von endlichdimensionalenVektorräumen zu erläutern und
insbesondere einen neuen Beweis für den Satz über die Jordansche Normalform zu geben.

Sei K ein Körper und sei R = K[X]. Wie wir wissen, ist R ein Hauptidealring. Unser An-
satz beruht auf der Interpretation von K[X]-Moduln als K-Vektorräume zusammen mit
einem Endomorphismus wie in Beispiel 18.76 (3). Im folgenden schreiben wir oft M für
einen K[X]-Modul und V , f für den zugehörigen Vektorraum und Endomorphismus. Als
additive Gruppen stimmenM und V also überein, und dieMultiplikationmit X auf M ist
der Endomorphismus f von V .

Wirwollen als nächstes dieBeziehungzwischeneinigenBegriffen»auf derVektorraumseite«
bzw. »auf derModulseite« untersuchen.

Lemma 18.105. Sei V ein K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei M der zugehörige
K[X]-Modul. Dann gilt:

(1) Ist V endlichdimensional, so istM endlich erzeugt.

https://doi.org/10.1007/978-3-642-40533-4
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(2) SeiM endlich erzeugt und

M ~= K[X]r ⊕
k⊕
i=1

K[X]/(ai)

ein Isomorphismus wie in Theorem 18.91, ai 6= 0 für alle i. Es ist V genau dann endlichdimensional
als K-Vektorraum, wenn r = 0 gilt.

Beweis. Teil (1) ist klar, weil jedes Erzeugendensystemvon V als K-Vektorraum erst
recht ein ErzeugendensystemvonM als K[X]-Modul ist. Teil (2) folgt daraus, dass K[X] als
K-Vektorraum nicht endlichdimensional ist, aber der Quotient K[X]/(p) für jedes Polynom
p 6= 0 endlichdimensional von Dimension deg(p) ist, denn die Restklassen der Elemente

1,X, …,Xdeg(p)−1 bilden eine Basis. �

In derModulsprache habenwir die folgende einfache Interpretation des Begriffs des zykli-
schen Unterraums.

Lemma 18.106. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraummit einem Endomorphismus f und sei
M der zugehörige K[X]-Modul. Dann sind äquivalent:

(i) Der VektorraumV ist f -zyklisch.

(ii) Es existiert ein Polynom π ∈ K[X]mitM ~= K[X]/(π) .

(iii) Es existiert m ∈ Mmit 〈m〉K[X] = M, d.h. M lässt sich als K[X]-Modul von einem einzigen Element
erzeugen.

In diesem Fall ist das in (ii) auftretende Polynom π assoziiert zuminpol
f

= charpol
f
.

Beweis. (i)⇒ (ii). Sei V zyklisch, etwa V = 〈v, f (v), f 2(v), … 〉. Dann ist die Abbildung
K[X] → V , p 7→ p(f )(v), ein surjektiverK[X]-Modul-Homomorphismus. Aus demHomomor-
phiesatz (undweil K[X] ein Hauptidealring ist) folgt die Behauptung. Genauer sehenwir,
dass der Kern dieses Homomorphismus genau das vonminpol

f
erzeugte Ideal ist. Daraus

folgt der Zusatz am Ende des Lemmas (siehe auch Korollar 16.24).

(ii)⇒ (iii). Der K[X]-Modul K[X]/(π) wird erzeugt von der Restklasse von X.

(iii)⇒ (i).WennM als K[X]-Modul vonm erzeugtwird, dannwirdM = V als K-Vektorraum
vonm,Xm = f (m),X2m = f 2(m), … erzeugt. �

18.7.6. Der Satz über die rationale Normalform. Sei V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei M der zugehörige K[X]-Modul. Aus
Korollar 18.92 erhaltenwir mit Lemma 18.105 einen Isomorphismus

M ~=
l⊕
i=1

K[X]
/
(π

ni
i )

mit irreduziblen Polynomen π1, …, πl und positiven natürlichen Zahlen ni .

Die direkten Summanden K[X]
/
(π

ni
i ) in dieser Zerlegung sind K[X]-Untermoduln, mit an-

derenWorten also f -invariante Untervektorräume.Wir sehen an dieser Stelle (mit Lem-
ma 18.106) schon, dass V sich als direkte Summe von f -zyklischen Untervektorräumen
schreiben lässt. Um eine darstellendeMatrix für f vonmöglichst einfacher Form zu finden,

betrachtenwir die Summanden in der obigenZerlegung einzeln. Die Elemente 1, …,Xdeg(p)−1
bilden eine Basis von K[X]/(p) undman rechnet unmittelbar die folgende Aussage nach:

Lemma 18.107. Sei p ∈ K[X] normiert. Die darstellende Matrix der Multiplikation mit X auf dem

K-Vektorraum K[X]/(p) bezüglich der Basis 1,X, …,Xdeg(p)−1 ist die Begleitmatrix des Polynoms p.
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Zusammenmit der Eindeutigkeitsaussage von Korollar 18.92 erhaltenwir so einen Beweis
des Satzes über die rationale Normalform.

Theorem 18.108 (Rationale Normalform). Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Sei f ∈ EndK(V), und sei

charpol
f

=
s∏
i=1

π
ni
i

die Zerlegung in ein Produkt normierter irreduzibler Polynome (πi ∈ K[X] paarweise verschieden). Dann
existieren für jedes i ∈ {1, …, s} natürliche Zahlen ri,1 ≥ ri,2 ≥ · · · mit

∑
j
ri,j = ni und eine BasisB

von V, so dass

MB
B(f ) = diag(A1, …,As)

eineDiagonal-Blockmatrix ist, und für jedes i dieMatrix Ai ∈ MNi
, Ni := ni deg πi , selbst eineDiagonal-

Blockmatrix ist, die zusammengesetzt ist aus den Begleitmatrizen der Polynome π
ri,1
i , π

ri,2
i , …. Dabei sind

die πi als die normierten irreduziblen Teiler von charpolf bis auf ihreReihenfolge eindeutig und die Zahlen

ri,j eindeutig bestimmt.

Für alle i ist πi ein Teiler vonminpolf , und π
ri,1
i ist die maximale Potenz von πi , dieminpolf teilt.

Beweis. Wir fassen die irreduziblen Polynome in der obigen Zerlegung so zusammen,
dass wir eine Liste von paarweise verschiedenen Polynomen erhalten und sortieren die
auftretenden Exponenten der Größe nach. Es sind dann nur noch die Aussagen über das
charakteristische Polynom und das Minimalpolynom zu beweisen, und diese folgen aus
Lemma 18.106,wennman noch beachtet, wieman das charakteristische Polynom und das
Minimalpolynom einer Blockdiagonalmatrix aus den charakteristischen Polynomen und
Minimalpolynomen der einzelnen Blöcke berechnet. �

18.7.7. Ein neuer Beweis des Satzes über die Jordansche Normalform. Sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraummit einem Endomorphismus f und seiM der zugehö-
rige K[X]-Modul.Wie imvorherigen Abschnittwendenwir Korollar 18.92 an und erhalten
einen Isomorphismus

M ~=
l⊕
i=1

K[X]
/
(π

ni
i )

mit irreduziblen Polynomen π1, …, πl, von denen wir auch voraussetzen wollen, dass sie
normiert sind, und positiven natürlichen Zahlen ni .Wir haben oben gesehen, dass dann

charpol
f

=
l∏
i=1

π
ni
i

gilt. Der Endomorphismus f ist demnach trigonalisierbar genau dann,wenn alle πi linear
sind, etwa πi = X − λi . Das folgende Lemma zeigt, dass bezüglich einer geeigneten Basis die
Einschränkung von f auf einen der invarianten Unterräume K[X]/((X − λi)

ni) durch einen
Jordanblock der Größe ni zum Eigenwert λi dargestellt werden kann.

Lemma 18.109. Die darstellendeMatrix derMultiplikationmit X auf K[X]/((X − λ)n) bezüglich der
Vektorraumbasis (X − λ)n−1, (X − λ)n−2, …, (X − λ), 1 ist der Jordanblock Jn,λ.

Beweis. Das folgt aus der Gleichheit X(X − λ)i = (X − λ)i+1 + λ(X − λ)i . �

Insgesamt erhaltenwir so einen neuen Beweis des Satzes über die Jordansche Normalform
(Theorem 17.5).
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18.8. Ergänzungen *

18.8.1. Kategorien. Der Begriff der Kategorie ist ein abstrakter Rahmen, um Begriffe
wie den des Quotienten eines »Objekts« nach einem »(geeigneten) Unterobjekt«, denwir für
Vektorräume, Gruppen und Ringe kennengelernt haben, in eine allgemeine Definition zu
fassen, die dann auf verschiedene konkrete Situationen angewandtwerden kann.

Die Grundidee in der Definition von Kategorien ist, dass für jede Art von »Objekten« auch
definiertwerden sollte, was die »Abbildungen« sind, die die »Struktur« dieser Objekte er-
halten. Diese Sichtweise habenwir auch in der Linearen Algebra von Anfang an verfolgt:
ZwischenVektorräumen betrachtenwir lineare Abbildungen (Vektorraumhomomorphis-
men), zwischen Gruppen betrachtenwir Gruppenhomomorphismen, usw. In der folgenden
Definitionwird aber gar nicht verlangt, dass die Elemente derMengenHomC(X,Y)wirklich
Abbildungen zwischenMengen (mit zusätzlicher Struktur) sind. Es genügt, dass sie sich in
dem Sinnewie Abbildungen verhalten, dass eineVerkettung definiert ist, die assoziativ ist
und für die ein neutrales Element existiert.

Definition 18.110. Eine Kategorie C ist gegeben durch

(a) Eine Klasse Ob(C) vonObjekten,
(b) für je zwei Objekte X,Y ∈ Ob(C) eine Klasse HomC(X,Y) vonMorphismen von X nach Y ,
(c) für je drei Objekte X,Y , Z ∈ Ob(C) eineVerkettungsabbildung

◦:HomC(X,Y) ×HomC(Y , Z) → HomC(X, Z), (f , g) 7→ g ◦ f ,

so dass gilt:

(a) Wir nehmen an, dass (wie bei gewöhnlichen Abbildungen) durch einenMorphismus f
seinDefinitionsbereich undZiel festgelegt sind, dass alsoHomC(X,Y)∩HomC(X

′,Y ′) =
∅ ist, wenn nicht X = X′ und Y = Y ′ gilt.

(b) Seien U ,X,Y , Z ∈ Ob(C) und seien Morphismen f ∈ HomC(U ,X), g ∈ HomC(X,Y),
h ∈ HomC(Y , Z) gegeben, Dann gilt

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f .

(c) Für alle X existiert ein Element idX ∈ HomC(X,X), so dass

idX ◦f = f , g ◦ idX = g,

für alle f ∈ HomC(Y ,X), g ∈ HomC(X,Y).

a

Es ist leicht zu sehen, dass das Element idX durch die obige Eigenschaft eindeutig bestimmt
ist. Bedingung (a) an die Disjunktheit der Hom-Klassen wird oft in der Definition einer
Kategorie nicht explizit aufgeführt (und ist technisch gesehen auch verzichtbar), entspricht
aber derVorstellung vonMorphismen als Abbildungen.

Wir schreiben statt f ∈ HomC(X,Y) oft f :X → Y und stellen uns f als eine »Abbildung« von
X nach Y im gegebenen Kontext vor. Dementsprechend nennenwir X auf denDefinitions-
bereich oder Start oder dieQuelle von f und Y das Ziel (odermanchmal denWertebereich) von
f . Man beachte aber, dass der Formalismus der Kategorien so allgemein gehalten ist, dass
die Objekte einer Kategorie nicht unbedingt »Mengenmit Zusatzstrukturen (zum Beispiel
Verknüpfungen)« sein müssen, und dementsprechend die Morphismen einer Kategorie
nicht unbedingt Abbildungen seinmüssen (oder sein könnten, je nachdem,was die Objekte
sind).
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Weil der Kategorienbegriff so allgemein und abstrakt ist, lässt er sich auf eineVielzahl von
Situationen anwenden, auch auf solche,woman das zunächst nicht erwartenwürde. Ein
einfaches Beispiel ist Beispiel 18.111 (6). Resultate, die für jede Kategorie gelten, müssen
daher auf ganz allgemeinen Argumenten basieren, die Beweise sind »sehr formal«. Daher
wird die Kategorientheorie auch, halb scherzhaft, als Allgemeiner Unsinn2, auf Englisch:
abstract nonsense, bezeichnet. Dennoch ist diese Sichtweise nützlich, um Sachen, die aus
»rein formalen« Gründen gelten, zu trennen von Ergebnissen, die nur in ganz bestimmten
Situationen richtig sind.

Beispiel 18.111. (1) Die Kategorie der Mengen hat als Objekte alle Mengen und als Mor-
phismen zwischenMengen X und Y alle Abbildungen X → Y .

(2) Die Kategorie der Gruppen hat als Objekte alle Gruppen und alsMorphismen zwischen
Gruppen X und Y alle Gruppenhomomorphismen X → Y . Die Kategorie der abelschen
Gruppen hat als Objekte alle abelschen Gruppen und alsMorphismen zwischen abel-
schen Gruppen X und Y alle Gruppenhomomorphismen X → Y .

(3) Die Kategorie der Ringe hat als Objekte alle Ringe und alsMorphismen zwischenRingen
X und Y alle Ringhomomorphismen X → Y . Analog für kommutative Ringe.

(4) Sei K ein Körper. Die Kategorie der K-Vektorräume hat als Objekte alle K-Vektorräume
und alsMorphismen zwischenK-VektorräumenX und Y alleVektorraumhomomorphis-
men X → Y .

(5) SeiR ein kommutativer Ring. Die Kategorie derR-Moduln hat als Objekte alleR-Moduln
und als Morphismen zwischen R-Moduln X und Y alle R-Modul-Homomorphismen
X → Y .

(6) Sei (M,≤) eine partiell geordnete Menge. Wir konstruieren eine Kategorie C, indem
wir Ob(C) := M setzen, und für X,Y ∈ M die Menge HomC(X,Y) der Morphismen
definieren als eine einelementige Menge, falls X ≤ Y , und als die leere Menge, wenn
nicht X ≤ Y gilt. Gegeben f :X → Y und g:Y → Z, so gilt X ≤ Y , Y ≤ Z, wegen der
Transitivität einer partiellen Ordnung also X ≤ Z, und damit besteht HomC(X,Y) aus
genau einem Element, daswir als die Verknüpfung g: f definieren. Für X ∈ M gilt X ≤ X,
also hat HomC(X,X) genau ein Element, und dies ist idX .
Ist umgekehrt C eine Kategorie, deren Objekte eineMengeM bilden und in der für alle
X,Y ∈ Ob(C) dieMenge HomC(X,Y) höchstens ein Element hat, so ist

X ≤ Y ⇐⇒ HomC(X,Y) 6= ∅
eine partielle Ordnung auf M.

♦

Definition 18.112. Sei C eine Kategorie und seien X,Y ∈ Ob(C).

(1) EinMorphismus f :X → Y heißt Isomorphismus,wenn einMorphismus g:Y → X existiert,
so dass g ◦ f = idX und f ◦ g = idY gilt. Dann ist g durch f eindeutig bestimmt. Wir
nennen g den Umkehrmorphismus von f .

(2) EinMorphismus f :X → Y heißtMonomorphismus, wenn für alle T ∈ Ob(C) und für alle
Morphismen g: T → X, h: T → Xmit f ◦ g = f ◦ h gilt, dass g = h ist.

(3) Ein Morphismus f :X → Y heißt Epimorphismus, wenn für alle T ∈ Ob(C) und für alle
Morphismen g:Y → T , h:Y → T mit g ◦ f = h ◦ f gilt, dass g = h ist.

a

2 https://de.wikipedia.org/wiki/Allgemeiner_Unsinn

https://de.wikipedia.org/wiki/Allgemeiner_Unsinn
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Beispiel 18.113. (1) Sei C die Kategorie derMengen. Eine Abbildung vonMengen ist genau
dann ein Isomorphismus,wenn sie bijektiv ist. Eine Abbildung vonMengen ist genau
dann einMonomorphismus,wenn sie injektiv ist. Eine AbbildungvonMengen ist genau
dann ein Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist. Alle diese Aussagen sind einfach zu
beweisen.

(2) Seien K ein Körper und C die Kategorie der K-Vektorräume. EinVektorraumhomomor-
phismus ist genau dann ein Isomorphismus,wenn er bijektiv ist (Lemma I.7.10).

Ein Homomorphismus ist genau dann einMonomorphismus,wenn er injektiv ist. Das
ist nicht schwer zu zeigen.

Ein surjektiverHomomorphismus ist offensichtlich einEpimorphismus. Ist andererseits
f :V → W ein Epimorphismus, so sind die Verkettungen von f mit der kanonischen Pro-
jektion und derNullabbildungW → W/ Im(f ) gleich, also ist die kanonische Projektion
W → W/ Im(f ) die Nullabbildung, und das bedeutetW = Im(f ).

Dieselben Aussagen gelten für die Kategorie der R-Moduln für jeden kommutativen
Ring R. Insbesondere erhalten wir (mit R = Z) als Spezialfall diese Aussagen für die
Kategorie der abelschen Gruppen.

(3) Sei C die Kategorie der Gruppen. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ein Gruppenhomo-
morphismus genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er bijektiv, und genau dann ein
Monomorphismus ist, wenn er injektiv ist. Ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
ist offensichtlich ein Epimorphismus. Die Umkehrung ist auch richtig, aber nicht so
leicht zu zeigen.

(4) Sei C die Kategorie der kommutativen Ringe.Wiewir gesehen haben, ist ein Ringhomo-
morphismus genau dann ein Isomorphismus,wenn er bijektiv ist. Es ist klar, dass jeder
injektive Ringhomomorphismus einMonomorphismus ist. Ist andererseits f :R → S
einMonomorphismus von kommutativen Ringen und x ∈ Ker(f ), so betrachtenwir die
beiden RinghomomorphismenZ[X] → R, die einerseits X auf x und andererseits X auf
0 abbilden. Die Verkettungen mit f sind dann gleich und aus der Monomorphismus-
Eigenschaft folgt, dass x = 0 ist. Also ist f injektiv.

Es ist auch klar, dass jeder surjektive Ringhomomorphismus ein Epimorphismus ist. Die
Umkehrung ist aber nicht richtig! ZumBeispiel ist die InklusionZ → Q ein Epimorphis-
mus in der Kategorie C, wieman leicht nachprüft. An diesem Beispiel sehenwir auch,
dass in dieser Kategorie einMorphismus, der sowohlMono- als auch Epimorphismus
ist, nicht notwendig ein Isomorphismus ist.

(5) Sei C die Kategorie mit einzigemObjektR undmit differenzierbarenAbbildungenR → R
alsMorphismen. Es ist klar, dass jeder Isomorphismusbijektiv ist. Abernicht umgekehrt:
Zum Beispiel ist die differenzierbare AbbildungR → R, x 7→ x3, bijektiv, sie besitzt aber
keine differenzierbare Umkehrabbildung.

♦

Der Begriff der Kategorie passt perfekt zumKonzept der universellen Eigenschaft,wiewir
nun in einigen Beispielfällen sehenwerden.

Definition18.114. SeiC eineKategorie, I eineMengeundXi , i ∈ I eineFamilievonObjekten
in C.
(1) Ein Objekt P zusammenmit Abbildungen (»Projektionen«) πi:P → Xi heißt ein Produkt

der Familie (Xi)i, wenn für jedes Objekt T in C zusammenmitMorphismen pi: T → Xi
genau einMorphismus φ: T → P in C existiert, so dass pi = πi ◦ φ für alle i ∈ I gilt.

(2) Ein Objekt S zusammen mit Abbildungen ιi:Xi → S heißt ein Koprodukt der Familier
(Xi)i, wenn für jedes Objekt T in C zusammen mit Morphismen fi:Xi → S genau ein
Morphismus φ: S → T in C existiert, so dass fi = φ ◦ ιi für alle i ∈ I gilt.
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a

Mit dem üblichen Argument folgt, dass Produkte und Koprodukte (wenn sie existieren)
eindeutig bestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphismus.Wir bezeichnen das Produkt
einer Familie (Xi)i mit

∏
i∈I Xi und das Koproduktmit

∐
i∈I Xi (odermanchmalmit

⊕
i∈I Xi,

insbesondere in sogenannten abelschen Kategorien, siehe Definition 18.122). Eigenschaften
von Produkt und Koprodukt, die sich »vollständig inTermenvonAbbildungen« formulieren
lassen, kannman anhand der universellen Eigenschaft beweisen. Versuchen Sie das zum
Beispiel mal bei dem folgenden Lemma.

Lemma 18.115. Sei C eine Kategorie, I eineMenge und (Xi)i∈I , (Yi)i∈I Familien vonObjekten in C . Seien
fi:Xi → YiMorphismen in C .

(1) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
∏

i∈I Xi →
∏

i∈I Yi , so dass für alle j das folgende

Diagramm kommutativ ist, ∏
i∈I Xi

∏
i∈I Yi

Xj Yj,

wobei die vertikalenMorphismen die Projektionen auf den j-ten Faktor sind.

(2) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
∐

i∈I Xi →
∐

i∈I Yi , so dass für alle j das Diagramm∐
i∈I Xi

∐
i∈I Yi

Xj Yj,

kommutativ ist, wobei die vertikalenMorphismen die natürlichen Abbildungen vom j-ten Objekt der
gegebenen Familien in das Koprodukt sind.

Man sagt, Produkt und Koprodukt seien »funktoriell«, vergleiche Definition 18.126 und
Beispiel 18.127 unten.

Manbeachte, dass die definierende»universelle«EigenschaftdesKoprodukts ausderjenigen
des Produkts genau dadurch hervorgeht, dass die »Richtung aller Pfeile umgedreht«wird,
dass also jeweils die Rolle von »Definitionsbereich« und »Ziel« vertauschtwerden. Dieses
Umdrehen kannman auf praktisch jeden Begriff der Kategorientheorie anwenden, und das
ist die Bedeutung derVorsilbe Ko-.

Genauso könnenwir aus einer Kategorie C eineweitere, die sogenannte duale (oder entge-
gengesetzte, Englisch: opposite category) bilden, indemwir »alle Pfeile umdrehen«:

Definition 18.116. Sei C eineKategorie. Die zu C dualeKategorie Cop hat alsObjekte dieselben
Objektewie C. Für dieMorphismen gilt

HomCop(X,Y) := HomC(Y ,X),
und

idX,Cop = idX,C , f ◦Cop g := g ◦C f ,
wobei ◦Cop bzw. ◦C dieVerkettung in Cop bzw. in C bezeichne. a

Sind Xi, i ∈ I, Objekte in C, so ist P (zusammen mit Projektionen wie in der Definition)
genau dann ein Produkt der Xi, wenn P (zusammenmit denselbenMorphismen, aber als
Morphismen in Cop verstanden, also alsMorphismen nach P) ein Koprodukt in Cop ist.
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Beispiel 18.117. Einige Beispiele für Produkte und Koprodukte habenwir bereits in Ab-
schnitt 18.1 besprochen. In der Kategorie derMengen sind kartesische Produkte vonMengen
(mit den Projektionen auf die einzelnen Faktoren) Produkte imkategoriellen Sinn, disjunkte
Vereinigungen (mit den Einbettungen der einzelnenMengen in die disjunkteVereinigung)
sind Koprodukte. In den Kategorien der abelschen Gruppen, Vektorräume über einemKör-
per undModuln über einem kommutativen Ring sind Produkte im herkömmlichen Sinn
auch kategorielle Produkte und direkte Summen sind Koprodukte. In der Kategorie aller
(d.h. nicht notwendig abelschen) Gruppen sind kartesische Produkte auch kategorielle Pro-
dukte. In dieser Kategorie existieren auch alle Koprodukte von Familien von Gruppen, diese
sind aber (imallgemeinen) nicht durchdie »direkte Summe«gegeben; zumBeispiel hatZ×Z
in der Kategorie der Gruppen nicht die universelle Eigenschaft des Koprodukts von Z und Z.
Überlegen Sie sich ein Beispiel dafür. In der Kategorie der Ringe sind kartesische Produkte
mit den komponentenweisen Operationen auch Produkte im kategoriellen Sinn.Mithilfe
des Tensorprodukts kannman zeigen, dass auch jede Familie von Ringen ein Koprodukt
besitzt. ♦

Definition 18.118. Sei C eine Kategorie.

(1) Wir nennen ein Objekt I ∈ Ob(C) ein initiales Objekt in C, wenn für jedes Objekt X in C
genau einMorphismus von I nach X in C existiert.

(2) Wir nennen ein Objekt T ∈ Ob(C) ein terminales Objekt in C, wenn für jedes Objekt X in C
genau einMorphismus von X nach T in C existiert.

(3) Wir nennen einObjektN ∈ Ob(C) einNullobjekt in C,wennN sowohl ein initiales als auch
ein terminales Objekt in C ist, wenn also für jedes Objekt X in C genau einMorphismus
vonN nach X und genau einMorphismus von X nachN in C existieren.

a

Nicht in jeder Kategorie existiert ein initiales (bzw. terminales, Null-) Objekt.Wenn es exis-
tiert, so ist es (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, aber) eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Insbesondere spricht man,wenn es existiert, von demNullob-
jekt in C und bezeichnet es mit 0C odermeist einfachmit 0.
Die definierende Eigenschaft eines initialen Objekts stimmt übereinmit der definierenden
Eigenschaft des Koprodukts mit leerer Indexmenge. Analog stimmt die definierende Eigen-
schaft eines terminalen Objekts übereinmit der definierenden Eigenschaft des Produkts
mit leerer Indexmenge.

Beispiel 18.119. (1) In der Kategorie derMengen ist die leereMenge ein initiales Objekt.
Jede einelementigeMenge ist ein terminales Objekt. (Und zwei einelementigeMengen
sind nicht notwendig gleich, aber es gibt eine eindeutig bestimmte Bijektion, also einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus zwischen ihnen.) Die Kategorie der Mengen
besitzt kein Nullobjekt.

(2) In der Kategorie der Gruppen ist die triviale Gruppe {1} ein Nullobjekt, ebenso in der
Kategorie der kommutativen Gruppen.

(3) In der Kategorie der Ringe ist der Nullring ein terminales Objekt, und der Ring Z ein
initiales Objekt. Es gibt kein Nullobjekt in der Kategorie der Ringe. Dieselben Aussagen
gelten in der Kategorie der kommutativen Ringe.

(4) Ist K ein Körper bzw. allgemeiner R ein kommutativer Ring, so ist der Nullvektorraum
das Nullobjekt in der Kategorie der K-Vektorräume, bzw. der Nullmodul {0} das Nullob-
jekt in der Kategorie der R-Moduln.

♦
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Sei C eine Kategorie, die ein Nullobjekt 0 besitzt. Dann gibt es zu je zwei Objekten X,Y ∈
Ob(C) eine eindeutig bestimmte Abbildung n:X → Y mit f ◦ n = g ◦ n für alle Z und
f , g ∈ HomC(Y , Z) und n ◦ f = n ◦ g für alle f , g ∈ HomC(Z,X), nämlich die Verkettung
X → 0 → Y der beiden eindeutig bestimmten Abbildungen von X in das Nullobjekt und
vomNullobjekt nach Y . Diese Abbildung nennenwir die Nullabbildung von X nach Y , und
bezeichnen sie mit 0.

Mit dem Begriff der Nullabbildung könnenwir den Begriff des Kerns einesMorphismus
definieren (und definieren gleich dazu auch den »dualen« Begriff des Kokerns.

Definition 18.120. Seien C eine Kategorie, die ein Nullobjekt 0 besitzt, und f :X → Y ein
Morphismus in C.

(1) Ein Morphismus k:K → X heißt ein Kern des Morphismus f , wenn f ◦ k = 0 gilt und
wenn für jedenMorphismus g: T → Xmit f ◦ g = 0 genau einMorphismus h: T → Kmit
g = k ◦ h existiert.

(2) EinMorphismus c:Y → C heißt ein Kokern desMorphismus f , wenn c ◦ f = 0 gilt und
wenn für jedenMorphismus g:Y → T mit g ◦ f = 0 genau einMorphismus h:C → T mit
g = h ◦ c existiert.

a

Man kann in Teil (1) der Definition auch sagen, K zusammenmit k:K → X sei ein Kern von
f , wenn die entsprechende Eigenschaft erfüllt ist. Es ist aber in der allgemeinen Situation
wichtig, denMorphismus von K nach X in das Datum aufzunehmen (genausowie bei der
universellen Eigenschaft des Quotienten die kanonische Projektion und bei der universellen
Eigenschaft des Produkts die Projektionen auf die einzelnen Faktoren zu dem »Datum«
gehören, für das eine universelle Eigenschaft formuliert wird). Aus der für h geforderten
Eindeutigkeit folgertman leicht, dass ein Kern k:K → X immer einMonomorphismus ist. In
denmeisten der hier betrachteten Beispiele sindMonomorphismen injektive Abbildungen
undwir können uns den Kern im kategoriellen Sinne dann als »Unterobjekt« (Untergruppe,
Untervektorraum,…) von X vorstellen. Das entspricht unser bisherigen Sichtweise.

Wie alle durch eine universelle Eigenschaft definierten Begriffe sind auch Kern und Ko-
kern eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Beispielsweise für den Kern
bedeutet das:Wenn k:K → X und k′:K′ → X die universelle Eigenschaft des Kerns dessel-
benMorphismus f :X → Y besitzen, so existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus
g:K → K′mit k′ ◦ g = k. (Eswird in der Regel noch viele andere Isomorphismen K ~−→ K′

geben, die nicht mit k und k′ kompatibel sind.)

Die Definition des Kokerns ist dual zur Definition des Kerns in dem Sinne, dass die Richtun-
gen aller Pfeile umgekehrtwerden. Inhaltlich fasst diese Definition genau die Aussage des
Homomorphiesatzes.

Beispiel 18.121. (1) In den Kategorien derVektorräume über einemKörper und allgemei-
ner derModuln über einem kommutativen Ring, insbesondere also in der Kategorie der
abelschen Gruppen, ist der Kern einesMorphismus f :X → Y gegeben durch die Inklusi-
on Ker(f ) → X, wobei Ker(f ) den Kern von f im »gewöhnlichen« Sinne bezeichnet. Der
Kokern von f ist die kanonische Projektion Y → Y/f (X) .

(2) Die Kategorie der Ringe besitzt (ebensowie die Kategorie der kommutativen Ringe), wie
wir gesehen haben, kein Nullobjekt, daher sind Kerne und Kokerne im kategoriellen
Sinne überhaupt nicht definiert. Das ist insofern nicht so überraschend, alswir zwar
den Kern eines Ringhomomorphismus definiert haben, es sich hierbei aber nicht um
einen Ring handelt.

♦
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In den Kategorien derVektorräume über einemKörper und allgemeiner derModuln über
einem kommutativen Ring, insbesondere also in der Kategorie der abelschen Gruppen, ist
einMorphismus genau dann einMonomorphismus,wenn er der Kern irgendeinesMorphis-
mus ist, und ist genau dann ein Epimorphismus, wenn er der Kokern eines Morphismus
ist. In der Tat ist jeder injektive Homomorphismus (vonVektorräumen,Moduln, abelschen
Gruppen) der Kern eines Homomorphismus, und jeder surjektive Homomorphismus kann
mit der kanonischen Projektion vomDefinitionsbereich auf einen Quotienten (bis auf ein-
deutig bestimmten Isomorphismus) identifiziertwerden. Diese Beobachtung liegt Teil (d)
der folgenden Definition zugrunde.

Definition 18.122. Eine Kategorie C heißt eine abelsche Kategorie, wenn die folgenden Be-
dingungen erfüllt sind:

(a) Es existiert ein Nullobjekt in C.
(b) Für alle X,Y ∈ Ob(C) ist HomC(X,Y)mit der Struktur einer abelschen Gruppe versehen

(diewir additiv schreiben), so dass die Verkettung von Abbildungen bilinear ist.

(c) Für je zwei Objekte X, Y in C existieren das Produkt X × Y und das Koprodukt X ⊕ Y von
X und Y in C und die natürliche Abbildung X ⊕ Y → X × Y ist ein Isomorphismus.

(d) JederMonomorphismus ist der Kern einesMorphismus in C und jeder Epimorphismus
ist der Kokern einesMorphismus in C.

a

Mit der natürlichenAbbildung inTeil (c) ist die folgendeAbbildung gemeint. Aus idX :X → X
und 0:Y → X erhaltenwir aus der universellen Eigenschaft des Koprodukts eine Abbildung
X ⊕ Y → X. Analog habenwir eine Abbildung X ⊕ Y → Y . Aus der universellen Eigenschaft
des Produkts bekommenwir nun eine Abbildung X ⊕ Y → X × Y . Äquivalent kannman
auch zuerst mit der universellen Eigenschaft des Produkts Abbildungen X → X × Y und
Y × X × Y konstruieren; man erhält daraus dieselbe Abbildung X ⊕ Y → X × Y .

Für eine abelscheKategorie C ist die Addition auf HomC(X,Y) eindeutig bestimmt, und zwar
ist für f , g ∈ HomC(X,Y) die Summe f + g die natürliche Abbildung

X → Y × Y = Y ⊕ Y → Y ,
wobei× das Produkt und⊕ das Koprodukt in C bezeichnet, die erste Abbildung durch f und
g und die letzte Abbildung durch idY und idY gegeben ist, in de Mitte verwendenwir die
IdentifikationausTeil (c).Daher istBedingung (a) (zusammenmitdenanderenBedingungen)
tatsächlich eine Bedingung an C (nämlich, dass die so beschriebeneVerknüpfung eineGruppe
definiert) und kein zusätzliches Datum.

Aus den Bedingungen folgt, dass jederMonomorphismus der Kern seines Kokerns und jeder
Epimorphismus der Kokern seines Kerns ist.

Beispiel 18.123. (1) Die Kategorie der abelschen Gruppen ist eine abelsche Kategorie, und
dies ist sozusagen der Prototyp einer abelschen Kategorie.

(2) Allgemeiner gilt: Ist R ein kommutativer Ring, so ist die Kategorie der R-Moduln eine
abelsche Kategorie. Insbesondere ist die Kategorie der Vektorräume über einemKörper
eine abelsche Kategorie.

(3) Die Kategorien derMengen, der Gruppen und der Ringe sind alle nicht abelsch. Die Ka-
tegorien derMengen und der Ringe besitzen keinNullobjekt. Die Kategorie der Gruppen
besitzt zwar ein Nullobjekt, aber das Produkt von zwei Gruppen im kategoriellen Sinn
ist im allgemeinen verschieden vomKoprodukt, siehe Beispiel 18.117.

♦
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Abelsche Kategorien verhalten sich in vielerlei Hinsicht sehr ähnlich wie die Kategorie
der abelschen Gruppen. (Der Einbettungssatz von Freyd undMitchell3macht eine präzise
Aussage, die in diese Richtung geht.)

Beispiel 18.124. Sei C die Kategorie der torsionsfreien Z-Moduln (als Objekte) und mit
allen Z-Modul-Homomorphismen alsMorphismen.Wie in der Kategorie aller Z-Moduln
tragen die Hom-Mengen die Struktur einer additiven Gruppe, es gibt ein Nullobjekt (den
Nullmodul) und zu je zwei torsionsfreienZ-Moduln existieren Produkt und Koprodukt und
stimmen überein (gegeben durch das kartesische Produkt der beidenModuln, das einerseits
torsionsfrei ist und andererseits die geforderten universellen Eigenschaften sogar in der
Kategorie aller Z-Moduln erfüllt).

Ist f :X → Y ein Homomorphismus von torsionsfreienZ-Moduln, so ist Ker(f ) (als Unter-
modul von X) ebenfalls torsionsfrei und die Inklusionsabbildung Ker(f ) → X ist ein Kern
von f im kategoriellen Sinne. Der Z-Modul-QuotientQ := Y/f (X) ist im allgemeinen nicht
torsionsfrei. Um zu beweisen, dass f einen Kokern in C besitzt, müssenwir deshalb die Kon-
struktion etwas abwandeln und setzen C := Q ∕ T , wobei T ⊆ Q der Torsionsuntermodul
sei. Dann ist C torsionsfrei und die natürliche Abbildung Y → C ist, wie man nachprüft, ein
Kokern von f in C.

Aus der Beschreibung des Kokerns folgt auch (weil der Kokern bis auf eindeutigen Isomor-
phismus eindeutig bestimmt ist und Isomorphismen in C bijektive Abbildungen sind), dass
ein Kokern Y → C immer durch einen surjektivenZ-Modul-Homomorphismus gegeben ist.
Deshalb ist der Epimorphismus Z → Z, x 7→ 2x, kein Kokern.

Es sind also die Bedingungen (a), (b) und (c) aus der Definition einer abelschen Kategorie
erfüllt, nicht jedoch Bedingung (d). Daher ist C nicht abelsch.

Der Morphismus f :Z → Z, x 7→ 2x ist ein Monomorphismus und ein Epimorphismus,
allerdings offenbar kein Isomorphismus,weil keine Umkehrabbildung existiert. Vergleiche
das folgende Lemma 18.125. ♦

Lemma 18.125. Sei C eine abelsche Kategorie und sei f einMorphismus in C . Dann sind äquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus,

(ii) f ist sowohl einMonomorphismus als auch ein Epimorphismus.

Beweis. Die Implikation (i)⇒ (ii) gilt in jeder Kategorie.Wir skizzieren den Beweis von
(ii)⇒ (i). Zunächst zeigtman, dasswie schon erwähnt in einer abelschen Kategorie für jeden
Epimorphismus f gilt, dass f der Kokern von Ker(f ) ist. (Analog ist jederMonomorphismus
der Kern seines Kokerns. Vergleiche die obigen Beispiele.)

Ist f :X → Y einMonomorphismus, so ist 0 → X ein Kern von f . Ist also f einMono- und
gleichzeitig ein Epimorphismus, so ist f ein Kokern von 0→ X. Nun ist auch idX ein Kokern
von 0 → X, also existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus g:Y → X, so dass die
Verkettung X → Y → X von f und diesemMorphismus die Identität idX ist. Aus g ◦ f = idX
folgt f ◦ g ◦ f = idY ◦f und damit (weil f ein Epimorphismus ist) dass f ◦ g = idY gilt. Also ist
g ein Umkehrmorphismus von f undmithin f ein Isomorphismus. �

Zum Abschluss des Exkurses über Kategorien besprechenwir noch kurz den Begriff des
Funktors. Funktoren sind sozusagenAbbildungen zwischen Kategorien. Dabei mussman nicht
nur sagen, wie die Objekte abgebildet werden, sondern auch, was mit den Morphismen
passiert.Wir haben schon einige Beispiele von »funktoriellen Konstruktionen« gesehen,
ohne den Begriff zu verwenden.

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Einbettungssatz_von_Mitchell

https://de.wikipedia.org/wiki/Einbettungssatz_von_Mitchell
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Definition 18.126. Seien C undD Kategorien.

(1) Ein kovarianter Funktor F: C → D ist gegeben durch die folgenden Daten:

(a) Für jedes Objekt X von C ein Objekt F(X) vonD und

(b) für jedenMorphismus f :X → Y in C einenMorphismus F(f ): F(X) → F(Y),

so dass F(idX) = idF(X) für alle Objekte X von C und F(f ◦ g) = F(f ) ◦ F(g) für alle
Morphismen f , g in C gilt, derenVerkettungman bilden kann.

(2) Ein kontravarianter Funktor von C nachD ist ein (kovarianter) Funktor Cop → D von der
dualen Kategorie von C nachD, also gegeben durch die folgenden Daten:

(a) Für jedes Objekt X von C ein Objekt F(X) vonD und

(b) für jedenMorphismus f :X → Y in C einenMorphismus F(f ): F(Y) → F(X), (kontra-
variante Funktoren »drehen die Pfeile um«!)

so dass F(idX) = idF(X) für alle Objekte X von C und F(f ◦ g) = F(g) ◦ F(f ) für alle
Morphismen f , g in C gilt, derenVerkettungman bilden kann.

Unter einem Funktor verstehenwir,wenn nicht ausdrücklich gesagtwird, dass er kontravari-
ant sei, einen kovarianten Funktor. a

Beispiel 18.127 (Beispiele für Funktoren). (1) Ordnenwir jeder Gruppe die zugrundelie-
gendeMenge und jedemGruppenhomomorphismus die entsprechende Abbildung von
Mengen zu, so erhaltenwir einen (kovarianten) Funktor von der Kategorie der Gruppen
in die Kategorie derMengen. Diese Art von Funktor nenntman Vergissfunktor. Analog
hat man zum Beispiel die Vergissfunktoren von der Kategorie der Vektorräume über
einemKörper K in die Kategorie der (kommutativen) Gruppen und in die Kategorie der
Mengen, von der Kategorie der Ringe in die Kategorie der Gruppen.

(2) SeiK einKörperundC dieKategoriederK-Vektorräume.Ordnenwir jedemK-Vektorraum
seinen Dualraum und jedemHomomorphismus die duale Abbildung zu, so erhaltenwir
einen kontravarianten Funktor von C in sich selbst.

(3) Sei K ein Körper. Sei C die Kategorie der Paare (V ,W) vonVektorräumen, mit Paaren
(V → V ′,W → W ′) als Morphismen (und der offensichtlichenVerkettung). Dann ist die
Zuordnung (V ,W) 7→ V ⊗K W (auf Objekten) und (f , g) 7→ f ⊗ g (auf Morphismen) ein
Funktor von C in die Kategorie der K-Vektorräume. Eine analoge Aussage gilt für das
Tensorprodukt vonModuln über einem kommutativen Ring R.

(4) SeiK einTeilkörper eines Körpers L (allgemeiner kannman statt der InklusionK → L im
folgenden irgendeinen Ringhomomorphismus R → S betrachten). Dann ist die Zuord-
nung V 7→ V ⊗K L (auf Objekten) und f 7→ fL (auf Morphismen), wie in Abschnitt 18.5.3
(bzw. Bemerkung 18.87) betrachtet, ein Funktor von der Kategorie der K-Vektorräume in
die Kategorie der L-Vektorräume.

(5) Ist K ein Körper und n ∈ N, so ist das Bilden der n-ten äußeren Potenz ein Funktor von
der Kategorie der K-Vektorräume in sich selbst.

♦
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Literatur zumThema Kategorien:

Ein Klassiker ist das Buch [Ma] vonMacLane (das imGrunde schon viel mehrMate-
rial enthält als viele »workingmathematicians« überhaupt benötigen).

Das Buch von Brandenburg ist gut zugänglich und stellt an vielen Stellen die Ver-
bindung von kategoriellen Konzepten zu verschiedenen anderen Gebieten derMa-
thematik her. (Auchwenn ich den ersten Satz desVorworts so nicht unterschreiben
würde…; es ist aber richtig, dass (ein bisschen, undmanchmal auch eine ganzeMen-
ge) Kategorientheorie in vielen zentralen Gebieten derMathematik benutzt (und
benötigt) wird.)

M. Brandenburg, Einführung in die Kategorientheorie, Springer 2016.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8

Eineweitere gute Einführung ist T. Leinster, Basic category theory, Cambridge Univer-

sity Press, 2014.
EineVorversion ist frei verfügbar unter https://arxiv.org/pdf/1612.09375.pdf.

Der Formalismus von Kategorienwird auch außerhalb derMathematik benutzt, um
»Strukturen zu beschreiben« bzw. »Daten zu organisieren«. Siehe zum Beispiel

Tai-Danae Bradley,What is applied category theory?,
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf
für einige Beispiele undweitere Referenzen.

18.8.2. Quotienten vonRingen nach Idealen. Wir geben hier noch einige Ergänzun-
gen zu den Themen Ideale in kommutativen Ringen und Quotienten von kommutativen Ringen
nach Idealen.Wirwiederholen aus Ergänzung 15.7 die Definition des Begriffs Primideal und
definieren dazu den Begriff desmaximalen Ideals.

Definition 18.128. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Ein Ideal p ⊂ R heißt Primideal, wenn p 6= R ist undwenn für alle x, y ∈ Rmit xy ∈ p gilt,
dass x ∈ p oder y ∈ p ist.

(2) Ein Ideal m ⊂ R heißt maximales Ideal, wenn m 6= R ist und m maximal mit dieser
Eigenschaft bezüglich der Inklusion von Idealen ist, d.h. wenn für jedes Ideal a ⊆ Rmit
m ⊆ a ⊆ R gilt: a = m oder a = R.

a

Wir können nun Lemma 15.77wie folgt verallgemeinern:

Lemma 18.129. Seien R ein kommutativer Ring und p ⊆ R ein Ideal. Dann sind äquivalent:

(i) der Quotient R/p ist ein Integritätsring,

(ii) das Ideal p ist ein Primideal.

Der Beweis ist nicht schwierig, wir lassen ihn hier aus.

Auch fürmaximale Ideale könnenwir eine Charakterisierung anhand des Quotienten geben.

Lemma 18.130. Sei R ein kommutativer Ring undm ⊆ R ein Ideal. Dann sind äquivalent:

(i) der Quotient R/m ist ein Körper,

(ii) das Idealm ist ein maximales Ideal.

https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8
https://arxiv.org/pdf/1612.09375.pdf
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf
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Beweis. Wenn R/m ein Körper und a ∈ R \ m ist, dann existiert b ∈ Rmit ab − 1 ∈ m.
Daraus folgt, dass a undm zusammen das Einsideal erzeugen. Es kann außer R selbst also
keine Ideale geben, diem als echte Teilmenge enthalten.

Für die Implikation (ii)⇒ (i) ist zu zeigen, dass jedes Element von R/m , das von Null ver-
schieden ist, eine Einheit in diesemRing ist. Mit anderenWorten: Für a ∈ R \ m besitzt die
Restklasse a + m einmultiplikatives Inverses in R/m .Weil a 6∈ m undmmaximal ist, ist das
von a undm erzeugte Ideal der ganze Ring R, es gibt also x ∈ R undm ∈ mmit xa+m = 1.
Dann ist x + m das gesuchte Inverse von a + m. �

Insbesondere sehenwir:

Korollar 18.131. Sei R ein kommutativer Ring undm ⊆ R ein maximales Ideal. Dann istm ein
Primideal.

Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, zum Beispiel sind die Ideale (0) ⊂ Z und (X) ⊂
Z[X] Primideale, die nicht maximal sind. In Hauptidealringen sind aber alle Primideale 6= 0
maximal.

Satz 18.132. Sei R ein Hauptidealring und p ⊂ R ein Primideal, das nicht das Nullideal ist. Dann ist p
ein maximales Ideal.

Beweis. Sei p ⊆ a ⊆ R ein Ideal. Es existieren Elemente p, a ∈ Rmit (p) = p, (a) = a.
Weil p ein Primideal ist, ist p ein Primelement. Aus p ⊆ a folgt, dass d ∈ R existiert mit
p = da.Wegen der Irreduzibilität des Primelements p folgt, dass p zu a oder zu d assoziiert
ist. Daraus folgt (p) = (a) oder (a) = R. �

Dieser SatzkannalsVerallgemeinerungderTatsachebetrachtetwerden, dass fürPrimzahlen
p ∈ Z die Restklassenringe Z/p Körper sind.

Lemma 18.133. Sei R einRing und sei a ( R ein Ideal. Dann besitzt R einmaximales Ideal, das a enthält.
Insbesondere besitzt jeder Ring R 6= 0 ein maximales Ideal.

Beweis. Dies folgt mit einem Standardargument aus dem Lemma von Zorn (siehe
Abschnitt I.B.1): Die Menge der echten Ideale in R, die a enthalten, ist nicht leer und ist
bezüglich der Inklusion induktiv geordnet. Sie besitzt folglich einmaximales Element. �

Wirkönnennunauchbeweisen, dassvon jedemkommutativenRingR, dernichtderNullring
ist, ein Homomorphismus R → K in einen Körper K existiert. Dieses Ergebnis habenwir
schon benutzt, um zu sehen, dass der Rang eines freienModulswohldefiniert ist.

Satz 18.134. Sei R 6= 0 ein kommutativer Ring. Dann existiert ein Ringhomomorphismus R → K von
R in einen Körper K.

Beweis. Seim ⊂ R einmaximales Ideal. Dann ist die kanonische Projektion R → R/m
ein Ringhomomorphismus von R in einen Körper. �

In denVorlesungenAlgebra und Kommutative Algebrawird die hier begonnene Theoriewei-
tergeführt. Dort wird unter anderem erklärt, wie man die Menge aller Primideale eines
kommutativen Rings R, das sogenannte (Prim-)Spektrumvon R, mit einer geometrischen
Struktur versehen kann. Diese Betrachtungsweise ist ein Kernelement der »modernen«
algebraischen Geometrie,wie sie von A. Grothendieck4 eingeführtwurde. Grothendiecks
Theorie der Schemata hat zu einer engenVerzahnung von (algebraischer) Geometrie und
Zahlentheorie geführt. Viele Ergebnisse in diesen beiden Bereichen aus den letzten Jahr-
zehntenwären ohne sie nicht denkbar.

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Alexander_Grothendieck

https://de.wikipedia.org/wiki/Alexander_Grothendieck
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Ergänzung 18.135 (Allgemeine Form des chinesischen Restsatzes). Wir geben zumAb-
schluss nochdie folgende allgemeinere Formdes chinesischenRestsatzes an, siehe Satz 15.61,
Satz 18.36. Dafür bezeichnenwir für Ideale a, b in einemRing Rmit

a + b := {a + b; a ∈ a, b ∈ b}
die Summe der beiden Ideale, das ist dasvonderVereinigung a∪b erzeugte Ideal,mit anderen
Worten das kleinste Ideal von R, das sowohl a als auch b enthält.

Satz 18.136. Seien R ein Ring und a1, …, ar ⊆ R Ideale, so dass ai + aj = R für alle i 6= j gilt. Sei

a =
⋂r

i=1 ai . Dann ist der natürliche Ringhomomorphismus

R → R/a1 × · · · × R/ar , x 7→ (x, …, x),
wobei x die Restklasse von x im jeweiligenQuotienten bezeichne, surjektivmit Kern a und induziert folglich
einen Isomorphismus

R/a ~−→ R/a1 × · · · × R/ar .

Wir lassen den Beweis, denman ähnlichwie für Satz 15.61 führen kann, hier aus.

� Ergänzung 18.135

18.8.3. Konstruktion des Körpers der reellen Zahlen. Den Begriff des Quotienten
von Ringen könnenwir benutzen, um den KörperR der reellen Zahlen aus demKörperQ
zu konstruieren. (Und zwar inwesentlich eleganterer Art undWeise als auf dem »naiven
Weg«, dassR dieMenge aller Dezimalzahlen sei. Denn dabei mussman für die folgenden
Probleme Lösungen finden: Erstens ist die Darstellung einer reellen Zahl als Dezimalzahl
nicht unbedingt eindeutig, zum Beispiel gilt 1 = 0, 999… . Zweitens ist es lästig, Addition
und Multiplikation für (möglicherweise nach dem Komma unendliche) Dezimalzahlen
überhauptzudefinieren,unddanndieKörperaxiomezubeweisen.Es lohnt sich, einbisschen
darüber nachzudenken und sich klarzumachen, dass man diesen naivenWeg vermeiden
möchte.) Wir benutzen den Begriff der Cauchy-Folge, wie er in der Vorlesung Analysis 1
eingeführtwird.

Wir betrachen das unendliche ProduktQN =
∏

i∈N Q, dessen Elementewir als Folgen ratio-
naler Zahlen betrachen.Mit komponentenweiser Addition undMultiplikation istQN ein
Ring. Sei R ⊆ QN der Unterring aller Cauchy-Folgen, d. h. der Unterring aller derjenigen
Folgen (ai)i, für die gilt:

∀ε ∈ Q>0:∃N ∈ N:∀n,m ≥ N: |an − am| ≤ ε.
Man beachte, dasswir nur ε ∈ Q>0 (und nicht∈ R>0) betrachten,weil wir uns hier auf den
Standpunkt stellen, die Existenz des KörpersR noch nicht bewiesen zu haben.

Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei R tatsächlich um einen Ring handelt.

Sei nun I ⊆ R das Ideal aller Nullfolgen, also aller derjenigen Folgen (ai)i, für die gilt:

∀ε ∈ Q>0:∃N ∈ N:∀n ≥ N: |an| ≤ ε.
Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei I um ein Ideal von R handelt, das von R verschieden ist.

Behauptung.Das Ideal I ist einmaximales Ideal in R.

Begründung. Es genügt, die stärkere Aussage zu zeigen, dass jedes Element von R \ I eine
Einheit inR ist, denndannkann es offensichtlich keine Ideale 6= R geben, die I echt enthalten.
Sei also (ai)i eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge ist. Es ist dann nicht schwer zu zeigen,
dass N ∈ N existiert, so dass ai 6= 0 für alle i ≥ N gilt. Indemwir zu (ai)i eine geeignete
Nullfolge addieren (diewir sowählen können, dass alle Einträgemit Index≥ N gleichNull
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sind), könnenwir erreichen, dass alleFolgengliedervonNullverschieden sind.DieRestklasse
von (ai)i in R/I ändert sich dadurch nicht, undwir nehmen nun an, dass ai 6= 0 für alle i
gelte. Dann besitzt die Folge (ai)i aber sogar in R einmultiplikatives Inverses, nämlich (a

−1
i )i .

Dessen Restklasse ist ein Inverses der Restklasse von (ai)i .

Nach Lemma 18.130 ist K := R/I ein Körper. Dieser Körper »ist« der Körper der reellen Zah-
len.Wir bezeichnen für (ai)i ∈ Rmit [(ai)i] ∈ K die zugehörigeRestklasse, also das Bild unter
der kanonischen ProjektionR → K. Ist a ∈ Q, so ist die konstante Folge (a, a, … ) ein Element
von R. Die AbbildungQ → K, a 7→ [(a, a, … )], ist ein injektiver Ringhomomorphismus, so
dasswirQ als Teilkörper von K betrachten können.

Hättenwir R schon auf andereWeise konstruiert, so könntenwir folgendermaßen argu-
mentieren, dass K und R übereinstimmen:Weil jede Cauchy-Folge in R einen (eindeutig
bestimmten) Grenzwert besitzt, habenwir eine Abbildung

R → R, (ai)i 7→ lim
i→∞

ai,

die surjektiv ist, weil sich jede reelle Zahl als Grenzwert einer (konvergenten) Folge von
rationalen Zahlen schreiben lässt. Diese Abbildung ist ein Ringhomomorphismusmit Kern
I, induziert also einen Isomorphismus K = R/I → R.

Will man die obige Konstruktion benutzen, um die Existenz des Körpers der reellen Zahlen
zu beweisen, ist nachzuweisen, dass der so konstruierte Körper K alle Axiome aus einem
Axiomensystem erfüllt, die den Körper der reellen Zahlen charakterisieren. Beispielsweise
genügt es, die folgenden Punkte abzuarbeiten (siehe zum Beispiel O. Forster, Analysis 1,
Springer-Verlag):

(a) (Anordnung) In K sind gewisse Elemente als positive Elemente ausgezeichnet (wir schrei-
ben x > 0, wenn x positiv ist, und bezeichnen mit K>0 die Teilmenge aller positiven
Elemente). Für jedes x ∈ K gilt genau eine der Aussagen x > 0, x = 0, 0 > x. Im letzteren
Fall nennenwir x negativ.

Aus x, y > 0 folgt x + y > 0 und xy > 0.

(b) (Archimedisches Axiom)Wir definieren eine totale Ordnung≥ auf K durch

x ≥ y ⇐⇒ x − y > 0 oder x = y.
Dass es sich um eine totale Ordnung handelt, bedeutet dass für x, y ∈ K gilt x ≥ y oder
y ≥ x, es gilt x ≥ x für alle x, aus x ≥ y und y ≥ z folgt x ≥ z, und aus x ≥ y und y ≥ x folgt
x = y

Alsweiteres Axiom fordernwir: Für alle x, y > 0 existiert n ∈ Nmit nx > y.

(c) (Vollständigkeitsaxiom)Wir definieren die Betragsfunktion |∙|:K → K durch

|x| :=


x falls x > 0,
0 falls x = 0,
−x falls 0 > x.

und erhalten so die Begriffe der Kovergenz und desGrenzwerts einer Folge von Elementen
von K und der Cauchy-Folge von Elementen von K: Eine Folge (xi)i von Elementen von K
heißt Cauchy-Folge, falls gilt:

∀ε ∈ K>0:∃N ∈ N:∀n,m ≥ N: |xn − xm| ≤ ε.
AusBedingung (b) folgt, dassdieFormulierung, diewir obenbenutzthaben (mit ε ∈ Q>0),
zu dieser Definition äquivalent ist. Insbesondere ist eine Folge (ai)i rationaler Zahlen
genau dann eine Cauchy-Folge im obigen Sinne,wenn es sich um eine Cauchy-Folge von
Elementen in K handelt (wowir jedes ai ∈ Qwie oben beschrieben als Element von K
auffassen). In diesem Fall konvergiert die Folge (ai)i , als Folge in K betrachtet, in K gegen
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das Element [(ai)i]. Es ist also jedes Element von K der Grenzwert einer konvergenten
Folge von Zahlen inQ.
Als letztes Axiomverlangenwir nun, dass jede Cauchy-Folge in K einen Grenzwert in K
besitzt.

zu (a).Wir setzen [(ai)i] > 0, fallsN ∈ N existiert mit ai > 0 für alle i ≥ N. Man überprüft
nun, dass diese Definitionwohldefiniert, also unabhängig von derWahl des Repräsentanten
(ai)i ist, und dass die in (a) genannten Eigenschaften erfüllt sind.

zu (b). Dies folgt aus einem Standardargument mit Cauchy-Folgen und der entsprechenden
Eigenschaft der rationalen Zahlen.

zu (c). Sei (xi)i eine Cauchy-Folge in K. Jedes xi ist ein Element von K = R/I .Wir haben oben
gesehen, dass sich xi dann als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen ausdrücken lässt,
insbesondere existiert ai ∈ Qmit |xi − ai| < 1

i . Daraus folgt, weil (xi)i eine Cauchy-Folge ist,
dass (ai)i eine Cauchy-Folge und damit ein Element von R ist. Man zeigt nun, dass in K gilt,
dass limn→∞ xn = [(ai)i] ist. Damit ist auch Teil (c) bewiesen.

Man kann auf die üblicheWeise zeigen, dass die positiven Elemente in K genau diejenigen
Elemente von K× sind, die sich als Quadrat eines Elements in K ausdrücken lassen. Daraus
folgt, dass es keine andereMöglichkeit gibt, eine Teilmenge von »positiven Elementen« in K
auszuzeichnen, so dass alle obigen Axiome erfüllt sind.

Siehe auch Beispiel I.4.2 und die in Abschnitt I.4.1.2 angegebenen Literaturverweise.





KAPITEL 19

Bi- und Sesquilinearformen, euklidische und unitäre

Vekorräume

19.1. Euklidische Geometrie

Umdie imweiterenVerlauf das Kapitels eingeführen Begriffe zumotivieren, betrachtenwir
zunächst einen speziellen Fall, den der euklidischen Geometrie auf dem Standardvektorraum
Rn. Darunter wollen wir verstehen, dass wir zusätzlich zur Vektorraumstrukur noch die
Begriffe vomAbstand zwischen zwei Punkten und vomWinkel zwischen zwei Vektoren einführen.
Ein besonders wichtiger Spezialfall des Winkelbegriffs ist der rechte Winkel; dass zwei
Vektoren einen rechtenWinkel bilden, drücken wir auch aus, indem wir sagen, dass sie
senkrecht oder orthogonal zueinander seien.

In diesemAbschnittwerdenwir einige Sätze ohne Beweis angeben,weil die Beweise dann
später in diesemKapitel im allgemeinen Kontext durchgeführtwerden. Siehe auch Kapi-
tel I.11, insbesondere Abschnitt I.11.2.

Wir fixieren eine natürliche Zahl n ≥ 1. Fundamental ist in der (analytischen/euklidischen)
Geometrie der Begriff des Abstands zwischen zwei Punkten. Motiviert durch den Satz des
Pythagoras definierenwir diesenwie folgt.

Definition 19.1. Seien v = (v1, …, vn)t undw = (w1, …,wn)t Elemente vonRn. Der (euklidi-
sche) Abstand zwischen den Punkten v undw ist

d(v,w) =

√√√√ n∑
i=1

(wi − vi)
2.

a

Unter der Länge einesVektors verstehenwir dann einfach seinen Abstand zumUrsprung.
Oft spricht man statt von der Länge von der Norm desVektors.

Definition 19.2. Für v = (v1, …, vn)t ∈ Rn ist

‖v‖ :=

√√√√ n∑
i=1

v2i

dieNorm (oder: die Länge) von v. a

Die Norm hat die folgendenwichtigen Eigenschaften.

Satz 19.3. Die Norm ‖∙‖:Rn → R≥0 hat die folgenden Eigenschaften:

(1) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0,

(2) ‖v + w‖≤ ‖v‖ + ‖w‖,
(3) ‖av‖ = |a| ‖v‖

141
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für v,w ∈ Rn und a ∈ R.

Teile (1) und (3) sind dabei offensichtlich, Teil (2), der auch alsDreiecksungleichung bezeichnet
wird, allerdings nicht; diese Aussage folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe
Satz 19.53.

Der Normbegriff ermöglicht es auch zu sagen,wann zweiVektoren v,w ∈ Rn als zueinander
senkrecht betrachtetwerdensollten–nämlichdann,wennfürdasDreieckmitdenEckpunkten
0, v,w der Satz des Pythagoras

‖v‖2 + ‖w‖2 = ‖w − v‖2

gilt. Dann ist es naheliegend, für beliebige Vektoren den folgenden Ausdruck zu betrachten,
der sozusagenmisst, wieweit die Vektoren davon entfernt sind, senkrecht zueinander zu
sein.

Definition 19.4. Das (Standard-)Skalarprodukt auf Rn ist die Abbildung Rn × Rn → R,
(v,w) 7→ v ∙ wmit

v ∙ w = 1

2
(‖v‖2 + ‖w‖2 − ‖w − v‖2).

a

Für das Skalarprodukt sind auch andere Schreibweisen gebräuchlich, unter anderem (v,w)
(diese Bezeichnung benutzenwir unten auch oft,wennwir ein Skalarprodukt betrachten),
vw, 〈v,w〉, (v | w).

Sind v = (v1, …, vn)t ,w = (w1, …,wn)t , so gilt, wie man leicht nachrechnet,

v ∙ w = vt w =
n∑
i=1

viwi,

wobei wir für den Ausdruck in der Mitte v und w als (n × 1)-Matrizen verstehen und das
Matrizenprodukt von vt undw bilden. Diese Formel ist für konkrete Rechnungen (und auch
für diemeisten theoretischen Betrachtungen) praktischer als unsere Definition undwird
dahermeistens als Definition des Standard-Skalarprodukts verwendet. (Die Einfachheit
dieser Formel ist auch der Grund für den Faktor 1

2 in unserer Definition des Standard-
Skalarprodukts.)

Die Definition, wann zwei Vektoren zueinander senkrecht genannt werden, könnenwir
damit noch einmal umformulieren und in der üblichen Fassung angeben.

Definition19.5. Wir sagen,Vektoren v,w ∈ Rn seien senkrecht (oder: orthogonal) zueinander,
wenn v ∙ w = 0 ist. a

Es ist eine leichte Rechnung, dass das Standard-Skalarprodukt die folgenden Eigenschaften
hat:

Satz 19.6. Das Skalarprodukt aufRn hat die folgenden Eigenschaften. Es seien v,w ∈ V, a, a′ ∈ R.

(1) (symmetrisch) v ∙ w = w ∙ v

(2) (linear im ersten Eintrag) (av + a′v′) ∙ w = a(v ∙ w) + a′(v′ ∙ w),

(3) (linear im zweiten Eintrag) v ∙ (aw + a′w′) = a(v ∙ w) + a′(v ∙ w′).

(4) (positiv definit) v ∙ v ≥ 0, und v ∙ v = 0 ⇔ v = 0.
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Wir fassen diese Eigenschaften zusammen, indemwir sagen, dass Standardskalarprodukt
sei eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Wir können das Skalarprodukt auch benutzen, um denWinkel zwischen zwei Vektoren
v,w ∈ Rn zu definieren. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz, Satz 19.53, zeigt, dass

−‖v‖ ‖w‖ ≤ v ∙ w ≤ ‖v‖ ‖w‖,
mit anderenWorten, dass

(v,w)
‖v‖ ∙ ‖w‖

∈ [−1, 1]

gilt. DerWinkel zwischen v undw ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl ϑ ∈ [0, π], für die

cosϑ = (v,w)
‖v‖ ∙ ‖w‖

ist.

Kurz zusammengefasst besteht der Inhalt dieses Kapitels darin,

• beliebige positiv definite symmetrische Bilinearformen zu untersuchen; dabei be-
ginnen wir mit beliebigen Bilinearformen (über beliebigen Grundkörpern) und
spezialisieren uns dann nach und nach, und

• dieTheorie so zu erweitern, dassman eine ähnlicheTheorie auchüber demKörperC
der komplexen Zahlen erhält; die Definition der Länge eines Vektors v = (v1, …, vn)
als
√∑

i
v2i kannman nicht nutzen,weil der Term unter der Quadratwurzel negativ

sein könnte (und auch,wennman inC eine Quadratwurzel aus negativen reellen
Zahlen hat, soll die Länge einesVektors inR≥0 liegen).

Einige andere Punkte, diewir unterwegs ansprechenwerden, sind

• abstandserhaltende Abbildungen (oder Isometrien),
• Nullstellenmengen quadratischer Formen, Kegelschnitte, die Hauptachsentransfor-
mation.

Siehe auch die Einleitung zu Kapitel 7 in [Bo], und [Fi].

19.2. Sesquilinearformen

Wir haben imvergangenen Abschnitt das StandardskalarproduktRn × Rn → R kennenge-
lernt, das eine zentrale Rolle beim Studium (und der Definition) geometrischer Begriffewie
AbstandundWinkel spielt.Wie es sich auch schonbei anderenBegriffenbewährt hat,wollen
wir nun damit beginnen, die essenziellen Eigenschaften dieses Standardskalarprodukts in
eine allgemeine Definition zu fassen. Daswird es uns ermöglichen, Resultate über das Stan-
dardskalarprodukt direkt in einem allgemeinen Kontext zu beweisen. Dasmacht einerseits
denmathematischen Kern der jeweiligen Ergebnisse besser sichtbar und ist andererseits
nützlich um »andere Geometrien« als die euklidische Geometrie zu studieren. Das spielt
sowohl in der Mathematik als auch zum Beispiel in der theoretischen Physik eine große
Rolle.

Einewichtige Eigenschaft des Standardskalarprodukts ist die Bilinearität: Die Abbildung
Rn ×Rn → R ist in beiden Einträgen linear, es handelt sich also um eine bilineare Abbildung
(also einemultilineare Abbildung im Sinne von Definition I.9.1, deren Definitionsbereich
ein Produkt von zwei Faktoren ist).

UmüberdenkomplexenZahleneinenähnlichnützlichenBegriff zudefinieren, ist eswichtig,
eineVariante der Bilinearität direkt mitzuberücksichtigen. Das liegt daran, dasswir auch
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für endlichdimensionaleC-Vektorräume die Länge einesVektors als eine reelle Zahl definieren
möchten.Wennwir die Formel

(x, y) = xty =
n∑
i=1

xiyi, x, y ∈ Rn,

für das Standardskalarprodukt auf Rn auch im Fall von komplexen Einträgen xi, yi verwen-
denwürden,wärederAusdruck (x, x)nichtunbedingt einenicht-negative reelleZahl, ausder
wir dieWurzel ziehen könnten. Das ist aber der Fall, wennwir die Formel folgendermaßen
abändern:

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi, x, y ∈ Cn,

wobei für eine komplexe Zahl z = a + ibmit z := a − ib die sogenannte komplex konjugierte
Zahl bezeichnet werde. Es gilt dann zz = a2 + b2 ∈ R≥0, so dass für die obige Variante
tatsächlich (x, x) ∈ R≥0 für alle x ∈ Cn folgt. Wir können dann die Länge des Vektors x

als ‖x‖ :=
√
(x, x) definieren.Weil für eine reelle Zahl (die wir ja auch als Element von C

auffassen können) das komplex Konjugierte einfach die Zahl selbst ist, ist das für reelle xi
und yi genau dieselbe Formelwie vorher.

Das löst imwesentlichen das Problem,wieman auf Cn ein »Standardskalarptodukt« defi-
nieren kann, allerdings passt das Ergebnis der Diskussion nichtmehr in den Rahmen der
bilinearen Abbildungen: Es ist nämlich (ax, y) = a (x, y) (für a ∈ C, x, y ∈ Cn), und das ist
in der Regel verschieden von a (x, y).Wir müssen daher einen etwas allgemeineren Begriff
als den der bilinearen Abbildung betrachten, der – für den Fall der komplexen Zahlen – es
uns erlaubt, die Linearitätsbedingung im ersten Eintrag durch eine Bedingung zu ersetzen,
die die komplexe Konjugationmit einbaut. Im Fall eines beliebigen Körpers K könntenwir
an dieser Stelle irgendeinen Ringautomorphismus σ:K → K mit σ = σ−1, oder äquiva-
lent σ2 := σ ◦ σ = idK , hernehmen. Einen Automorphismus, dessen »Quadrat« (also die
Verkettungmit sich selbst) die Identität ist, nenntman auch Involution.

Wir betrachten daher zunächst die folgende Situation:

• Es sei K ein Körper,
• und es sei σ:K → K eine Involution, d.h. ein Ringautomorphismusmit σ ◦ σ = idK .

Der in der Linearen Algebra 2 wichtige Fall eines Automorphismus σ 6= idK ist der, dass
K = C und σ die komplexeKonjugationC ist.Wenn Siemöchten, können Sie sich gedanklich
im folgenden auf diesen Fall beschränken. Mathematisch gesehen vereinfacht sich dadurch
aber nichts und vielleicht ist es sogar transparenter, zunächst beim allgemeinen Fall zu
bleiben, damit man besser sieht, welche Aussagen allgemein gelten undwo Charakteristika
der komplexen Zahlen benutzt werden (konkret, dass für alle z ∈ C das Produkt z z eine
nicht-negative reelle Zahl ist).

Bemerkung 19.7. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass der einzige Körperautomorphismus
vonQ die Identität idQ ist. Mit etwasmehr Aufwand kannman zeigen, dass auch der Körper
R keinen nicht-trivialen Automorphismus besitzt. Und auch die endlichen Körper der Form
Fp haben diese Eigenschaft. So gesehen ist es gar nicht so einfach, einenKörper L anzugeben,
der Automorphismen 6= idL besitzt.

Weitere Beispiele neben dem Körper C sind die TeilkörperQ[
√
2] = {a + b

√
2; a, b,∈ Q}

von R (mit dem nicht-trivialen Automorphismus a + b
√
2 7→ a − b

√
2) und Q[i] = {a +

ib; a, b,∈ Q} vonC (mit der Einschränkung der komplexen Konjugation als nicht-trivialem
Automorphismus). Noch ein ganz anderes Beispiel ist der Körper L = Quot(K[X]), der
Quotientenkörper des Polynomrings über irgendeinemKörper K. (Zum Beispiel induziert
der Einsetzungshomomorphismus K[X] → K[X], X 7→ −X, einen Automorphismus σ von L
mit σ ◦ σ = idL.)
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Die Gruppe aller Automorphismen des KörpersC ist übrigens sehr groß (insbesondere un-
endlich), sie enthält viel mehr Automorphismen als nur die Identität und die komplexe
Konjugation. Diese beiden sind aber die einzigen, die den KörperR in sich abbilden.

Die Frage,welche Automorphismen ein Körper hat, spielt in der Algebra eine große Rolle. ♦

Definition 19.8. Seien V ,W Vektorräume über K.

(1) Eine Abbildung f :V → W heißt semilinear (bezüglich des fixierten Automorphismus
σ von K), wenn f ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen V undW ist,
d.h. f (v+ v′) = f (v) + f (v′) für alle v, v′ ∈ V , und f (av) = σ(a)f (v) für alle a ∈ K, v ∈ V
gilt.

(2) Eine Abbildung β:V ×W → K heißt Sesquilinearform auf V ×W (bezüglich σ), wenn β
semilinear in der ersten und linear in der zweitenVariable, das heißt, für alle v ∈ V ist
die AbbildungW → K,w 7→ β(v,w), linear, und für allew ∈ W ist die Abbildung V → K,
v 7→ β(v,w), semilinear.

(3) Wir bezeichnen die Menge der Sesquilinearformen auf V × W mit SLF(V ,W) und
schreiben SLF(V) := SLF(V ,V).

a

Ganz explizit bedeutet die Definition also, dass für eine Sesquilinearform β:V ×W → K die
folgenden Eigenschaften gelten (für v, v′ ∈ V ,w,w′ ∈ W , a ∈ K):

β(v + v′,w) = β(v,w) + β(v′,w),
β(av,w) = σ(a)β(v,w),
β(v,w + w′) = β(v,w) + β(v,w′),
β(v, aw) = aβ(v,w).

Die Bezeichnung »…-form« benutztman umzu sagen, dass es sich um eineAbbildung in den
Körper K handelt (aufgefasst als Vektorraum K1 über sich selbst). DieVorsilbe »semi« aus
dem Lateinischen bedeutet »halb«, und »sesqui« bedeutet »anderthalb« – in einem Eintrag
ist die Abbildung »halb linear«, also semilinear, im anderen linear.

Bemerkung 19.9. Man findet in der Literatur auch die Konvention, dass eine Sesquili-
nearform im ersten Eintrag linear und im zweiten semilinear sei. Die Theorie kannman
dafür natürlich ganz analog entwickeln, abermanmuss gegebenenfalls zwischendenbeiden
Standpunkten »übersetzen«. ♦

Ist σ = id, so sprichtman statt von einer Sesquilinearformvon einer Bilinearform. Dies ist
einwichtiger Fall, daher schreibenwir die Definition noch einmal aus:

Definition 19.10. Seien V ,W Vektorräume über K.

(1) Eine Abbildung β:V × W → K heißt Bilinearform auf V × W , wenn β linear in der ersten
und in der zweiten Variable ist, das heißt, für alle v ∈ V ist die AbbildungW → K,
w 7→ β(v,w), linear, und für allew ∈ W ist die Abbildung V → K, v 7→ β(v,w), linear.

(2) Wir bezeichnen dieMenge der Bilinearformen auf V ×W mit BLF(V ,W) und schreiben
BLF(V) := BLF(V ,V).

a
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EineBilinearformauf V×W ist also nichts anderes als eine bilineareAbbildungV×W → K,
mit anderenWorten einemultilineare AbbildungmitWertebereich K, deren Definitionsbe-
reich aus zwei Faktoren besteht.

Beispiel 19.11. (1) DieMultiplikation K × K → K ist eine Bilinearform.

(2) Sei V einVektorraum und V∨ der Dualraumvon V . Die Abbildung

V∨ × V → K, (λ, v) 7→ λ(v),

ist eine Bilinearform.

(3) Das Standardskalarprodukt

Cn × Cn → C, ((xi)i, (yi)i) 7→
n∑
i=1

xi yi

ist eine Sesquilinearform (bezüglich der komplexen Konjugation).

(4) Das Standardskalarprodukt

Rn × Rn → R, ((xi)i, (yi)i) 7→
n∑
i=1

xiyi

ist eine Bilinearform.

♦

Summen von Sesquilinearformen und allgemeiner Linearkombinationenmit Koeffizienten
in K sindwieder Sesquilinearformen. DieMengen SLF(V ,W) und BLF(V ,W) sind daher
K-Vektorräume.

19.2.1. HermitescheSesquilinearformenundsymmetrischeBilinearformen. Wir
interessieren uns besonders für Sesquilinearformen V × V → K, die sich im Sinne der fol-
genden Definition kontrolliert verhalten,wennman die Argumente vertauscht.

Definition 19.12. SeienV ein K-Vektorraum und β:V × V → K eine Sesquilinearform.

(1) Die Sesquilinearform β heißt hermitesch, wenn β(v,w) = σ(β(w, v)) für alle v,w ∈ V gilt.

(2) Im Falle von Bilinearformen (d.h.wenn σ = idK ist), sprichtmanvon einer symmetrischen
Bilinearform: Eine Bilinearform β:V × V → K heißt symmetrisch, wenn β(v,w) = β(w, v)
für alle v,w ∈ V gilt.

a

Die Bezeichnung hermitesch geht zurück auf Charles Hermite1 (1822 – 1901).

Bemerkung 19.13. Eine Bilinearform β:V × V → K, für die β(v,w) = −β(w, v) für alle
v,w ∈ V gilt, nenntman anti-symmetrisch (oder schiefsymmetrisch).Gilt 1+1 6= 0 inK, so ist diese
Eigenschaft dazu äquivalent, dass β alternierend ist, d.h. dass β(v, v) = 0 für alle v ∈ V gilt.
Eine nicht-ausgeartete (Definition 19.15) alternierende Bilinearform nenntman auch eine
symplektische Form. Siehe auch Abschnitt 19.9.1. Eine Sesquilinearform β:V × V → K, für die
β(v,w) = −σ(β(w, v)) für alle v,w ∈ V gilt, nennt man anti-hermitesch (oder schiefhermitesch).
♦

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite

https://de.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
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Beispiel 19.14. (1) Für jeden Körper K und n ∈ N ist

Kn × Kn → K, ((xi)
t
i , (yi)ti ) 7→

n∑
i=1

xi yi,

eine symmetrische Bilinearform.

Allgemeiner gilt: Ist A = (aij)i,j ∈ Mn(K) eine symmetrischeMatrix (d.h. A
t = A oder

konkret ausgedrückt: aij = aji für alle i, j), so ist

Kn × Kn → K, ((xi)
t
i , (yi)ti ) 7→

n∑
i,j=1

aijxi yj,

eine symmetrische Bilinearform.Mithilfe desMatrizenprodukts könnenwir diese Sum-
me auch schreiben als xtAy.

(2) Für jeden Körper Kmit einemAutomorphismus σmit σ2 = id und n ∈ N ist

Kn × Kn → K, ((xi)
t
i , (yi)ti ) 7→

n∑
i=1

σ(xi) yi,

eine hermitesche Sesquilinearform.

Allgemeiner gilt: IstA = (aij)i,j ∈ Mn(K) eineMatrix, für die aij = σ(aji) für alle i, j gilt
(wir nennen später solcheMatrizen hermitesch, Definition 19.18), so ist

Kn × Kn → K, ((xi)
t
i , (yi)ti ) 7→

n∑
i,j=1

aijσ(xi) yj,

eine hermitesche Sesquilinearform.Mithilfe desMatrizenprodukts könnenwir diese
Summeauch schreiben als x∗Ay,wobei hier x∗ denZeilenvektor (σ(x1), …, σ(xn)) bezeich-
ne.

♦

Eine anderewichtige Eigenschaft, diewir für Sesquilinearformen betrachtenwerden, ist die
folgende.

Definition 19.15. SeienV undW Vektorräume über K und β:V ×W → K eine Sesquili-
nearform.Wir nennen β nicht-ausgeartet, wenn für alle v0 ∈ V undw0 ∈ W die folgenden
beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) falls β(v0,w) = 0 für allew ∈ W , so gilt v0 = 0,

(b) falls β(v,w0) = 0 für alle v ∈ V , so giltw0 = 0.

a

Beispiel 19.16. Das Standardskalarprodukt auf Cn ist eine nicht-ausgeartete hermitesche
Sesquilinearform (bezüglich der komplexen Konjugation). Das Standardskalarprodukt auf
Rn ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform. ♦
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19.2.2. Die Strukturmatrix einer Sesquilinearform. Wie gehabt fixierenwir einen
Körper Kmit einemAutomorphismus σmit σ ◦ σ = idK .

Wir verallgemeinern die Notation −∗, die wir in Beispiel 19.14 (2) für Vektoren benutzt
haben, auf beliebigeMatrizen. Es handelt sich um die Kombination vonTransposition und
Anwendung des Automorphismus σ.

Definition 19.17. Seienm, n ∈ N. Für eineMatrixA = (aij)i,j ∈ Mm×n(K) bezeichnenwir

mit A∗ ∈ Mn×m(K) die Matrix, die aus der transponierten Matrix A
t entsteht, indem auf

jeden Eintrag der Automorphismus σ angewandtwird.

Für x = (xi)i ∈ Kn ist dann (wennwir x als Element vonMn×1(K) auffassen) x
∗ der Zeilenvek-

tor (σ(x1), …,σ(xn)). a

Im Fall σ = idK ist einfachA
∗ = At die zuA transponierteMatrix.Wieman leicht sieht, gilt

(AB)∗ = B∗A∗, wennman dasMatrizenproduktAB bilden kann. Insbesondere gilt für jede
invertierbareMatrixA ∈ Mn(K), dass auchA

∗ invertierbar ist, und dass (A∗)−1 = (A−1)∗ ist.

Die folgendenSymmetrieeigenschaftenwerden imweiterenVerlauf eine großeRolle spielen.
Wiewir in Kürze sehenwerden, hängen Sie engmit den entsprechenden Symmetrieeigen-
schaften von Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen zusammen.

Definition 19.18. Eine quadratischeMatrixA ∈ Mn(K) heißt symmetrisch, fallsA = At gilt,
und hermitesch, fallsA = A∗ ist. a

ÄhnlichwieVektorraum-Homomorphismen lassen sich auch Sesquilinearformen durch
eineMatrix beschreiben,wennman eine Basis des zugrundeliegendenVektorraums fixiert.
(Man könnte das auch allgemeiner für SesquilinearformenV ×W → Kmachen,wo also der
Definitionsbereich das Produkt zweier verschiedenerVektorräume sein darf; für uns reicht
aber der hier betrachtete Fall aus.)

Satz 19.19. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum undB = (b1, …, bn) eine Basis von V. Die
Abbildung

SLF(V) → Mn(K), β 7→ MB(β) := (β(bi, bj))i,j,
ist ein Isomorphismus von K-Vektorräumen. Ferner gilt:

Bezeichne cB :V → Kn die Koordinatenabbildung. Dann gilt für alle β ∈ SLF(V) und alle v,w ∈ V:

β(v,w) = cB(v)∗MB(β) cB(w)

DieMatrixMB(β) heißt die Strukturmatrix der Form β (bezüglich der BasisB).

Man nennt die Strukturmatrixmanchmal auch die Fundamentalmatrix oder auch dieGram-
Matrix (nach Jørgen Pedersen Gram2, 1850–1916) der Sesquilinearform.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass die angegebene Abbildung linear ist. Ihre Umkehr-
abbildung ist die Abbildung, die einerMatrix B die Sesquilinearform

(v,w) 7→ cB(v)∗ B cB(w)

zuordnet. In der Tat: Ist β gegeben, so ist gerade die Formel im Zusatz nachzuprüfen, und
diese ergibt sich direkt aus der Definition der Strukturmatrix und der Sesquilinearität von
β. Ist andererseits eineMatrix B = (bij)i,j gegeben undwird eine Bilinearform β durch die

obige Formel definiert, so gilt

β(bi, bj) = cB(bi)
∗ B cB(bj) = etiBej = bij,

die Strukturmatrix von β ist also gleich B. �

2 https://de.wikipedia.org/wiki/J%C3%B8rgen_Pedersen_Gram

https://de.wikipedia.org/wiki/J%C3%B8rgen_Pedersen_Gram
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Mittels der Entsprechung von Sesquilinearformen undMatrizen lassen sich auch die Eigen-
schaften symmetrisch und hermitesch leicht übersetzen.

Satz 19.20. Eine Sesquilinearform β:V × V → K ist genau dann hermitesch, falls MB(β) hermitesch
ist.

ImFall σ = idK erhaltenwir: EineBilinearformβ ist genaudann symmetrisch, fallsMB(β) symmetrisch
ist.

Beweis. Das ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Strukturmatrix. �

Ebenso kannman die Eigenschaft, nicht-ausgeartet zu sein, an der Strukturmatrix ablesen.
Dabei sehenwir auch, dass es (im endlichdimensionalen Fall) genügt, eine der Eigenschaften
(iii), (iv) im folgenden Satz zu verlangen.

Lemma 19.21. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum undB = (b1, …, bn) eine Basis von V.
Sei β eine Sesquilinearform auf V. Dann sind äquivalent:

(i) dieMatrixMB(β) ist invertierbar,

(ii) die Form β ist nicht-ausgeartet,

(iii) für alle v 6= 0 existiert w ∈ V mit β(v,w) 6= 0,

(iv) für alle w 6= 0 existiert v ∈ V mit β(v,w) 6= 0.

Beweis. Wir schreiben zur Abkürzung B := MB(β). Nach Definition ist (ii) äquivalent
dazu, dass (iii) und (iv) gelten.

(i)⇒ (iii). Sei B invertierbar, und sei v ∈ V mit cB(v)∗BcB(w) = β(v,w) = 0 für allew ∈ V .
Wegen der Invertierbarkeit von B folgt cB(v)∗w = 0 für alle w ∈ Kn, und das ist nur für
cB(v) = 0, also nur für v = 0, möglich.

Ähnlich zeigt man (i)⇒ (iv). Es folgt also auch (i)⇒ (ii).

Wenn andererseits β die Eigenschaft (iii) hat, so folgt (B∗cB(v))∗ = cB(v)∗B 6= 0 für alle v.
Daher ist B∗ und damit auch B invertierbar. Damit sehenwir (iii)⇒ (i). Die noch fehlende
Implikation (iv)⇒ (i) zeigt man ähnlich. �

Als nächstes beschreiben wir das Verhalten der Strukturmatrix beim Übergang zu einer
anderen Basis.

Satz 19.22 (Basiswechsel). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraumund seienB = (b1, …, bn),
C = (c1, …, cn)Basen von V. Sei β eine Sesquilinearform auf V. Dann gilt

MC (β) = (MC
B)∗MB(β)MC

B

Beweis. Das ist eine einfache Rechnung, die auf der Basiswechselformel

cB(v) = MC
B cC (v)

für v ∈ V beruht (Abschnitt I.7.3).Wir schreibenzurAbkürzungB := MB(β)undC := MC (β).
Damit sehenwir, dass

cC (v)
∗ C cC (w) = β(v,w) = cB(v)∗ B cB(w) = cC (v)

∗ (MC
B)∗ BMC

B cC (w)

für alle v,w ∈ V gilt. Daraus folgt die Behauptung, indemman v = ci, w = cj setzt, i, j =
1, …, n. �

Dass Matrizen B, C wie im obigen Satz dieselbe Sesquilinearform beschreiben, ist eine
Äquivalenzrelation, derwir in der folgenden Definition einen Namen geben:

Definition 19.23. Sei n ∈ N und seienB,C ∈ Mn(K).Wir sagen, dieMatrizenB undC seien
kongruent, wenn eine invertierbareMatrix S ∈ GLn(K)mit C = StBS existiert.Wir sagen, B
und C seien hermitesch kongruent, wenn S ∈ GLn(K)mit C = S∗BS existiert. a
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19.2.3. Bilinearformen und der Dualraum. Die Theorie der Bilinearformen ist eng
mit dem Begriff des Dualraums verknüpft (Abschnitt I.7.5). Wir werden am Ende dieses
Abschnitts diskutieren,wie man diese Verbindung auch auf den Fall von beliebigen Sesqui-
linearformen übertragen kann.

Satz 19.24. Sei K ein Körper.

Seien V,W Vektorräume über K. Dann ist die Abbildung

Φ:BLF(V ,W) → HomK(V ,W∨), β 7→ (v 7→ (W → K, w 7→ β(v,w))),

ein Isomorphismus von K-Vektorräumen, dessen Umkehrhomomorphismus gegeben ist durch

Φ′: (f :V → W∨) 7→ ((v,w) 7→ f (v)(w)).

Beweis. Es ist leicht zu überprüfen, dass beide Abbildungen linear sind, und dass sie
zueinander invers sind. Zum Beispiel ist Φ(Φ′(f )) = f , denn

Φ(Φ′(f ))(v)(w) = Φ′(f )(v,w) = f (v)(w),

also Φ(Φ′(f ))(v) = f (v) ∈ W∨ für alle v ∈ V , und folglich handelt es sich bei Φ(Φ′(f )) und f
um dieselbe Abbildung V → W∨. �

Analog kannman auch den Isomorphismus

(2) Ψ:BLF(V ,W) → HomK(W ,V∨), β 7→ (w 7→ (V → K, v 7→ β(v,w))),

betrachten.

WennW endlichdimensional ist und man wie üblichW∨∨ mitW identifiziert, dann ist
Ψ(β) = Φ(β)∨ die duale AbbildungvonΦ(β). In derTat istmit dieser IdentifikationΦ(β)∨(w)
die Abbildung

v 7→ Φ(β)(v)(w) = β(v,w) = Ψ(β)(w)(v),
also Φ(β)∨(w) = Ψ(β)(w) ∈ V∨ für allew ∈ W . Umgekehrt gilt Φ(β) = Ψ(β)∨.

Wir erhalten so eine (etwas) andere Sicht auf die Bedingung, dass β nicht-ausgeartet ist;
vergleiche Lemma 19.21.

Satz 19.25. Sei V = W endlichdimensional,Φwie im Satz 19.24 undΨwie in (2).

Sei β:V × V → K eine Bilinearform. Dann sind äquivalent:

(i) β ist nicht-ausgeartet,

(ii) Φ(β) ist injektiv,

(iii) Φ(β) ist ein Isomorphismus,

(iv) Ψ(β) ist injektiv.

Beweis. Weil Φ(β) und Ψ(β)Homomorphismen zwischen endlichdimensionalenVek-
torräumen derselbenDimension sind, ist es äquivalent, dass es sich um injektive Homomor-
phismen bzw. um Isomorphismen handelt.Weil Ψ(β) = Φ(β)∨ gilt, ist dann die Äquivalenz
von (ii), (iii) und (iv) klar. Andererseits sind (ii) und (iv) genau die beiden Bedingungen aus
der Definition des Begriffs nicht-ausgeartet (Definition 19.15). �

Bemerkung19.26. IstV ein endlichdimensionalerVektorraumund β:V∨×V → K gegeben
durch (λ, v) 7→ λ(v), so ist Φ(β) gerade die natürliche Abbildung von V in den Doppeldual-
raum V∨∨. ♦
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Ergänzung 19.27 (Bilinearformen und Tensorprodukt). Seien K ein Körper und V ,W
Vektorräume über K. Laut der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ist eine Bili-
nearform V × W → K »dasselbe«wie eine lineare Abbildung V ⊗K W → K, genauer: die
Abbildung

HomK(V ⊗K W ,K) → BLF(V ,W), ψ 7→ ψ ◦ β,
ist ein Isomorphismus (wobei β die natürliche AbbildungV ×W → V ⊗K W bezeichnet).
Diese Sichtweise ist manchmal nützlich, bringt aber hier keinewesentlicheVereinfachung,
so dasswir im folgenden nicht darauf zurückgreifenwerden.

Sind V undW endlichdimensional, so kannman andersherummit dem zum obigen Iso-
morphismus dualen Isomorphismus

V ⊗K W = (V ⊗K W)∨∨ ~= BLF(V ,W)∨

identifizieren. Dies ist manchmal eine guteMöglichkeit, das Tensorprodukt V ⊗K W recht
konkret zu beschreiben: Ein Element desTensorprodukts ist eine Linearform auf demRaum
aller Bilinearformen V × W → K, ordnet also jeder Bilinearform ein Element von K zu. Für
einen Elementartensor v⊗ w ist dies gerade die Abbildung β 7→ β(v,w). � Ergänzung 19.27

Bemerkung 19.28. Um in ähnlicher Weise Sesquilinearformen mit dem Dualraum in
Verbindung zu bringen, müssen wir in geeigneter Weise berücksichtigen, dass diese im
ersten Eintrag semilinear bezüglich des fixierten Automorphismus σ von K sind.

Wir definieren dazu ausgehend von einem K-Vektorraum V denVektorraum Vσ, der in der
folgendenWeise aus V durch Abänderung der Skalarmultiplikation entsteht:

Als additive Gruppe (und insbesondere als Menge) sei Vσ gleich V . Die Skalarmultiplikation
definierenwir als

K × Vσ → Vσ, (a, v) 7→ a ∙
σv := σ(a)v,

wobei auf der rechten Seite der Ausdruck σ(a)v im Sinne der Skalarmultiplikation auf V zu
verstehen ist. Es ist leicht, nachzuprüfen, dass die Vektorraumaxiome erfüllt sind.

Eine Abbildung V → W ist mit dieser Definition genau dann semilinear bezüglich σ, wenn
sie, als Abbildung Vσ → W aufgefasst, linear ist.Wenn K = C und σ die komplexe Konjuga-
tion ist, schreibenwir auch V statt Vσ . (Ist σ = idK , so ist einfach Vσ = V .)

Dann ist für eine semilineare Abbildung f :V → W die Abbildung Vσ → W , v 7→ f (v), eine
lineareAbbildung, denn für alle a ∈ K, v ∈ V gilt

f (a ∙
σv) = f (σ(a)v) = σ2(a)f (v) = af (v).

Entsprechend ist eine Sesquilinearform V × W → K eine Bilinearform Vσ × W → K, so
dassman alle Aussagen über Sesquilinearformen auf den Fall von Bilinearformen zurück-
führen kann (allerdingswird aus einer Sesquilinearformmit Definitionsbereich V × V eine
Bilinearformmit Definitionsbereich Vσ × V , also mit zwei unterschiedlichen Faktoren, und
deshalb ist es oft doch praktischer, die Sichtweise der Sesquilinearformen zu verwenden).

Ist (bi)i∈I eine Basis vonV , so ist dieselbe Familie (bi)i∈I auch eine Basis vonVσ . Insbesondere
ist Vσ genau dann endlich erzeugt, wenn das für V gilt, und es ist dann dimVσ = dimV . Ist
f :V → W einVektorraum-Homomorphismus, so erfüllt dieselbe Abbildung als Abbildung
Vσ → Wσ ebenfalls die Homomorphismus-Eigenschaft.

Wir können damit Satz 19.24 in der folgendenWeise auf Sesquilinearformen übertragen.

Satz 19.29. Seien V,W Vektorräume über K. Dann ist die Abbildung

Φ: SLF(V ,W) → HomK(Vσ,W∨), β 7→ (v 7→ (W → K, w 7→ β(v,w))),
ein Isomorphismus von K-Vektorräumen, dessen Umkehrhomomorphismus gegeben ist durch

Φ′: (f :Vσ → W∨) 7→ ((v,w) 7→ f (v)(w)).
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Das folgt aus Satz 19.24, indem man SLF(V ,W)mit BLF(Vσ,W) identifiziert. Alternativ
kannman auch den Beweis von Satz 19.24 »wiederholen«.

Oft kannman, statt diese Konstruktion und Satz 19.29 zu verwenden, direkte Argumente
benutzen (und zum Beispiel mit der Strukturmatrix arbeiten), zum Beispiel bei der Dis-
kussion der adjungierten Abbildung, siehe Abschnitt 19.2.5. Der Beweis von Satz 19.32 ist
andererseits ein Beispiel, wo die hier erklärte Sichtweise sehr nützlich ist und sich nicht so
leicht ersetzen lässt.

Auch Satz 19.25 gilt dann ganz analog.

Entsprechend kannman die Abbildung

(3) Ψ: SLF(V ,W) → HomK(W ,V∨
σ ), β 7→ (w 7→ (Vσ → K, v 7→ β(v,w))),

betrachten. Es ist dann Ψ(β) = Φ(β)∨ die duale Abbildung von Φ(β), wennmanW∨∨wie
üblichmitW identifiziert. ♦

19.2.4. DasorthogonaleKomplementeinesUntervektorraums. Seiwie obenK ein
Körpermit einemAutomorphismus σmit σ ◦ σ = idK . SeiV ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und sei β eine hermitesche Sesquilinearform (bezüglich σ) auf V .

Wir haben für den R-Vektorraum Rn (mit dem Standardskalarprodukt) bereits definiert,
wann zwei Vektoren zueiander senkrecht genanntewerden sollen. Diese Definition über-
trägt man auf den allgemeinen Fall eines Vektorraumsmit einer hermiteschen Sesquiline-
arform. So nützlich die Definition ist, sowichtig ist es zu beachten, dass sie nur teilweise die
geometrische Intuition reflektiert. Zum Beispiel gibt es durchaus (auch nicht-ausgeartete)
hermitesche Formen, für die Vektoren v 6= 0 existieren, die zu sich selbst orthogonal im
Sinne dieser Definition sind.

Definition 19.30. Sei V ein K-Vektorraummit einer hermiteschen Sesquilinearform β.

Wir nennen Vektoren v,w ∈ V zueinander orthogonal (oder: senkrecht) bezüglich β, wenn
β(v,w) = 0 gilt.Wir schreiben dann v ⊥ w. a

Da β als hermitesch vorausgesetztwird, sind für v,w ∈ V die Eigenschaften v ⊥ w undw ⊥ v
äquivalent.

Definition 19.31. Sei β eine hermitesche Form auf V und sei U ⊆ V ein Untervektorraum.
Dann nennenwir den Untervektorraum

U⊥ := {v ∈ V ; β(v, u) = 0 für alle u ∈ U} ⊆ V

das orthogonale Komplement (oder den Senkrechtraum) von U . a

Trotz der Bezeichnung ist U⊥ im allgemeinen kein Komplementärraum zu U . Im Extremfall

β(v,w) = 0 für alle v,w ist zum Beispiel V⊥ = V! Selbstwenn β nicht-ausgeartet ist, kann

der Schnitt von U und U⊥ nicht-trivial sein (suchen Sie ein Beispiel dafür!). Immerhin hat
man dann aber die folgende Dimensionsformel:

Satz 19.32. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und β eine nicht-ausgeartete hermitesche Form
auf V. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt

dim(U) + dim(U⊥) = dim(V).
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Beweis. Mithilfe des Dualraums ist es einfach, den Satz zu beweisen.Wir betrachten
die Abbildung Φ(β)wie in Satz 19.29. (Für den Fall einer Bilinearform kannman sich auf die
etwas einfachere Formulierung zu Beginn von Abschnitt 19.2.3 zurückziehen.)

Im Fall von Sesquilinearformen benutzenwir denVektorraumVσ, der alsMenge (und als
additive Gruppe) mit V übereinstimmt, aber eine modifizierte Skalarmultiplikation hat.
Da V und Vσ alsMengen übereinstimmen, ist eine Teilmenge von V dasselbewie eine Teil-
menge von Vσ. Eine Teilmenge von V ist genau dann ein Untervektorraum von V , wenn
es sich um einen Untervektorraumvon Vσ handelt, und in diesem Fall haben diese beiden

Untervektorräume dieselbe Dimension.Wirwenden diese Bemerkung an auf U⊥ ⊆ V .

Da β nicht-ausgeartet ist, ist Φ(β) ein Isomorphismus. Es gilt

Φ(β)(U⊥) = {λ ∈ V∨; λ(u) = 0 für alle u ∈ U},

es handelt sich also hier gerade um den Kern der Einschränkungsabbildung V∨ → U∨,
λ 7→ λ|U . Da die Einschränkungsabbildung surjektiv ist, folgtwie gewünscht

dim(U⊥) = dim(Φ(β)(U⊥)) = dim(V∨) − dim(U∨) = dim(V) − dim(U).

�

Im Fall des Standardskalarprodukts auf Rn oder auf Cn, und allgemeiner im Fall von positiv

definiten hermitschen Sesquilinearformen gilt stets U ∩ U⊥ = 0. Dann ist die Situation

etwas einfacher und insbesondere folgt aus dem Satz, dass sogar U ⊕U⊥ = V gilt. In diesem
Fall ist also das orthogonale Komplement tatsächlich ein Komplementärraum.

Korollar 19.33. SeiV ein endlichdimensionalerVektorraumundβ eine nicht-ausgeartete hermitesche

Form auf V. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt (U⊥)⊥ = U.

Beweis. Es ergibt sich direkt aus der Definition, dass U ⊆ (U⊥)⊥ gilt. Wegen des

vorhergehenden Satzes haben außerdem U und (U⊥)⊥ dieselbe Dimension. �

19.2.5. Die adjungierteAbbildungeinesEndomorphismus. Seiwie obenK einKör-
per mit einem Automorphismus σ mit σ ◦ σ = idK . Sei V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und sei β eine hermitesche Sesquilinearform (bezüglich σ) auf V .

Ist g:V → V ein Endomorphismus, so ist die Abbildung

βg:V × V → K, (v,w) 7→ β(v, g(w)),

ebenfalls eine Sesquilinearform. Ist β nicht-ausgeartet, so hat andererseits jede Sesquilinear-
form auf V diese Form,wie der folgende Satz zeigt.

Satz 19.34. Sei β eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalen Vektorraum
V. Dann ist die Abbildung

EndK(V) → SLF(V), g 7→ βg,

mit βg(v,w) = β(v, g(w)) ein Isomorphismus von K-Vektorräumen.

Beweis. Es ist leichtzusehen,dassdieAbbildung linear ist.WirwissenwegenSatz 19.19,
dass derK-VektorraumSLF(V)Dimension (dimV)2 hat, ebensowieEndK(V).Weil beideSei-
ten dieselbe Dimension haben, genügt es zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist. Sei g ein
EndomorphismusvonV , für den βg dieNullabbildung ist. Istw ∈ V , so ist also β(v, g(w)) = 0

für alle v ∈ V .Weil β nicht-ausgeartet ist, folgt g(w) = 0. Das gilt für allew ∈ V , folglich ist g
die Nullabbildung. �
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Bemerkung 19.35. Alternativ kannman den Satz auch beweisen, indemman Endomor-
phismen und Sesquilinearformen durchMatrizen beschreibt. Denn istB eine Basis von V
und ist Ξ die Abbildung

Ξ:Mn(K) → Mn(K), M 7→ MB(β)M,

so erhaltenwir ein kommutatives Diagramm

EndK(V) SLF(V)

Mn(K) Mn(K),
Ξ

wobei die linke vertikale Abbildung durch g 7→ MB
B(g), die rechte vertikale Abbildung durch

γ 7→ MB(γ) und die obere horizontale Abbildung durch g 7→ βg gegeben ist.Weil β nach

Voraussetzungnicht-ausgeartet ist, istMB(β) invertierbarund folglichΞein Isomorphismus.
Weil die vertikalen Abbildungen ebenfalls Isomorphismen sind, folgt auch auf diesemWeg,
dass die Abbildung g 7→ βg ein Isomorphismus ist. ♦

Analog kannman einemEndomorphismus f vonV die Sesquilinearform (v,w) 7→ β(f (v),w)
zuordnen. In dieserWeise erhält man eine bijektive semilineare Abbildung EndK(V) →
SLF(V).

Wirwollen nun voraussetzen, dass β hermitesch sei. Man bräuchte das im folgenden Satz
noch nicht unbedingt, sollte dann aber zwischen links- und rechtsadjungierter Abbildung
unterscheiden.Wir beschränken uns hier deshalb auf den einfacheren Fall.

Satz 19.36. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform β. Sei f ∈ EndK(V). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus g von
V, so dass für alle v,w ∈ V gilt:

β(f (v),w) = β(v, g(w)).

Es heißt g die zu f adjungierteAbbildung; wir bezeichnen die adjungierte Abbildung zu f mit f ∗.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von g folgen direkt aus Satz 19.34.

Wirwollen die adjungierte Abbildung noch konkret in Termen der Strukturmatrix von β
und der darstellendenMatrix von f beschreiben,wenn eine BasisB von V gewählt ist.

SeiB = MB(β), also β(v,w) = v∗Bw, undA = MB
B(f ) die darstellendeMatrixvon f bezüglich

dieser Basis. Dann gilt

β(f (v),w) = cB(f (v))∗BcB(w) = cB(v)∗(A∗B)cB(w) = cB(v)∗B(B−1A∗B)cB(w),

also hat die Abbildungmit darstellenderMatrix B−1A∗B die gewünschte Eigenschaft.Wegen
der Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung erhaltenwir

MB
B(f ∗) = B−1A∗B = MB(β)−1MB

B(f )∗MB(β).

�

IstB eine Basis, für dieMB(β) = En gilt (n = dim(V)), so vereinfacht sich die Formel am
Ende des Satzesweiter zuMB

B(f ∗) = MB
B(f )∗. Für die Standardskalarprodukte auf Cn und

auf Rn hat die Standardbasis diese Eigenschaft. Siehe auch Abschnitt 19.5.
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Bemerkung 19.37. Mit Satz 19.24 bzw. Satz 19.29 könnenwir die adjungierte Abbildung
zu f folgendermaßen beschreiben. Sei ψ = Ψ(β) die Abbildung V → V∨

σ , w 7→ (v 7→
β(v,w)), vergleiche (2) bzw. (3).Weil β nicht-ausgeartet ist, handelt es sich bei ψ um einen
Isomorphismus. Dann gilt

f ∨(ψ(w))(v) = ψ(w)(f (v)) = β(f (v),w) = β(v, f ∗(w)) = ψ(f ∗(w))(v)

für alle v ∈ Vσ, die Elemente f
∨(ψ(w)) und ψ(f ∗(w)) von V∨

σ stimmen also überein. (Hier ist
f ∨:V∨

σ → V∨
σ die Abbildung λ 7→ λ ◦ f , also die duale Abbildung der Abbildung f :Vσ → Vσ .

Es ist leicht nachzuprüfen, dass es sich bei f um eine lineare Abbildung Vσ → Vσ handelt.
Folglich ist auch die Abbildung f ∨ ein Homomorphismus V∨

σ → V∨
σ .)

Wir können das als ein kommutatives Diagramm

V V∨
σ

V V∨
σ .

ψ

f ∗ f ∨

ψ

zusammenfassen. Mit anderenWorten gilt

f ∗ = ψ−1 ◦ f ∨ ◦ ψ.

Wennwir alsomittels des Isomorphismus ψ den Dualraum V∨
σ mit V identifizieren, dann

»ist« f ∗ nichts anderes als die zu f duale Abbildung, betrachtet als Endomorphismus von
V∨
σ . ♦

Wir halten nun noch einige Eigenschaften der adjungierten Abbildung fest.

Satz 19.38. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Form β.

(1) Die Abbildung EndK(V) → EndK(V), f 7→ f ∗, ist semilinear und bijektiv. Sie ist ihre eigene
Umkehrabbildung, d.h. es gilt (f ∗)∗ = f für alle f .

(2) Es gilt id∗ = id und (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗ für alle f , g ∈ EndK(V).

(3) Es gilt

Ker(f ∗) = (Im f )⊥, Im(f ∗) = (Ker f )⊥,
und rg f = rg f ∗.

Beweis. zu (1). DieVerträglichkeitmit der Addition rechnetman unmittelbar nach. Um
die adjungierte Abbildung von αf auszurechnen, rechnenwir (für v,w ∈ V )

β(αf (v),w) = σ(α)β(f (v),w) = σ(α)β(v, f ∗(w)) = β(v,σ(α)f ∗(w)),

und daran können wir ablesen, dass (αf )∗ = σ(α)f ∗ gilt. Um die Gleichheit (f ∗)∗ = f zu
zeigen, benutzenwir, dass die betrachtete Form hermitesch ist. Damit erhaltenwir

β(f ∗(v),w) = σ(β(w, f ∗(v))) = σ(β(f (w), v)) = β(v, f (w))

für v,w ∈ V , und das bedeutet genau, dass (f ∗)∗ = f gilt.

zu (2). Es ist klar, dass id∗ = id gilt. Die Aussage über die Verkettung folgt aus einer leichten
Rechnung.

zu (3).Wir haben,weil die Form nicht-ausgeartet ist,

w ∈ Ker(f ∗) ⇔ (v, f ∗(w)) = 0 für alle v ⇔ (f (v),w) = 0 für alle v ⇔ w ∈ Im(f )⊥.
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Die Inklusion Im(f ∗) ⊆ (Ker f )⊥ kannman durch eine ähnliche Rechnung überprüfen, die
andere Inklusion ist aber nicht so leicht direkt zu zeigen.Man kann entweder erst Teil (3) be-
weisen und dannmit der Dimension argumentieren, oder Teil (1) auf den Endomorphismus
f ∗ anwenden. Das liefert

Ker(f ∗∗) = Im(f ∗)⊥,
wegen f ∗∗ = f und nach Übergang zum orthogonalen Komplementwegen Korollar 19.33
also

Ker(f )⊥ = Im(f ∗)⊥⊥ = Im(f ∗),
wie gewünscht.

Dass rg(f ∗) = rg(f ) gilt, folgt dann aus Teil (1) mit Satz 19.32 und der Dimensionsformel für
lineare Abbildungen. �

DieGleichheit (f ∗)∗ = f könnenwir auch so ausdrücken, dassnichtnur (f (v),w) = (v, f ∗(w))
gilt (wie in der Definition der adjungierten Abbildung verlangt), sondern auch (v, f (w)) =
(f ∗(v),w).Wir können also f »sowohl vom linken ins rechte als auch vom rechten ins linke
Argument verschieben« und dabei in beiden Fällen durch die gleiche Abbildung f ∗ ersetzen.
Hierfür ist eswichtig, dasswir mit einer hermiteschen Form arbeiten.

Eine besonders interessante Situation ist die, dass ein Endomorphismus f mit seiner adjun-
gierten Abbildung übereinstimmt:

Definition 19.39. Sei V einVektorraummit einer nicht ausgearteten Sesquilinearform.
Ein Endomorphismus f von V heißt selbstadjungiert, falls f = f ∗ gilt. a

Wirwerden diese Eigenschaft später genauer untersuchen und unter anderem sehen (Spek-
tralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen, Theorem 19.107), dass jeder Endomorphis-
musvonRn, der bezüglichdes Standardskalarprodukts selbstadjungiert ist, diagonalisierbar
ist. Oder in Termen vonMatrizen ausgedrückt: Jede symmetrischeMatrix über den reellen
Zahlen ist diagonalisierbar!

19.3. Symmetrische Bilinearformen, quadratische Formen *

Auf symmetrische Bilinearformen gibt es noch eine andere Sicht, die hierwenigstens kurz
erwähntwerdensoll. ImgesamtenAbschnitt 19.3fixierenwir einenKörperK, indem1+1 6= 0
gilt.

Definition 19.40. Sei V ein K-Vektorraum. Eine quadratische Form auf V ist eine Abbildung

q:V → K

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(a) q(av) = a2q(v) für alle a ∈ K, v ∈ V ,

(b) die Abbildung

(v,w) 7→ q(v + w) − q(v) − q(w)

ist eine Bilinearform V × V → K.

a
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Satz 19.41. Sei V ein K-Vektorraum. Ist β eine symmetrische Bilinearform auf V, so ist die Abbildung

v 7→ β(v, v)
eine quadratische Form auf V.

Ist q eine quadratische Form auf V, so ist die Abbildung

(v,w) 7→ 1

2
(q(v + w) − q(v) − q(w))

eine symmetrische Bilinearform.

Diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers, liefern also eine Bijektion zwischen derMenge der
symmetrischen Bilinearformen auf V und derMenge der quadratischen Formen auf V.

Beispiel 19.42. Seien a1, …, an ∈ K. Dann ist die Abbildung

Kn → K, (xi)i 7→
∑

aix
2
i ,

einequadratischeFormauf Kn.Wir bezeichnendieseFormmit [a1, …, an]. Die Strukturmatrix
der zugehörigen Bilinearform bezüglich der Standardbasis ist diag(a1, …, an). ♦

Ist q eine quadratische Form, so kannman für a ∈ K die Teilmengen

{v ∈ V ; q(v) = a}
betrachten. Für K = R und V = R2 erhält man so die sogenannten Kegelschnitte, d.h. kon-
kret: Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln, und als »ausgeartete Fälle« Geraden oder zwei sich
schneidende Geraden.

Satz 19.43. Sei K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und β eine symmetrische
Bilinearform auf V. Dann existiert eine BasisB von V, so dassMB(β) eine Diagonalmatrix ist.

Wir nennen B dann eine Orthogonalbasis für β (denn je zwei verschiedene Vektoren von B sind
zueinander orthogonal).

Ist K algebraisch abgeschlossen und β eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform,
dann kannman sogar stets eine BasisB finden, so dassMB(β) die Einheitsmatrix ist.

Definition 19.44. Ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V zusammenmit einer qua-
dratischen Form q heißt ein quadratischer Raum. a

Definition 19.45. Seien (V1, q1) und (V2, q2) quadratische Räume über K. Ein Vektorraum-
Isomorphismus f :V1 → V2 heißt eine Isometrie der quadratischen Räume (V1, q1), (V2, q2),
wenn q2(f (v)) = q1(v) für alle v ∈ V gilt.

Wenn eine solche Isometrie existiert, dann schreibenwir auch (V1, q1) ~= (V2, q2). a

Mit dieser Definition könnenwir Satz 19.43 folgendermaßen ausdrücken: Ist (V , q) ein qua-
dratischerRaum,n = dim(V), soexistierena1, …, an undeine Isometrie (V , q) ~= (Kn, [a1, …, an]).
Ist K algebraisch abgeschlossen, so existiert zu jedem quadratischen Raum (V , q) eine (ein-
deutig bestimmte) Zahl rmit (V , q) ~= (Kn, [1, …, 1,0, …,0])mit r Einsen und n − r Nullen.
Das kann man so lesen, dass über algebraisch abgeschlossenen Körpern die Theorie der
quadratischen Formen eher langweilig ist.

Es ist üblich und praktisch, noch kürzer einfach [a1, …, an] statt (Kn, [a1, …, an]) zu schreiben.
Entsprechend schreibenwir

[a1, …, an] ~= [b1, …, bn],
wenn eine Isometrie zwischen diesen quadratischen Räumen existiert. Das ist dazu gleich-
bedeutend, dass dieMatrizen diag(a1, …, an) und diag(b1, …, bn) kongruent sind.
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Beispiel 19.46. Sind a, b ∈ K× mit a + b 6= 0, so gilt

[a, b] ~= [a + b, ab(a + b)].
Diesen Isomorphismus nenntman auch dieWittsche Relation (nach ErnstWitt3). ♦

Satz 19.47 (Kürzungssatz vonWitt). Seien 1 ≤ k < n und seien a1, …, an, b1, …bn ∈ K×.

Wenn [a1, …, an] ~= [b1, …, bn]und [a1, …, ak] ~= [b1, …, bk]gilt, dann folgt [ak+1, …, an] ~= [bk+1, …, bn]

Man kann auch eineVariante dieses Satzes vonWitt für Sesquilinearformen zeigen.

Ergänzung 19.48. Besonders interessant ist es, die Theorie der quadratischen Formenmit
zahlentheoretischen Fragen (undMethoden) zu kombinieren. Ein Beispiel ist der berühmte
Satz von Hasse undMinkowski, aus dem die folgende schlagende Aussage folgt:

Sei n ≥ 5 und seien a1, …, an ∈ Q×. Sei q die quadratische Form

(x1, …, xn)t 7→
n∑
i=1

aix
2
i .

Wir können q als quadratische Form auf Qn oder auf Rn betrachten.

Dann sind äquivalent:

(i) Es existiert x ∈ Qn, x 6= 0, mit q(x) = 0.

(ii) Es existiert x ∈ Rn, x 6= 0, mit q(x) = 0.

(iii) Es existieren i und j mit ai > 0 und aj < 0 (d.h. die zu q gehörige nicht-ausgeartete

symmetrische Bilinearform ist indefinit, Definition 19.49).

Die Äquivalenz von (ii) und (iii) ist sehr leicht zu zeigen, aber die Äquivalenz zu (i) istwe-
sentlich schwieriger. Literatur: J. P. Serre,A course in arithmetic, Springer Graduate Texts in
mathematics 7, 1973. � Ergänzung 19.48

19.4. Bilinearformen und Sesquilinearformen über den reellen und den
komplexen Zahlen

Auchwenn der Begriff der Bilinearform über beliebigen Körpern von Interesse ist, werden
wir im folgenden den Fall K = R in das Zentrum unserer Betrachtungen stellen.Wie oben
ausgeführt ist eswünschenswert undmöglich (mit dem Begriff der Sesquilinearform), auch
den KörperCmiteinzubeziehen.

DerwesentlicheUnterschiedzurallgemeinenSituation ist, dassRein»angeordneterKörper«
ist, bei demwir über positive und negative Elemente sprechen können. Für eine hermitesche
Sesquilinearform β bezüglich der komplexen Konjugation auf einemC-Vektorraum V gilt

wegen β(v, v) = β(v, v), dass β(v, v) ∈ R ist für alle v ∈ V , so dass auch in diesem Fall eine
Verbindung zu den reellen Zahlen existiert.

Im folgenden schreibenwirK für den Grundkörper und vereinbaren, dass damit eine der
folgenden beiden Situationen gemeint ist.

• K = R und σ = idR, d.h. wir betrachten Bilinearformen auf reellenVektorräumen,
• K = C und σ ist die komplexe Konjugation, undwir betrachten Sesquilinearformen
(bezüglich σ) auf C-Vektorräumen.

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Witt

https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Witt
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Da der Begriff der Bilinearform ein Spezialfall des Begriffs der Sesquilinearform (nämlich
für σ = id ist), benutzenwir in der Regel den Begriff Sesquilinearform, um beide obigen
Fälle simultan abzuhandeln. Entsprechend ist für einenR-VektorraumV das Symbol SLF(V)
als der Raum der Bilinearformen V × V → R zu verstehen, und eine hermitesche Sesquili-
nearform ist dann eine symmetrische Bilinearform.

Für eine komplexe Zahl α ∈ C verwendenwir die Notation α > 0mit der Bedeutung »α ∈ R
und α > 0«. Wie oben schon bemerkt, gilt für eine hermitesche Sesquilinearform β auf
einemC-Vektorraum V und v ∈ V stets gilt: β(v, v) ∈ R.

Oft schreibenwir eine Bilinearform oder Sesquilinearform auch einfach als (∙, ∙), d.h. der
Wert der Form fürVektoren v,wwirdmit (v,w) ∈ K bezeichnet.

Definition 19.49. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum, und sei β eine hermite-
sche Sesquilinearform auf V .

(1) Die Form β heißt positiv definit, wenn für alle v ∈ V \ {0} gilt: β(v, v) > 0.

(2) Die Form β heißt positiv semidefinit, wenn für alle v ∈ V gilt: β(v, v) ≥ 0.

(3) Die Form β heißt negativ definit, wenn für alle v ∈ V \ {0} gilt: β(v, v) < 0.

(4) Die Form β heißt negativ semidefinit, wenn für alle v ∈ V gilt: β(v, v) ≤ 0.

(5) Die Form β heißt indefinit, wenn βweder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist,
alsowenn es v,w ∈ V mit β(v, v) > 0 und β(w,w) < 0 gibt.

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform heißt auch Skalarprodukt auf V .

Ein endlichdimensionalerR-Vektorraum zusammenmit einem Skalarprodukt heißt euklidi-
scher Vektorraum, ein endlichdimensionalerC-Vektorraummit einem Skalarprodukt heißt
unitärer Vektorraum. a

Beispiel 19.50. (1) Das Standardskalarprodukt auf Rn ist ein Skalarprodukt im Sinne
dieserDefinition,undRn zusammenmitdemStandardskalarprodukt ist eineuklidischer
Vektorraum. Ebenso ist das Standardskalarprodukt auf Cn ein Skalarprodukt im Sinne
dieser Definition, undCn zusammenmit dem Standardskalarprodukt ist ein unitärer
Vektorraum.

(2) Sei β eine Sesquilinearform auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V mit
Strukturmatrix

MB(β) = diag(a1, …, an),
wobeiB irgendeine Basis von V ist.

Dann ist β hermitesch genau, wenn ai ∈ R für alle i = 1, …, n gilt; das wollen wir im
folgenden voraussetzen.

Es gilt

• β positiv definit ⇔ ai > 0 für alle i,
• β positiv semidefinit ⇔ ai ≥ 0 für alle i,
• β negativ definit ⇔ ai < 0 für alle i,
• β negativ semidefinit ⇔ ai ≤ 0 für alle i,
• β indefinit ⇔ es existieren i, jmit ai > 0, aj < 0.

♦

Gelegentlich benutzenwir die Begriffe positiv definit, positiv semidefinit, usw. auch fürMatrizen,
und zwar im Sinne der folgenden Definition.



160 19. BI- UND SESQUILINEARFORMEN, EUKLIDISCHE UND UNITÄRE VEKORRÄUME

Definition 19.51. Sei A ∈ Mn(K) hermitesch.Wir sagen, die Matrix A sei positiv definit,
wenn v∗Av > 0 für alle v 6= 0 gilt, also wenn die hermitesche Sesquilinearform β mit
ME (β) = A die entsprechende Eigenschaft hat. (Hier sei E die Standardbasis vonKn.)

Entsprechend kannman positiv semidefinite, negativ definite, negativ semidefinite und indefinite
Matrizen definieren. a

Eine unserer Aufgaben wird im folgenden sein, den Begriff »positiv definit« besser zu
verstehen und insbesondere Kriterien zu entwickeln,wie man auch fürMatrizen, die nicht
Diagonalform haben, nachprüft, ob die zugehörige Sesquilinearform positiv definit ist.

Das folgende Lemma gibt eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts.Wir ver-

wenden dort schon die Schreibweise ‖v‖ =
√
(v, v) (für Vektoren v in einemVektorraum

mit Skalarprodukt (∙, ∙)), diewir erst etwasweiter unten formal definieren. Die Definition ist
sinnvoll, weil (v, v) ≥ 0 gilt, und die nicht-negative reellen Zahl ‖v‖ sollte als die Länge des
Vektors v (bezüglich des gegebenen Skalarprodukts) interpretiertwerden.

Lemma 19.52. Sei n ∈ N>1. Sei (V , (∙, ∙)) einK-Vektorraummit einem Skalarprodukt.

Seien v,w ∈ V, v,w 6= 0. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum der Dimension 2, der v und w enthält. (In
dem interessanteren Fall, dass das System v,w linear unabhängig ist, gilt also U = 〈v,w〉.)

Sei v′ ∈ U ein Vektor 6= 0, so dass (v, v′) = 0 gilt. Dann ist v, v′ eine Basis von U.

Sei p:U → 〈v〉 die eindeutig bestimmte lineare Abbildungmit p(v) = v, p(v′) = 0, also die Projektion
der Ebene U auf die Gerade 〈v〉.

Dann gilt (v,w) = (v, p(w)) und

|(v,w)| = |(v, p(w))| = ‖v‖ ‖p(w)‖.

Siehe Abschnitt I.11.2.3 für eine noch etwas präzisereVersion im FallK = R (in diesem Fall
ist (v,w) schon bis auf dasVorzeichen durch |(v,w)| bestimmt) und ein Bild im Fall V = R2.

Beweis. Dass v′ mit v ⊥ v′ überhaupt existiert, folgt daraus, dass das orthogonale
Komplement von 〈v〉 in U Dimension 1 hat (Satz 19.32). In diesem Fall kannman auch leicht

ein direktes Argument geben: Ist v, v[ eine Basis von U , so könnenwir

v′ = v[ − (v, v[)
(v, v)

v

setzen.Wegen v 6= 0 gilt ja (v, v) 6= 0. Es ist dann

(v, v′) = (v, v[) − (v, v[)
(v, v)

(v, v) = 0.

Es ist geometrisch-anschaulich klar, dass v und v′ linear unabhängig sind.Weil (v, av) =
a(v, v) 6= 0 für alle a 6= 0 und (v, v′) = 0 gilt, sehenwir auch formal, dass v′ keinVielfaches
von v ist.

Wir schreibenw = av + a′v′. Dann gilt p(w) = av undwegen (v, v′) = 0, dass

(v,w) = (v, p(w)) = a ‖v‖2

und

‖p(w)‖ =
√
aa ‖v‖= |a| ‖v‖.

Daraus folgt die Behauptung. �
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Es ist von der geometrischen Anschauung her klar, dass in der Situation des Lemmas die
Ungleichung ‖p(w)‖ ≤ ‖w‖, und das lässt sich auch leicht direkt nachrechnen:Mit derselben
Notationwie im Lemma gilt

‖p(w)‖ = |a| ‖v‖ ≤
√
(|a| ‖v‖)2 + (|a′| ‖v′‖)2 =

√
(av, av) + (a′v′, a′v′) = ‖w‖,

weil (v, v′) = (v′, v) = 0 ist.

Nach dem Lemma ist die Ungleichung ‖p(w)‖ ≤ ‖w‖ äquivalent zu
|(v,w)|2 ≤ ‖v‖2‖w‖2 = (v, v) (w,w)

In dieser Form nenntman diesewichtige Ungleichung die Ungleichung von Cauchy und Schwarz.
Siehe auch Abschnitt I.11.2.3 für einen anderen Beweis (dort im FallK = R), denwir nun
verallgemeinernwollen.DieUngleichunggilt nämlich auch,wenn statt eines Skalarprodukts
eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform zugrundegelegtwird.

Satz 19.53 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (∙, ∙) eine positiv semi-definite hermitesche
Sesquilinearform auf demK-VektorraumV. Dann gilt für alle v,w ∈ V:

|(v,w)|2 ≤ (v, v)(w,w).
Ist die gegebene Form sogar positiv definit, so gilt in der Ungleichung genau dann die Gleichheit, wenn v
und w linear abhängig sind.

Beweis. Wir beweisen zuerst dieUngleichung selbst unddiskutieren amSchluss,wann
Gleichheit eintreten kann. Für alle a ∈ K gilt

0 ≤ (v − aw, v − aw) = (v, v) − a(v,w) − a(w, v) + aa(w,w).

Ist (w,w) > 0, so könnenwir a = (w,v)
(w,w) setzen und erhaltenwegen (w, v) = (v,w), dass

0 ≤ (v, v) − (w, v)(v,w)
(w,w)

− (v,w)(w, v)
(w,w)

+ (w, v)(v,w)
(w,w)

= (v, v) − (w, v)(v,w)
(w,w)

,

nachMultiplikationmit (w,w) also
|(v,w)|2 = (v,w)(w, v) ≤ (v, v)(w,w),

und das ist die Ungleichung aus dem Satz.

Es ist auch klar, dasswir gegebenenfalls v undw vertauschen können, um die Ungleichung
zu zeigen. Daher ist nun nur noch der Fall (v, v) = (w,w) = 0 abzuhandeln. Ist die Form
(∙, ∙) positiv definit, dannwürde daraus v = w = 0 folgen, und eswäre nichtsmehr zu tun.
Im allgemeinen Fall könnenwir aber ähnlichwie oben vorgehen, indemwir nun a = (w, v)
setzen. Dann habenwir

0 ≤ (v, v) − (w, v)(v,w) − (v,w)(w, v) + |(v,w)|2(w,w) = −2(v,w)(w, v) = −2|(v,w)|2.
Da die rechte Seite nicht positiv sein kann, folgt |(v,w)| = 0, undwir sind auch in diesem
Fall fertig.

Es ist leicht zu sehen, dass für linear abhängige Vektoren v,w die Gleichheit gilt. Sei nun
die gegebene Sesquilinearform positiv definit und gelte |(v,w)|2 = (v, v)(w,w). Sei ohne
Einschränkung w 6= 0, also (w,w) > 0 und wieder a = (w,v)

(w,w) . Wir sehen dann mit einer

ähnlichen Rechnungwie oben, dass

(v − aw, v − aw) = 0

gilt, undweilwir im positiv definiten Fall sind, folgt daraus v = aw, also insbesondere, dass
v,w linear abhängig sind. �

Korollar 19.54. Sei (∙, ∙) eine positiv semi-definite hermitesche Sesquilinearform auf dem endlichdi-
mensionalenK-VektorraumV. Dann ist äquivalent:
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(i) (∙, ∙) ist nicht-ausgeartet,

(ii) (∙, ∙) ist positiv definit.

Beweis. Sei die gegebeneFormpositivsemi-definit undnicht-ausgeartet. Ist v ∈ V , v 6=
0, so existiertw ∈ V mit (v,w) 6= 0,weil die Form nicht-ausgeartet ist. Aus der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz folgt dann sofort, dass (v, v) 6= 0 gilt. Zusammenmit der Abschätzung
(v, v) ≥ 0, die gilt, weil die Form nachVoraussetzung positiv semidefinit ist, folgt (v, v) > 0.

Andererseits ist klar, dass eine positiv definite Form nicht-ausgeartet ist, wenn es gilt ja
(v, v) 6= 0 (sogar> 0) für alle v 6= 0. �

Definition 19.55. Sei V einK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙) (oder allgemeinermit
einer positiv semi-definiten hermiteschen Sesquilinearform). Dann definierenwir die Länge
(oderNorm) einesVektors v ∈ V als

‖v‖ :=
√
(v, v).

(Beachte, dass (v, v) ∈ R≥0 ist. Unter der Quadratwurzel verstehen wir die eindeutig be-
stimmte nicht-negative Quadratwurzel.) a

Die so definierte Normabbildung V → R≥0 hat offensichtlich die Eigenschaften

‖av‖ = |a| ‖v‖, a ∈ K, v ∈ V ,
und im positiv definiten Fall

‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0, v ∈ V .

Eineweiterewichtige Eigenschaft ist die sogenannte Dreiecksungleichung.

Korollar 19.56 (Dreiecksungleichung). Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraummit Skalar-
produkt (∙, ∙). Für alle v,w ∈ V gilt

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.

Beweis. Seien v, w in V gegeben. Es genügt, die Abschätzung für die Quadrate der
beiden Seiten zu zeigen, da es sich um nicht-negative reelle Zahlen handelt. Das Quadrat
der linken Seite ist

(v + w, v + w) = (v, v) + (v,w) + (w, v) + (w,w),
das Quadrat der rechten Seite ist

(v, v) + 2‖v‖ ∙ ‖w‖ + (w,w)

Nun ist (v,w) + (w, v) = (v,w) + (v,w) gerade das Zweifache des Realteils Re((v,w)) der
komplexen Zahl (v,w). Für jede komplexe Zahl z gilt Re(z) ≤ |z|.

Es folgt

(v,w) + (w, v) ≤ 2|(v,w)|≤ 2‖v‖ ∙ ‖w‖,
wobeiwir im zweiten Schritt die Ungleichung von Cauchy und Schwarz benutzt haben. Das
ergibt die Behauptung. �

Der Name »Dreiecksungleichung« kommt von der Interpretation, dass in jedem Dreieck
die Summe der Längen zweier Seiten größer als die Länge der dritten Seite ist (oder gleich,
wenn alle drei Ecken auf einer Geraden liegen).Wir schreibenwieder d(x, y) := ‖y − x‖ für
den »Abstand« zwischen x und y. Sind u, v,w die Eckpunkte eines Dreiecks, so gilt

d(u, v) + d(v,w) = ‖v − u‖ + ‖w − v‖ ≥ ‖v − u + w − v‖ = d(u,w).
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Wir haben bereits definiert, wann zwei Vektoren (in einemVektorraummit einer hermi-
teschen Sesquilinearform) zueinander orthogonal genannt werden. Die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz erlaubt es uns nun auch, in einem euklidischenVektorraum denWinkel
zwischen zwei Vektoren zu definieren.

Definition 19.57. (1) Sei V einK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙).Wir nennenVekto-
ren v,w ∈ V orthogonal zueinander,wenn (v,w) = 0 gilt.

(2) Sei V ein euklidischerVektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙). DerWinkel zwischen zwei
Vektoren v,w ∈ V ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl ϑ ∈ [0, π], für die gilt

cosϑ = (v,w)
‖v‖ ∙ ‖w‖

.

a

Für die Definition des Winkels ist hier zu bemerken, dass die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz gerade besagt, dass

−1 ≤ (v,w)
‖v‖ ∙ ‖w‖

≤ 1

gilt, so dass dieDefinition sinnvoll ist.Weilϑ = π
2 die (einzige) Nullstelle von cos im Intervall

[0, π] ist, sehenwir auch, dass zueinander orthogonale Vektoren im Sinne von Teil (1) der
Definition einen rechtenWinkel – also π ∕ 2 bzw. 90◦ – bilden. Mit Lemma 19.52 kannman
die obige Definition desWinkels leicht zusammenbringenmit der elementargeometrischen
Definition des Kosinus als dem Verhältnis der Längen von Ankathete und Hypotenuse
im rechtwinkligen Dreieck. Siehe Abschnitt I.11.5 für eine ausführlichere Diskussion des
Winkelbegriffs.

Ergänzung 19.58 (Die Parallelogrammgleichung). Sei V einK-Vektorraum. Eine Norm auf
V ist eine Abbildung V → R≥0, v 7→ ‖v‖mit den folgenden Eigenschaften (für alle a ∈ K,
v,w ∈ V ):

(a)

‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0,
(b)

‖av‖ = |a| ‖v‖,
(c)

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖,

Wirhabenoben jedemSkalarprodukt (∙, ∙) auf V durch ‖v‖ :=
√
(v, v) eineNormzugeordnet.

Man kann zeigen, dass diese Zuordnung eine Bijektion

{(∙, ∙):V × V → K; (∙, ∙) Skalarprodukt} → {‖∙‖:V → R≥0; ‖∙‖ Norm auf V , die (P) erfüllt}
definiert, wobei (P) die sogenannte Parallelogrammgleichung ist:

(P) ‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2(‖v‖2 + ‖w‖2) für alle v,w ∈ V .

Für die Konstruktion der Umkehrabbildung siehe Lemma 19.86 (allerdingsmussman na-
türlich zusätzlich noch nachrechnen, dass aus den Normeigenschaften zusammenmit der
Parallelogrammgleichung folgt, dass die durch die Formel aus dem Lemma gegebene Abbil-
dung V × V → K tatsächlich ein Skalarprodukt ist.

Es ist nun leicht, Beispiele von Normen anzugeben, die nicht von einem Skalarprodukt
herkommen, zum BeispielRn → R≥0, (xi)i 7→ |x1| + · · · + |xn|, für n > 1. � Ergänzung 19.58
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19.5. Existenz vonOrthonormalbasen

Wir wollen nun zeigen, dass es für ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen
K-VektorraumV immer eine Basis vonV gibt, so dass die zugehörige Strukturmatrix die
Einheitsmatrix ist. (Das ist natürlich nur für positiv definite Formenmöglich, vergleiche
Beispiel 19.50.) Mit dem Verfahren vonGram und Schmidt gibt es sogar einen einfachen Algo-
rithmus, um eine solche Basis rechnerisch zu bestimmen.

Definition 19.59. Sei V einK-Vektorraummit einem Skalarprodukt (∙, ∙). Eine Familie
v1, …, vm ∈ V heißt Orthogonalsystem, falls vi 6= 0 für alle i = 1, …,m und für alle i 6= j
gilt: (vi, vj) = 0. Gilt zusätzlich ‖vi‖ = 1 für alle i, so bezeichnet man die Familie auch als

Orthonormalsystem.

Sofern die vi eine Basis von V bilden, spricht man auch von einerOrthogonalbasis bzw.Ortho-
normalbasis. a

Beispiel 19.60. SeiV = Knmit demStandardskalarprodukt. Dannbildet die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. ♦

Lemma 19.61. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit einem Skalarprodukt (∙, ∙) und sei
v1, …, vn ∈ V ein Orthogonalsystem. Dann sind v1, …, vn linear unabhängig.

Beweis. Sei a1v1 + · · · + anvn = 0. Wir bilden das Skalarprodukt mit vi und sehen
ai(vi, vi) = 0.Weil nachDefinition einesOrthogonalsystems vi 6= 0 ist, gilt (vi, vi) > 0 und es
folgt ai = 0. Dawir diesen Schluss für alle i durchführen können, folgt, dass nur die triviale
Linearkombination der vi den Nullvektor darstellt. �

Satz 19.62 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V einK-Vektorraum
mit einem Skalarprodukt (∙, ∙) und sei B = (b1, …, bn) eine Basis von V. Dann existiert eine Basis
v1, …, vn von V, für die gilt:

(a) v1, …, vn ist eine Orthonormalbasis,
(b) Vi := 〈v1, …, vi〉 = 〈b1, …, bi〉 für alle i,
(c) Für alle i gilt mitBi = (b1, …, bi),Ci = (v1, …, vi):

detM
Ci

Bi
∈ R>0.

Durch diese Bedingungen sind v1, …, vn eindeutig bestimmt, und zwar gilt

vi =
v′i

‖v′i‖
mit v′i = bi −

i−1∑
k=1

(vk, bi)vk.

Beweis. Wir führen Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar, denn dann ist offen-

bar v1 := b1
‖b1‖

einemögliche, und gleichzeitig die einzige Definition, die die angegebenen

Bedingungen erfüllt.

Im Induktionsschritt könnenwir nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf denVek-
torraum 〈b1, …, bn−1〉) annehmen, dass v1, …, vn−1 bereits konstruiert sind, dass sie eine Or-
thonormalbasis von 〈b1, …, bn−1〉 bilden und dass Bedingung (c) für i = 1, …, n − 1 gilt, sowie
dass sie durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt und durch die Formel imSatz gegeben
sind.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Familie durch einenVektor vn zu einer Orthonormalbasis von
V ergänztwerden kann, so dass (c) gilt, dass vn dadurch eindeutig bestimmt ist, und dass die
am Ende angegebene Formel gilt.
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Umdie Existenz von vn zu zeigen, benutzenwir die Formel in der Aussage des Satzes. Für
i = 1, …, n − 1 gilt

(vi, v′n) = (vi, bn) −
n−1∑
k=1

(vk, bn)(vi, vk) = 0,

weil (vk, vi) = 0 für k 6= i und (vi, vi) = 1 gilt. Es ist klar, dass bn 6∈ 〈v1, …, vn−1〉 ist, und das
impliziert v′n 6= 0, so dasswir durch ‖v′n‖ teilen können.Weil vn einVielfaches von v′n ist, gilt
auch (vn, vi) = 0 für i = 1, …, n − 1. Es ist auch klar, dass ‖vn‖ = 1 ist. Also ist v1, …, vn eine
Orthonormalbasis.

Es bleibt noch Teil (c) zu zeigen.Wir schreibenB = (b1, …, bn), C = (v1, …, vn) undBn−1,
Cn−1wie in (c). Die BasiswechselmatrixM

C
B hat die Form(

M
Cn−1
Bn−1

∗
0 ‖v′n‖−1

)
.

Nach Induktionsvoraussetzung ist detM
Cn−1
Bn−1

> 0, und es folgt detMC
B > 0.

Zur Eindeutigkeit argumentierenwirwie folgt. Es ist klar, dass

vn = anbn +
n−1∑
i=1

aivi

mit ai ∈ K und an 6= 0 geltenmuss. Aus Bedingung (c) ergibt sich an ∈ R>0. Die Bedingung
(vi, vn) = 0 übersetzt sich (wegen (vk, vi) = 0 für i 6= k) in

0 = an(vi, bn) + ai(vi, vi) = an(vi, bn) + ai,
also

ai = −an(vi, bn).
Wir erhalten also

vn = an

(
bn −

n−1∑
i=1

(vi, bn)vi

)
und haben so gezeigt, dass vn ein positives Vielfaches des im Satz angegebenen Vektors
v′n sein muss. Weil außerdem ‖vn‖ = 1 gefordert wird, folgt, dass der im Satz gegebene
Ausdruck den eindeutig bestimmtenVektor vn angibt, so dass (a), (b), (c) gelten. �

Alswichtige unmittelbare Folgerung haltenwir noch einmal fest, dass zu jedem Skalarpro-
dukt eine Orthonormalbasis existiert.

Korollar 19.63. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit einem Skalarprodukt. Dann
existiert eine Orthonormalbasis für dieses Skalarprodukt.

Im Fall eines Skalarprodukts (auf einemK-Vektorraum V ) vereinfacht sich der Begriff des

orthogonalen Komplements eines Untervektorraums U ⊆ V insofern, als stets U ∩ U⊥ = 0

gilt. Dann für v ∈ U ∩ U⊥ muss ja (v, v) = 0 gelten, und da das Skalarprodukt positiv

definit ist, folgt v = 0. Insbesondere gilt dann V = U ⊕ U⊥. Mit dem Satz von Gram und
Schmidt könnenwir eine Orthonormalbasis v1, …, vr von U finden und ergänzen zu einer
Orthonormalbasis v1, …, vn von V . Es gilt dann

U⊥ = 〈vr+1, …, vn〉,
wieman leicht nachrechnet. Insbesondere erhaltenwir in diesem Fall einen neuen Beweis
von Satz 19.32 und von Korollar 19.33.

Die Determinante der Strukturmatrix einer Sesquilinearform ist abhängig von derWahl der
Basis, die Situation ist hier also anders als bei Endomorphismen, denn der Basiswechsel
für Sesquilinearformen ist gegeben durch A 7→ S∗AS (für eine Basiswechselmatrix S ∈
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GLn(K)). Die Determinante ändert sich dabei um den Faktor det(S∗)det(S) = |det(S)|2. Aus
der Existenz von Orthonormalbasen erhaltenwir so aber immerhin das folgende Korollar.

Korollar 19.64. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit einem Skalarprodukt β undB
eine Basis von V. Dann ist die Determinante der StrukturmatrixMB(β) eine positive reelle Zahl.

Beweis. IstB eine Orthonormalbasis für β, so giltMB(β) = En (mit n = dim(V)), also
det(MB(β)) = 1. Im allgemeinen Fall unterscheidet sich, wie soeben erläutert wurde, die
Determinante davon um einen Faktor der Form |det(S)|2 (mit S ∈ GLn(K)), also um eine
positive reelle Zahl. Daraus folgt die Behauptung. �

Die Zahl det(MB(β)) nenntman auch dieGramsche Determinante von β bezüglich der BasisB.

Bemerkung 19.65. Wir erhalten aus dem Korollar auf die folgendeWeise einen neuen
Beweis der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (im positiv definiten Fall). Sei nämlich V
einK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙). Seien v,w ∈ V linear unabhängig. Dann ist die
Einschränkung des Skalarprodukts auf den Unterraum 〈v,w〉 ebenfalls ein Skalarprodukt,
wir können also V durch diesen Raum ersetzen und annehmen, dassB = (v,w) eine Basis
von V ist.

Das Korollar zeigt dann, dass

(v, v)(w,w) − (v,w)(w, v) = det

(
(v, v) (v,w)
(w, v) (w,w)

)
= detMB((∙, ∙)) > 0,

und das liefertwegen |(v,w)| = |(w, v)| genau die gewünschte Aussage. ♦

Satz 19.66 (Hauptminorenkriterium für positive Definitheit). Sei V ein endlichdimensiona-
lerK-Vektorraum mit Basis b1, …, bn und sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann sind
äquivalent:

(i) β ist positiv definit,

(ii) für alle r = 1, …, n gilt
det(β(bi, bj))i=1,…,r, j=1,…,r ∈ R>0.

Zur Erläuterung der Terminologie: Unter denMinoren einer Matrix versteht man die De-
terminanten von quadratischen Untermatrizen (also vonMatrizen, die aus der ursprüng-
lich gegebenenMatrix durch das Streichen von Zeilen und Spalten entstehen). Unter den
Hauptminoren einer quadratischen Matrix versteht man die Determinanten derjenigen
Untermatrizen, die durch Streichen von Zeilen und Spalten mit denselben Indizes entste-
hen (also beispielsweise die erste Zeile und erste Spalte und vierte Zeile und vierte Spalte).
Mit demselben Argumentwie im folgenden Beweis zeigt man, dass alle Hauptminoren der
Strukturmatrix eines Skalarprodukts inR>0 liegen. Umgekehrtmussman aber nur die soge-
nannten führendenHauptminoren, also die Determinanten der quadratischen Untermatrizen,
in denen nur die ersten r Zeilen und Spalten übrig sind, auf Positivität überprüfen, um
sicherzustellen, dass eine gegebene hermitesche Sesquilinearform positiv definit ist.

Beweis. Ist β positivdefinit, so ist die Einschränkungvon β auf jedenUntervektorraum
von V ebenfalls positiv definit. Aus Korollar 19.64 folgt die Positivität der Determinanten.

Gelte nun det(β(bi, bj))i=1,…,r, j=1,…,r ∈ R>0 für alle r.

Wir zeigen durch Induktion nach n, dass β positiv definit ist. Der Fall n = 1 ist klar. Im Fall
n > 1 schreibenwir U := 〈b1, …, bn−1〉 und haben nach Induktionsvoraussetzung, dass die
hermitesche Sesquilinearform U ×U → K, (u, u′) 7→ β(u, u′) positiv definit ist. Sei v1, …, vn−1
eine Orthonormalbasis für diese Form.
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Sei nun vn 6= 0 irgendeinVektor, der zu v1, …, vn−1 orthogonal ist. Dass ein solcher existiert,
kann man entweder aus Satz 19.32 folgern (dennwegen det(β(bi, bj))i=1,…,n, j=1,…,n 6= 0 ist

β nicht-ausgeartet). Alternativ kann man ähnlich wie im Satz von Gram-Schmidt einen
solchenVektor direkt angeben, zum Beispiel

vn = bn −
n−1∑
i=1

β(vi, bn)vi.

Dann hat die Strukturmatrix von β bezüglich dieser Basis die Form

diag(1, …, 1, β(vn, vn)).
Das Vorzeichen der Determinante der Strukturmatrix einer hermiteschen Form ist von
der Wahl der Basis unabhängig (vergleiche den Beweis von Korollar 19.64), aus unserer
Voraussetzung folgt also

β(vn, vn) = det(diag(1, …, 1, β(vn, vn))) > 0.
Weil β durch eine Diagonalmatrixmit nur positiven Einträgen auf der Diagonale dargestellt
werden kann, ist die Form positiv definit. �

Bemerkung 19.67. (1) Weil in der Situation des Satzes β negativ definit ist genau dann,
wenn−β positivdefinit ist, erhaltenwir auchdieÄquivalenz der folgendenAussagen:
(i) β ist negativ definit,

(ii) für alle r = 1, …, n gilt
(−1)r det(β(bi, bj))i=1,…,r, j=1,…,r ∈ R>0.

(2) Ist β positiv semi-definit, dann sind die Determinanten, die in Satz 19.66 betrachtet
werden, alle≥ 0. (Denn eine positiv semidefinite Form ist nach Korollar 19.54 entweder
positivdefinit oderausgeartet.)DieseBedingungreicht abernicht aus, umsicherzustellen,
dass eine gegebene Form positiv semidefinit ist. Siehe [Lo2] Abschnitt VII.5, für eine
Diskussion im Fall der reellen Zahlen als Grundkörper.

♦

Ergänzung 19.68 (Die Komplexifizierung eines euklidischen Vektorraums). Sei β ein
Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum Rn, sei B die Strukturmatrix von β bezüglich der
Standardbasis. Dann ist die durch B gegebene Sesquilinearform auf Cn ebenfalls ein Skalar-
produkt ist. Da B reell und symmetrisch ist, gilt B∗ = Bt = B, also ist diese Sesquilinearform
hermitesch.

Ist b1, …, bn eine Orthonormalbasis des R-Vektorraums Rn bezüglich β, so bilden b1, …, bn
auch eine Orthonormalbasis desC-VektorraumsCn bezüglich dieser Sesquilinearform. Die
Existenz einer Orthonormalbasis impliziert, dass es sich um ein Skalarprodukt handelt. (Al-
ternativ könnteman die positive Definitheit mit demHauptminorenkriterium nachweisen.)

Sei nun V einR-Vektorraummit einem Skalarprodukt β. Sei VC = V ⊗R C die Erweiterung
der Skalare vonR nachC des Vektorraums V wie in Abschnitt 18.5.3.Wir definieren eine
Sesquilinearform auf VC durch

βC:VC × VC → C, (v⊗ a,w⊗ b) 7→ abβ(v,w).
Wie üblich gebenwir nur an,wasmit den Elementartensoren passiert, die Abbildungmuss
dann bilinear fortgesetztwerden. Es ist klar, dass diese Abbildung tatsächlich eine Sesqui-
linearform ist und dass diese hermitesch ist. Dass sie auch positiv definit ist, kann man
mit denselben Argumentenwie im Fall des Standardvektorraums zeigen, indemman eine
Basis wählt. In der Tat, seiB = (b1, …, bn) eine Orthonormalbasis von V bezüglich β (als
R-Vektorraum). Dann ist b1 ⊗ 1, …, bn ⊗ 1 eine Basis von VC, und anhand der Formel, mit der
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wir βC definiert haben, folgt unmittelbar, dass es sich um eine Orthonormalbasis handelt.
Also ist βC ein Skalarprodukt. � Ergänzung 19.68

19.6. Normale Endomorphismen

19.6.1. DerSpektralsatz fürnormaleEndomorphismen. Wirkommennun imKon-
text von euklidischen und unitärenVektorräumen noch einmal auf die adjungierte Abbil-
dung zurück, diewir in Abschnitt 19.2.5 definiert hatten.Weil ein Skalarprodukt hermitesch
und (weil positivdefinit) nicht-ausgeartet ist, könnenwirdieseBegriffsbildung für jedenend-
lichdimensionalenK-Vektorraum V mit Skalarprodukt (∙, ∙) benutzen und erhalten also zu
jedem Endomorphismus f von V einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f ∗:V → V ,
so dass

(f (v),w) = (v, f ∗(w)) für alle v,w ∈ V

gilt. Es gilt dann auch stets (v, f (w)) = (f ∗(v),w), oder mit anderenWorten: (f ∗)∗ = f .

Satz 19.69. Sei V einK-Vektorraummit Skalarprodukt β, und f ∈ EndK(V). IstB eine Orthonor-
malbasis von V, so gilt für den zu f bezüglich β adjungierten Endomorphismus f ∗ :

MB
B(f ∗) = MB

B(f )∗.

Beweis. DassB eine Orthonormalbasis ist, bedeutet, dassMB(β) = En gilt. Deshalb

folgt die Behauptung direkt aus der Formel, diewir für dieMatrixMB
B(f ∗) ganz allgemein

bewiesen haben:
MB

B(f ∗) = MB(β)−1MB
B(f )∗MB(β).

�

Wir hatten inAbschnitt 19.2.5 definiert, dass ein Endomorphismus f selbstadjungiert heißen
solle, wenn f = f ∗ gilt. Der Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen (Theo-
rem 19.107)wird zeigen, dass jeder selbstadjungierte Endomorphismus diagonalisierbar
ist und nur reelle Eigenwerte hat, und dass sogar eine Orthonormalbasis existiert, die aus
Eigenvektoren besteht. Das liefert eine sehr konkrete geometrische Beschreibung dieser
Eigenschaft!

In Termen vonMatrizen könnenwir die Selbstadjungiertheit folgendermaßen beschreiben.
(Undder gerade genannte Spektralsatzwird also auchzeigen, dass jede symmetrischeMatrix
inMn(R) diagonalisierbar ist.)

Satz 19.70. Sei V ein Vektorraummit einem Skalarprodukt β,B eine Orthonormalbasis von V und
f ∈ EndK(V). Dann sind äquivalent:

(i) der Endomorphismus f ist selbstadjungiert,

(ii) es giltMB
B(f ) = MB

B(f )∗, d.h. MB
B(f ) ist symmetrisch (im FallK = R) bzw. hermitesch (im Fall

K = C).

Beweis. Das folgt aus Satz 19.69. �

Als sehr nützlich für dasweitereVorgehenwird sich der Begriff des normalen Endomorphismus
erweisen, denwir nun definieren.

Definition 19.71. (1) SeiV einK-VektorraummitSkalarprodukt (∙, ∙), undsei f ∈ EndK(V).
Der Endomorphismus f heißt normal, wenn f ◦ f ∗ = f ∗ ◦ f gilt.

(2) EineMatrixA ∈ Mn(K) heißt normal, wennAA∗ = A∗A gilt.

a
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Offenbar sind selbstadjungierte Endomorphismennormal. InAbschnitt 19.6.2werdenwir ei-
neweiterewichtige Klasse von normalen Endomorphismen kennenlernen, die sogenannten
Isometrien.

Lemma 19.72. Sei V einK-Vektorraummit Skalarprodukt, und sei f ∈ EndK(V). SeiB eine Ortho-

normalbasis von V. Dann gilt: Der Endomorphismus f ist genau dann normal, wenn dieMatrixMB
B(f )

normal ist.

Beweis. Das folgt aus Satz 19.69. �

Der folgende Satz gibt eineweitere nützliche Charakterisierung der Eigenschaft, normal zu
sein.

Satz 19.73. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (∙, ∙), und sei f ∈ EndK(V). Dann sind
äquivalent:

(i) der Endomorphismus f ist normal,

(ii) für alle v,w ∈ V gilt:
(f (v), f (w)) = (f ∗(v), f ∗(w)).

Beweis. Wenn f normal ist, dann gilt

(f (v), f (w)) = (v, f ∗(f (w))) = (v, f (f ∗(w)) = (f ∗(v), f ∗(w))
für alle v,w ∈ V .

Umgekehrt folgt aus (f (v), f (w)) = (f ∗(v), f ∗(w)), dass
(v, f ∗(f (w))) = (v, f (f ∗(w))),

also
(v, f ∗(f (w)) − f (f ∗(w))) = 0

gilt. Haben wir das für alle v ∈ V , so folgt f ∗(f (w)) = f (f ∗(w)), weil ein Skalarprodukt
nicht-ausgeartet ist. �

Aus dem Satz folgt auch, dass für jeden normalen Endomorphismus f :V → V und jedes
v ∈ V gilt, dass ‖f (v)‖ = ‖f ∗(v)‖ gilt. Mit Lemma 19.86weiter unten folgt umgekehrt, dass
aus dieser Eigenschaft die Aussage (ii) im vorherigen Satz und damit die Normalität von f
folgt.

Korollar 19.74. Sei V einK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙), und sei f ∈ EndK(V) normal.

(1) Es istKer f = Ker f ∗.

(2) EinVektor v ∈ V ist genaudann einEigenvektor von f zumEigenwert λ ∈ K, wennv einEigenvektor
von f ∗ zum Eigenwert λ ist. Insbesondere ist λ ∈ K genau dann ein Eigenwert von f , wenn λ ein
Eigenwert von f ∗ ist.

Beweis. Sei v ∈ Ker(f ). Aus demvorherigen Satz folgt 0 = (f (v), f (v)) = (f ∗(v), f ∗(v)),
also f ∗(v) = 0 und damit v ∈ Ker(f ∗). Die andere Inklusion folgt analog, oder indemman
ausnutzt, dass (f ∗)∗ = f ist.

Teil (2) folgt ausTeil (1),weil für jedesλ ∈ Kmit f auch f −λ idV normal ist und (f −λ idV )
∗ =

f ∗ − λ idV gilt (siehe Satz 19.38). �

Theorem 19.75 (Spektralsatz für normale Endomorphismen). Sei V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙), und sei f ∈ EndK(V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus.
Dann sind äquivalent:

(i) f ist normal.
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(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Insbesondere ist jeder trigonalisierbare normale Endomorphismus diagonalisierbar (über
K = C also jeder normale Endomorphismus); der obige Satz ist aber noch präziser und gibt
im trigonalisierbaren Fall eine auch geometrisch sehr greifbare Charakterisierung normaler
Endomorphismen.

Die Menge der Eigenwerte eines Endomorphismus nennt man auch das Spektrum4 des
Endomorphismus, und dementsprechend ist ein »Spektralsatz« (in der linearen Algebra)
ein Ergebnis über die Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen (unter geeignetenVor-
aussetzungen) bzw. über die Struktur derMenge der Eigenwerte und der Eigenräume. In
der Funktionalanalysis verallgemeinert manTeile dieser Theorie auf die Situation von En-
domorphismen von unendlichdimensionalen Vektorräumen (mit Skalarprodukten oder
ähnlichen Strukturen) und formuliert (und beweist) dann analoge Aussagen, die auch als
Spektralsätze bezeichnetwerden.

Beweis. Es ist klar, dass (i) aus (ii) folgt, denn die Normalität könnenwir an der dar-
stellendenMatrix von f bezüglich irgendeiner Orthonormalbasis von V überprüfen (Lem-
ma 19.72).

Sei nun f normal (undV 6= 0–sonst ist nichts zuzeigen).Weil das charakteristischePolynom
von f vollständig in Linearfaktoren zerfällt, hat f einen Eigenwert λ ∈ K. Sei v ∈ V ein
Eigenvektor zum Eigenwert λ.Wir können v so skalieren, dass ‖v‖ = 1.

Sei U = 〈v〉⊥ das orthogonale Komplement des von v erzeugten Unterraums. Es gilt dann
f (U) ⊆ U . In der Tat, für u ∈ U haben wir (f (u), v) = (u, f ∗(v)) = (u, λv) = 0, wobei wir
Korollar 19.74 benutzt haben.

Also induziert f einen Endomorphismus von U . Es gilt auch f ∗(U) ⊆ U , denn für u ∈ U ist
(v, f ∗(u)) = (f (v), u) = (λv, u) = 0, also f ∗(u) ⊥ v, und das heißt genau f ∗(u) ∈ U . Weil
natürlich (f (u), u′) = (u, f ∗(u′)) für alle u, u′ ∈ U gilt, habenwir (f|U )

∗ = (f ∗)|U , und es folgt,
dass f|U ein normaler Endomorphismus von U ist.

Die Einschränkung f|U ist außerdemwieder trigonalisierbar, denn ihr charakteristisches

Polynom ist nach Lemma 16.5 ein Teiler von charpol
f
und zerfällt deshalb vollständig in

Linearfaktoren.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren
von f besteht. Zusammenmit demVektor v erhaltenwir eine Orthonormalbasis von V aus
Eigenvektoren von f , und der Satz ist damit bewiesen. �

Wir sehen insbesondere, dass Eigenvektoren eines trigonalisierbaren normalen Endomor-
phismus zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind. Das gilt auch unab-
hängig von der Trigonalisierbarkeit, undwir halten diese Tatsache gesondert fest:

Lemma 19.76. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙)und sei f :V → V
ein normaler Endomorphismus. Seien v,w ∈ V Eigenvektoren von f zu Eigenwerten λ 6= μ. Dann gilt
v ⊥ w.

Beweis. Es gilt

(λ − μ)(v,w) = (λv,w) − (v, μw) = (f ∗(v),w) − (v, f (w)) = 0,

also v ⊥ w. �

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Spektrum_(Operatortheorie)

https://de.wikipedia.org/wiki/Spektrum_(Operatortheorie)
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Ergänzung 19.77 (Charakterisierungen normaler Endomorphismen). Wir geben noch
einige weitere Charakterisierungen der Eigenschaft eines Endomorphismus, normal zu
sein.

Sei zunächst V ein unitärer Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙), und sei f ∈ EndC(V) ein
Endomorphismus.

Lemma 19.78. Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen fh, fa von V, so dass gilt

(a) f = fh + fa,

(b) f ∗h = fh, d.h. fh ist selbstadjungiert (man sagt auch: hermitesch),

(c) f ∗a = −fa, d.h. fa ist »anti-selbstadjungiert« (oder: anti-hermitesch).

Beweis. Wir setzen

fh = 1

2
(f + f ∗), fa = 1

2
(f − f ∗).

�

Satz 19.79. Sei f ein Endomorphismus des unitären Vektorraums V.Wir verwenden die Notation aus
dem vorherigen Lemma. Es sind äquivalent:

(i) f ist normal,

(ii) fh ◦ fa = fa ◦ fh.

Beweis. Es ist f ∗ = (fh + fa)
∗ = fh − fa. Daraus folgt die Behauptung durch eine leichte

Rechnung. �

Eineweitere schöne Charakterisierung im unitären Fall ist die Äquivalenz zwischen (i) und
(ii) im folgenden Satz: Ein Endomorphismus f eines unitärenVektorraums ist genau dann

normal, wenn für jeden f -invarianten Unterraum U auch U⊥ invariant unter f ist.

Satz 19.80. Sei f ein Endomorphismus eines unitären Vektorraums. Dann sind äquivalent:

(i) f ist normal,

(ii) für jeden f -invarianten UntervektorraumU ⊆ V ist auch U⊥ ein f -invarianter Unterraum,

(iii) jeder f -invariante UntervektorraumU ⊆ V ist f ∗-invariant,

(iv) es existiert ein Polynom p ∈ C[X]mit f ∗ = p(f ),

(v) für jedes g ∈ EndC(V)mit f ◦ g = g ◦ f gilt auch f ∗ ◦ g = g ◦ f ∗,

Beweisskizze. Die Implikationen (iv)⇒ (v)⇒ (i) und (iv)⇒ (iii) sindeinfach. Für jeden

Endomorphismus f von V und jeden Unterraum U ⊆ V sind die Bedingungen f (U⊥) ⊆ U⊥

und f ∗(U) ⊆ U äquivalent; das lässt sich leicht nachrechnen. Daraus folgt die Äquivalenz
von (ii) und (iii).

Unser obiger Beweis des Spektralsatzes für normale Endomorphismen zeigt, bei genauem
Hinschauen, gerade, dass für jeden (trigonalisierbare) Endomorphismusmit der Eigenschaft
(ii) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert. Das beweist (i)⇒ (ii).

Schließlich folgt (i)⇒ (iv) aus dem Spektralsatz: SeiB eine Orthonormalbasis aus Eigen-

vektoren von f , etwaMB
B(f ) = diag(λ1, …, λn). Dann giltMB

B(f ∗) = diag(λ1, …, λn). Sei p ein
Polynommit p(λi) = λi für alle i. Dass ein solches Polynom existiert, ist ein Standardergeb-

nis über Polynome, der sogenannte Interpolationssatz. Es gilt dann p(MB
B(f )) = p(MB

B(f ∗))
und deshalb auch p(f ) = p(f ∗). �
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Im folgendenwollenwir ähnliche Charakterisierungen normaler Endomorphismen im Fall
euklidischerVektorräume besprechen.

Analog zur Zerlegung in einen selbstadjungierten und einen anti-selbstadjungierten Teil im
unitären Fall habenwir im Fall eines euklidischenVektorraums die folgende Zerlegung:

Lemma 19.81. Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen fs , fa von V, so dass gilt

(a) f = fs + fa,

(b) f ∗s = fs , d.h. fs ist selbstadjungiert,

(c) f ∗a = −fa, d.h. fa ist »anti-selbstadjungiert«.

Beweis. Wir setzen

fs = 1

2
(f + f ∗), fa = 1

2
(f − f ∗).

�

Satz 19.82. Sei f ein Endomorphismus des unitären Vektorraums V.Wir verwenden die Notation aus
dem vorherigen Lemma. Es sind äquivalent:

(i) f ist normal,

(ii) fs ◦ fa = fa ◦ fs .

Beweis. Es ist f ∗ = (fs + fa)
∗ = fs − fa. Daraus folgt die Behauptung durch eine leichte

Rechnung. �

Den nächsten Satz formulierenwir zuerst fürMatrizen,weil dafür die Äquivalenz zwischen
(i) und (ii) leichter formulierbar ist.

Satz 19.83. Sei A ∈ Mn(R). Dann sind äquivalent:

(i) A ist normal,

(ii) A ist normal als Element vonMn(C),
(iii) es existiert ein Polynom p ∈ R[X]mit A∗ = p(A),

(iv) für jedes B ∈ Mn(R)mit AB = BA gilt auch A∗B = BA∗.

(Dawir hier überR arbeiten, könnteman natürlich überallA∗ durchAt ersetzen.)

Beweisskizze. Die Äquivalenz von (i) und (ii) ist klar, weil die BedingungAA∗ = A∗A
in beiden Fällen dieselbe ist. Aus (ii) folgt mit Satz 19.80 auch (iv), und außerdem, dass ein
Polynom p ∈ C[X]mit A∗ = p(A) existiert. Sei p das Polynom, das aus p entsteht, indem

alle Koeffizienten durch ihr komplex Konjugiertes ersetztwerden. Dann gilt p(A) = p(A) =
A∗ = A∗ (wobei wir für eine Matrix Bmit B die Matrix bezeichnen, die aus B hervorgeht,
wenn auf alle Einträge die komplexe Konjugation angewendetwird). Es ist dann p+p ∈ R[X]
undA∗ = 1

2(p + p)(A) und es folgt (iii).

Die Implikationen (iii)⇒ (iv)⇒ (i) sind einfach. �

Mit der »Komplexifizierung« eines euklidischenVektorraums (siehe Abschnitt 18.5.3, Ergän-
zung 19.68) lässt sich Punkt (ii) übertragen in die Vektorraumsprache.

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt β, und sei f ∈ EndC(V) ein Endo-
morphismus. Sei VC = V ⊗R C, sei fC:VC → VC, f (v ⊗ a) = f (v) ⊗ a der von f induzierte
EndomorphismusvonVC. Sei βCwie in Ergänzung 19.68 das von β induzierte Skalarprodukt
auf VC.
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Satz 19.84. Mit diesen Notationen sind äquivalent:

(i) f ist normal,

(ii) fC ist ein normaler Endomorphismus des unitären Vektorraums VC,

(iii) es existiert ein Polynom p ∈ R[X]mit f ∗ = p(f ),

(iv) für jedes g ∈ EndR(V)mit f ◦ g = g ◦ f gilt auch f ∗ ◦ g = g ◦ f ∗,

Beweis. Sobald die im Satz erwähnten Objekte erstmal konstruiert sind, folgt die
Äquivalenz unmittelbar aus demvorherigen Satz, indemman eine BasisB vonV wählt und

A = MB
B(f ) setzt.

Die Äquivalenz von (i), (iii) und (iv) kannman auch ohne die Konstruktion der Komplexifi-
zierung aus derMatrixversion des Satzes folgern. �

Wenn f normal ist, dann gelten auch im euklidischen Fall die folgenden beiden Aussagen
(vergleiche Satz 19.80)

• für jeden f -invarianten Untervektorraum U ⊆ V ist auch U⊥ ein f -invarianter
Unterraum,

• jeder f -invariante Untervektorraum U ⊆ V ist f ∗-invariant,

aber anders als im unitären Fall implizieren diese Eigenschaften nicht die Normalität.

� Ergänzung 19.77

Ergänzung 19.85 (Alternative Beweisstrategie für den Spektralsatz). Sei V ein endlichdi-
mensionalerK-Vektorraummit einem Skalarprodukt (∙, ∙).

Ein etwas andererWeg, den Spektralsatz zu beweisen, besteht aus den folgenden Schrit-
ten:

(1) Ist f ∈ EndK(V) selbstadjungiert und nilpotent, so ist f = 0. (Für jeden selbstadjun-
gierten Endomorphismus g gilt Ker(g) ⊥ Im(g), also (v,w) = 0 für alle v ∈ Ker(g),
w ∈ Im(g), wie man unmittelbar nachrechnet, und insbesondere Ker(g) ∩ Im(g) = 0.
Der einzige nilpotente Endomorphismusmit dieser Eigenschaft ist die Nullabbildung.)

(2) Ist f ∈ EndK(V) normal und nilpotent, so ist f = 0 (wende Teil (1) auf f ◦ f ∗ an; diese
Abbildung ist jedenfalls selbstadjungiert, und ist für normales nilpotentes f ebenfalls
nilpotent).

(3) Aus Teil (2) folgt: Ist f ∈ EndK(V) normal und λ ∈ K ein Eigenwert von f , so stimmen
der Eigenraum und der verallgemeinerte Eigenraumvon f zum Eigenwert λ überein,
denn die Einschränkung von f − λ id auf den verallgemeinerten Eigenraum ist normal
(beachte, dass dieser verallgemeinerte Eigenraum f ∗-invariant ist) und nilpotent, also
nach (2) die Nullabbildung. Es folgt, dass der verallgemeinerte Eigenraum der Kern von
f − λ id, also der Eigenraumvon f zum Eigenwert λ ist.

Ist f trigonalisierbar, so ist V die Summe der verallgemeinerten Eigenräume von f . Ist f
zusätzlich normal, so folgt also, dass f diagonalisierbar ist.

(4) Sind v,w ∈ V Eigenvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten λ 6= μ, so gilt nach
Lemma 19.76 v ⊥ w. Die Zerlegung von V als direkte Summe der Eigenräume von
f ist also eine Zerlegung in »zueinander orthogonale Unterräume«. Setzen wir eine
Basis von V aus Orthonormalbasen der Eigenräume zusammen, so erhaltenwir eine
OrthonormalbasisvonV , die ausEigenvektorenvon f besteht.Damit ist der Spektralsatz
vollständig bewiesen.

� Ergänzung 19.85
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19.6.2. Isometrien. Das folgende Lemma zeigt, dass ein Skalarprodukt auf einem eu-
klidischenoderunitärenVektorraumdurchdie zugehörigeNormbereits eindeutig festgelegt
ist. Vergleiche auch Ergänzung 19.58.

Lemma 19.86 (Polarisationsformel). (1) Sei V ein euklidischer Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙)
und zugehöriger Norm ‖∙‖. Dann gilt

(v,w) = 1

2
(‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2) = 1

4
(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2) .

(2) Sei V ein unitärer Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙) und zugehöriger Norm ‖∙‖. Dann gilt

(v,w) = 1

4
(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2) − i

4
(‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2) .

Beweis. Man rechnet diese Formel anhand der Definition ‖v‖ =
√
(v, v) unmittelbar

nach. (In Abschnitt 19.1 habenwir die mittlere Formel von Teil (1) benutzt, um das Standard-
skalarprodukt auf Rn zu definieren bzw. die übliche Formel zumotivieren.) �

Satz 19.87. Seien V undW Vektorräume überK. Sei (∙, ∙) ein Skalarprodukt auf V und 〈∙, ∙〉 ein Skalar-
produkt aufW. Für einenHomomorphismus f :V → W sind äquivalent:

(i) Für alle v, v′ ∈ V gilt (v, v′) = 〈f (v), f (v′)〉.
(ii) Für alle v ∈ V gilt ‖v‖ = ‖f (v)‖. (Wir bezeichnen sowohl die Norm auf V, die dem Skalarprodukt

(∙, ∙) zugeordnet ist, als auch die Norm zu 〈∙, ∙〉 aufW mit ‖∙‖.)
(iii) Für jede OrthonormalbasisB = (b1, …, bn) von V ist (f (b1), …, f (bn)) eine Orthonormalbasis

von Im f (mit der Einschränkung von 〈∙, ∙〉 als Skalarprodukt).
(iv) Es existiert eine OrthonormalbasisB = (b1, …, bn) von V, so dass (f (b1), …, f (bn)) eine Ortho-

normalbasis von Im f (mit der Einschränkung von 〈∙, ∙〉 als Skalarprodukt) ist.

Hat f diese Eigenschaften, so ist f injektiv. Ist f ein Isomorphismusmit diesem Eigenschaften, so nennt
man f eine Isometrie.

Ist speziell V = W und (∙, ∙) = 〈∙, ∙〉, so sind die obigen Aussagen äquivalent dazu, dass f ein Isomorphis-
musmit der Eigenschaft f −1 = f ∗ ist.

Beweis. Die Implikationen (i)⇒ (ii), (i)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (i) sindeinfachzuzeigen.Um(iii)
zu zeigen, beachte man, dass ein OrthogonalsystemvonVektoren immer linear unabhängig
ist (Lemma 19.61).

Dass (i) aus (ii) folgt, erhaltenwir aus Lemma 19.86. Damit ist die Äquivalenz aller Aussagen
klar. Hat f diese Eigenschaften und ist v ∈ Ker(f ), so gilt ‖v‖ = ‖f (v)‖ = 0, also v = 0.
Mithin ist f injektiv.

Um den Zusatz zu beweisen, betrachtenwir nun den Fall V = W , (∙, ∙) = 〈∙, ∙〉.Wenn f die
Bedingungen des Lemmas erfüllt, ist f ein Isomorphismus, undwir können in (i) deshalb
v′ = f −1(w) einsetzen. Dann liest sich die Bedingung als

(v, f −1(w)) = (f (v),w).
Das bedeutet genau, dass f ∗ = f −1 gilt.

Ist andererseits f ein Isomorphismusmit f ∗ = f −1 so könnenwir das Argument herumdre-
hen und Eigenschaft (i) folgern. �

Bemerkung 19.88. Mit dem Begriff der Isometrie könnenwir das Ergebnis, dass jeder
endlichdimensionaleK-VektorraumV mit Skalarprodukt eine Orthonormalbasis besitzt,
umformulieren als den folgenden Satz: Ist V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum (von
Dimension n) mit einem Skalarprodukt, dann existiert eine Isometrie zwischen V undKn

mit dem Standardskalarprodukt.
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Dementsprechend gibt es zwischen zweiK-Vektorräumen V undW mit Skalarprodukten
genau dann eine Isometrie, wenn dimV = dimW gilt.

Genausowie jeder endlichdimensionaleVektorraum isomorph ist zu einemStandardvektor-
raum, ist also jeder endlichdimensionaleK-Vektorraum isometrisch zu einem Standardvek-
torraummit dem Standardskalarprodukt. Es gibt also bis auf Isometrie in jeder Dimension
genau einenVektorraummit Skalarprodukt. ♦

Üblicherweise nenntman EndomorphismenV → V , die Isometrien sind, im Fall des Grund-
körpersR orthogonale, im Fall des GrundkörpersC unitäreAbbildungen.

Definition 19.89. (1) Sei V ein euklidischerVektorraum. Eine Isometrie von V heißt or-
thogonale Abbildung.

(2) Sei V ein unitärer Vektorraum. Eine Isometrie von V heißt unitäre Abbildung.

a

DieVerkettungvon Isometrien ist eine Isometrie, und die Umkehrabbildung einer Isometrie
ist eine Isometrie; beides prüftmanunmittelbar nach. Offenbar ist auch die identischeAbbil-
dung eine Isometrie für jedes Skalarprodukt. Also bilden die Isometrien eines Vektorraums
mit Skalarprodukt eine Gruppe. Auch für diese Gruppe differenziert man zwischen dem
reellen und dem komplexen Fall.

Definition 19.90. (1) Sei V ein euklidischerVektorraummit Skalarprodukt β. Die ortho-
gonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe der Gruppe AutR(V), diewirmitO(V)
bezeichnen (odermitO(V , β), um die Abhängigkeit von β explizit zumachen), und die
orthogonale Gruppe des euklidischenVektorraums V nennen.

(2) Sei V ein unitärerVektorraummit Skalarprodukt β. Die unitären Abbildungen bilden
eine Untergruppe der Gruppe AutC(V), diewir mit U(V) bezeichnen (odermit U(V , β),
um die Abhängigkeit von β explizit zu machen), und die unitäre Gruppe des unitären
Vektorraums V nennen.

a

Wie üblich könnenwir die Eigenschaften orthogonal und unitär auf Matrizen übertragen.

Definition 19.91. (1) EineMatrixA ∈ GLn(R) heißt orthogonal, fallsA−1 = At .

(2) EineMatrixA ∈ GLn(C) heißt unitär, fallsA−1 = A∗.

a

Es gilt dann also:

Lemma19.92. SeiV ein euklidischer/unitärerVektorraumundB eineOrthonormalbasis. Sei f :V → V
ein Automorphismus. Dann sind äquivalent:

(i) f ist orthogonal/unitär,

(ii) MB
B(f ) ist orthogonal/unitär.

Beweis. Wir haben in Satz 19.87 gesehen, dass (i) dazu äquivalent ist, dass f −1 = f ∗

gilt.WeilB eine Orthonormalbasis ist, giltMB
B(f ∗) = MB

B(f )∗. Damit folgt die Äquivalenz
zu (ii). �
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Mit dem Lemma oder durch eine direkte Rechnung sieht man, dass Produkte von orthogo-
nalen/unitären Matrizenwieder orthogonal/unitär sind, dass das Inverse einer orthogo-
nalen/unitärenMatrixwieder orthogonalen/unitär ist, und dass die Einheitsmatrix diese
Eigenschaft hat. Deshalb bilden die orthogonalen/unitärenMatrizen eine Gruppe.

Definition 19.93. (1) Die TeilmengeO(n) ⊂ GLn(R) der orthogonalenMatrizen ist eine
Untergruppe und heißt die orthogonale Gruppe.

(2) Die Teilmenge U(n) ⊂ GLn(C) der unitärenMatrizen ist eine Untergruppe und heißt die
unitäre Gruppe.

a

Mittels der üblichen Entsprechung von Endomorphismen vonKn undMatrizen (den dar-
stellendenMatrizen bezüglich der Standardbasis) entspricht dann die orthogonale/unitäre
Gruppe des StandardvektorraumsKnmit dem Standardskalarprodukt gerade der Gruppe
O(n) bzw. U(n).

Offenbar sind orthogonale und unitäre Abbildungen undMatrizen normal.

Beispiel 19.94. (1) Wir betrachen als Beispiel denR-VektorraumR2mit dem Standard-
skalarprodukt. Sei A ∈ O(2).Wenn det(A) = 1 ist, nennenwir A eineDrehmatrix und
den zugehörigen Automorphismus von A eine Drehung. Vergleiche Ergänzung I.7.60,
Ergänzung I.9.24, Satz I.11.27.

Wir schreibenA =
(
a c
b d

)
mit a, b, c, d ∈ R. Es gilt dannAt = A−1, das bedeutet(

a b
c d

)
=
(
d −c

−b a

)
,

also d = a, c = −b, undwir erhalten

A =
(
a −b
b a

)
.

Die Bedingung det(A) = 1 bedeutet a2 + b2 = 1. (Geometrisch bedeutet das ‖Ae1‖ = 1,
also einfach, dass das Bild von e1 unterA auf dem Einheitskreis liegt. DaA orthogonal,
also abstandserhaltend ist, ist klar, dass das geltenmuss.)

Sei ϑ ∈ [0, 2π) die eindeutig bestimmte Zahl mit cos(ϑ) = a, sin(ϑ) = b. Es gilt dann

A = ρϑ :=
(
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

)
undwir nennenA die Drehung um denWinkel ϑ (gegen den Uhrzeigersinn).

Ist 0 ≤ ϑ ≤ π, so ist ϑ gleich demWinkel zwischen e1 undAe1. Ist π < ϑ < 2π, so ist der
Winkel zwischen e1 undAe1 gleich 2π − ϑ. (Man beachte, dass derWinkel zwischen zwei
Vektoren v,w immer zwischen 0 und π liegt – dieserWinkel ist »der kleinere« der beiden
Winkel, die von v undw eingeschlossenwerden, unabhängig von der Reihenfolge von v
undw.)

Für ϑ, η ∈ [0, 2π) sind dieMatrizen ρϑ und ρη genau dann konjugiert, wenn ϑ = η oder

ϑ = 2π − η gilt. DieMatrix ρϑ ist genau dann diagonalisierbar (überR), wenn sie eine
Diagonalmatrix ist, und das ist genau für ϑ = 0 und ϑ = π der Fall: Es ist ρ0 = E2,
ρπ = −E2.
Sei nun det(A) = −1. In diesem Fall folgt ähnlichwie oben, dass

A =
(
a b
b −a

)
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mit a, b ∈ R, a2+b2 = 1 gilt.Das charakteristischePolynomvonA ist dannX2−1,wieman
unmittelbar nachrechnet. DieMatrixAhat also die Eigenwerte 1 und−1. Die Eigenräume
zu den beiden Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Das folgt aus dem Spektralsatz
für normale Endomorphismen; in diesem Fall genügt aber auch eine einfache direkte
Rechnung.Wir nennenA die Spiegelung an der Gerade V1 (dem EigenraumvonA zum
Eigenwert 1).

(2) Als einweiteres Beispiel betrachtenwirA ∈ O(3)mit det(A) = 1, also eine »Drehung«
des euklidischenVektorraumsR3mit dem Standardskalarprodukt.

Wirwollen zuerst zeigen, dassA einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 besitzt. Es gilt

det(A − E3) = det(A − AAt) = det(A)det(E3 − At) = det(E3 − A) = −det(A − E3),
also det(A − E3) = 0,wie gewünscht. Sei v ∈ R3 ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, das

heißtAv = v. Der Untervektorraum U = 〈v〉⊥ ist dannA-invariant.
Sei f :U → U der vonA induzierte Endomorphismus von U . Die Determinante vonA auf
V = 〈v〉⊕U ist das Produkt des Eigenwerts 1 von v undvondet(f ). Es folgt det(f ) = 1 und
genauer, dass f ∈ O(U) ein Element der orthogonalen Gruppe von U ist, wennwir U mit
dem Skalarprodukt versehen, das durch Einschränkung des Standardskalarprodukts
auf U gegeben ist.Wennwir eine Orthonormalbasis b2, b3 von U wählen und ohne Ein-
schränkung ‖v‖ = 1 annehmen, erhaltenwirmit b1 := v, b2, b3 eine Orthonormalbasis
von R3, bezüglich derer A die darstellende Matrix diag(1, ρϑ) für ein ϑ ∈ [0, 2π) hat.
Wenn man gegebenenfalls b2 und b3 vertauscht, kann man erreichen, dass ϑ ∈ [0, π]
liegt. Siehe auch Satz 19.99weiter unten.

♦

Satz 19.95. Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraum und B eine Orthonormalbasis. Sei C eine
weitere Basis von V. Dann gilt:C ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Basiswechselmatrix

MB
C orthogonal bzw. unitär ist.

Beweis. Wir schreibenB = (b1, …, bn),C = (c1, …, cn). Sei f :V → V der Endomorphis-

mus, der gegeben ist durch f (bi) = ci , i = 1, …, n. Dann istMC
B = MB

B(f ), denn die j-te Spalte
ist in beiden Fällen der Koordinatenvektor von cj bezüglichB.

DieseMatrix ist genau dann orthogonal bzw. unitär, wenn f eine Isometrie ist, und das ist
dazu äquivalent, dass mitB auch C eine Orthonormalbasis ist. �

Satz 19.96. Sei V ein unitärer Vektorraum und sei f ∈ EndC(V). Dann sind äquivalent:

(i) f ist eine Isometrie,

(ii) es existiert eineOrthonormalbasis vonV, die aus Eigenvektoren von f besteht, und für alle Eigenwerte
λ von f ist |λ| = 1.

Beweis. Sei f eine Isometrie. Nach dem Spektralsatz für normale Endomorphismen
existiert eine Orthonormalbasis von V , die aus Eigenvektoren von f besteht. Weil f eine

Isometrie ist, d.h. f ∗ = f −1 gilt, gilt λ = λ−1, also λλ = 1 für alle Eigenwerte λ von f . Mit
anderenWorten: Alle Eigenwerte von f haben Absolutbetrag 1.

Die Umkehrung ist klar. �

Für euklidischeVektorräume ist die Situation etwas komplizierter, weil nicht jede orthogo-
nale Abbildung diagonalisierbar ist. Jedenfalls müssen auch in diesem Fall alle Eigenwerte
Absolutbetrag 1 haben.

Lemma 19.97. Seien V ein euklidischer Vektorraum und f ein orthogonaler Endomorphismus von V.
Ist λ ∈ R ein Eigenwert von f , so gilt λ = 1 oder λ = −1.
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Beweis. Sei‖∙‖dievondemSkalarproduktauf V induzierteNorm.Sei veinEigenvektor
von f zum Eigenwert λ. Es gilt dann

‖v‖ = ‖f (v)‖ = ‖λv‖ = |λ|‖v‖,

das bedeutet |λ| = 1. �

Wirwollen nun auch für Isometrien von euklidischenVektorräumen eine »Normalform«
angeben.

Theorem 19.98 (Normalform für Isometrien eines euklidischen Vektorraums). Sei V ein
euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (∙, ∙). Sei f :V → V eine Isometrie. Dann existiert eine

OrthonormalbasisB von V, so dassMB
B(f ) eine Blockdiagonalmatrix

MB
B(f ) = diag(A1, …,Am)

mit Blöcken der folgenden Form ist:

• (Größe 1) (1) ∈ M1(R),
• (Größe 1) (−1) ∈ M1(R),

• (Größe 2) A ∈ M2(R) eine Drehmatrix ρϑ =
(
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

)
zu einemWinkel

ϑ ∈ (0, π).

DieAnzahl derEinträge, die gleich 1 sind, sowie dieAnzahl derEinträge, die gleich−1 sind, sindunabhängig
von derWahl der Basis. Die Anzahl der Blöcke der Größe 2 sowie die Drehwinkel, die in diesen Blöcken
auftreten, sind (bis auf die Reihenfolge) unabhängig von derWahl der Basis.

Beweis (Eindeutigkeit). Die Eindeutigkeit ist nicht schwer zu zeigen, denn das cha-
rakteristische Polynom einer Blockdiagonalmatrix der angegebenen Formmit r Blöcken
der ersten Form, s Blöcken der zweiten Form und Blöcken der Größe 2 zu den Drehwinkeln
ϑ1, …,ϑt ist

(X − 1)r(X + 1)s(X2 − 2 cos(ϑ1)X + 1) ∙ · · · ∙ (X2 − 2 cos(ϑt)X + 1).

Wegen 0 < ϑi < π sind die Polynome der Form X2 − 2 cos(ϑ1)X + 1 irreduzibel inR[X]. Es
folgt, dass wir die Anzahlen und Gestalt der Blöcke am charakteristischen Polynom von
f vollständig ablesen können, und damit habenwir die Eindeutigkeitsaussage des Satzes
bewiesen. �

Die Existenz der angegebenen Darstellung ist schwieriger zu beweisen.Wir gebenweiter
unten in diesem Abschnitt einen möglichen Beweis (Ergänzung 19.100), in dem die Aus-
sage direkt auf den Spektralsatz für normale Endomorphismen zurückgeführtwird, und
in Abschnitt 19.7 einenweiteren Beweis, der vielleicht weniger geradlinig ist (es wird ge-
wissermaßen ein Trick benutzt), der aber dafür deutlich kürzer ist, wennman einmal den
Spektralsatz für selbstadjungierte Abbildungen bewiesen hat (was wir ohnehin machen
werden, aber eben erst in Abschnitt 19.7).

In derMatrixversion lautet der Satzwie folgt.

Satz 19.99 (Normalform für orthogonaleMatrizen). Sei A ∈ O(n). Dann existiert eineMatrix
S ∈ O(n), so dass SAS−1 eine Blockdiagonalmatrix

SAS−1 = diag(A1, …,Am)

mit Blöcken der folgenden Form ist:

• (Größe 1) (1) ∈ M1(R),
• (Größe 1) (−1) ∈ M1(R),
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• (Größe 2) A ∈ M2(R) eine Drehmatrix ρϑ =
(
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

)
zu einemWinkel

ϑ ∈ (0, π).

DieAnzahl derEinträge, die gleich 1 sind, sowie dieAnzahl derEinträge, die gleich−1 sind, sindunabhängig
von derWahl derMatrix S. Die Anzahl der Blöcke der Größe 2 sowie die Drehwinkel, die in diesen Blöcken
auftreten, sind (bis auf die Reihenfolge) unabhängig von derWahl von S.

Es ist äquivalent, diese Form oder die vorherige zu beweisen, da wir jeder orthogonalen
Abbildung durchWahl einer Orthonormalbasis eine orthogonaleMatrix zuordnen können.
WirwerdennuneinenBeweis erklären, der ausnutzt, dass eine orthogonaleMatrixA ∈ O(n),
als Matrix inMn(C) aufgefasst, in U(n) liegt, also unitär ist, undwir demzufolge Satz 19.96
anwenden können.

Ergänzung 19.100 (Beweis der Normalform für orthogonaleMatrizen).

Beispiel 19.101. Wir betrachten noch einmal das Beispiel einer Drehmatrix

A =
(
a −b
b a

)
=
(
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

)
mit a = cos(ϑ), b = sin(ϑ) ∈ R, a2 + b2 = 1, ϑ ∈ [0, 2π). Siehe Beispiel 19.94 (1).

Das charakteristische PolynomvonA ist

charpol
A

= X2 − 2aX + 1 = X2 − 2 cos(ϑ)X + 1,

seine Nullstellen inC sind λ := a − ib und λ = a + ib. Die zugehörigen Eigenräume sind

Vλ =
〈(

1
i

)〉
, Vλ =

〈(
1

−i

)〉
,

wie man unmittelbar nachrechnet. Bezeichnen wir mit E die Standardbasis von C2 und
setzenB = (b1, b2)mit

b1 = 1√
2

(
1
i

)
, b2 = 1√

2

(
1

−i

)
,

also

S := MB
E = 1√

2

(
1 1
i −i

)
,

so istB eine Orthonormalbasis vonC2 und

B := ME
B AMB

E = S−1AS = diag(λ, λ).
Wirerhaltendurchdiese expliziteRechnungdasErgebnisvonSatz 19.96 indiesemspeziellen
Beispiel, und gleichzeitig eine Idee, wie man »in die umgekehrte Richtung gehen« kann,
siehe den Beweis von Satz 19.99. ♦

Das folgende Lemma ist einwichtiger Baustein im Beweis von Satz 19.99 unten,weil es uns
erlaubt, den zugrundeliegendenVektorraum der betrachteten orthogonalen Abbildung in
geeignete Unterräume zu zerlegen.

Lemma 19.102. Sei p ∈ R[X] normiert und irreduzibel. Dann gilt deg(p) = 1, d.h. p = X − α für ein

α ∈ R, oder deg(p) = 2, und in diesem Fall gilt p = (X − λ)(X − λ) für ein λ ∈ C \ R.

Beweis. Wir betrachten ein irreduzibles Polynom p ∈ R[X]mit deg(p) > 1. Dann hat
p inR keine Nullstelle. Aber über dem algebraisch abgeschlossenen KörperC zerfällt p in
Linearfaktoren. Ist λ ∈ C eine Nullstelle von p, so ist auch λ eine Nullstelle, denn

p(λ) = p(λ) = 0,
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wobeiwir für die erste Gleichheit benutzen, dass alle Koeffizienten von p reell sind.Wegen

λ 6∈ R gilt λ 6= λ, undwir sehen, dass

q := (X − λ)(X − λ) = X2 − (λ + λ)X + λλ = X2 − 2Re(λ)X + |λ|2 = X2 − 2Re(λ)X + 1

ein Teiler von p in C[X] ist. Es ist q ∈ R[X], wie wir an der Darstellung auf der rechten
Seite sehen, und die Teilbarkeitsbeziehung (die wir ja so ausdrücken können, dass p bei
Polynomdivision durch qRest 0 lässt) gilt auch inR[X].Weil p irreduzibel und normiert ist,
folgt, dass p = q ist. �

Wir benötigen auch noch das folgende Lemma, das als eine Variante des Spektralsatzes
betrachtetwerden kann.

Lemma 19.103. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit Skalarprodukt, sei f :V → V ein
normaler Endomorphismus und sei λ ∈ K eine Nullstelle der charakteristischen Polynoms von f . Dann
stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit von λ überein, d. h. der EigenraumVλ hatDimension
multλ(charpolf ).

Beweis. Man kann vorgehenwie in unserem Beweis des Spektralsatzes für normale
Endomorphismen (Theorem 19.75). �

Beweis von Satz 19.99. Nach Lemma 19.102 könnenwir das charakteristische Poly-
nomvonA inC[X] zerlegen als

(X − 1)r(X + 1)s(X − λ1)(X − λ1) ∙ · · · ∙ (X − λt)(X − λt)

für r, s, t ≥ 0, λi ∈ C \ R, so dass alle λi negativen Imaginärteil haben. Diese Zerlegung ist
bis auf die Reihenfolge von λ1, …, λt eindeutig bestimmt.
Sei f :Rn → Rn die orthogonale Abbildung v 7→ Av. Die Behauptung ist dazu äquivalent,

dass eine OrthonormalbasisB existiert, so dassMB
B(f ) eine Blockdiagonalmatrix der ange-

gebenen Form ist.Wir können dann S als die BasiswechselmatrixME
B definieren,wobei E

die Standardbasis bezeichne.

Wir betrachten nunwieder die Zerlegung des charakteristischen Polynoms vonA in Line-
arfaktoren in C[X]. Seien V1 und V−1 die Eigenräume zu den Eigenwerten 1 und −1. Aus
Lemma 19.103 folgt dim(V1) = r und dim(V−1) = s. Seien v1, …, vr bzw.w1, …,ws eine Ortho-
normalbasis von V1 bzw. V−1.

Sei fC:Cn → Cn die unitäre Abbildung v 7→ Av. Die Vektoren v1, …, vr, die per Definition
eine R-Basis des R-Vektorraums V1 = V1(f ) bilden, bilden dann auch eine C-Basis des
C-Vektorraums V1(fC), denn es gilt dimC V1(fC) = r und v1, …, vr sind auch über C linear
unabhängig. Entsprechendes gilt für V−1(fC).

Wir bezeichnen für v ∈ Cn mit v den Vektor, der aus v hervorgeht, indem alle Einträge
durch ihr komplex Konjugiertes ersetztwerden. Dann ist v = v äquivalent zu v ∈ Rn. Es gilt
‖v‖ = ‖v‖, und v ⊥ w ist äquivalent zu v ⊥ w (wobeiwirCnmit dem Standardskalarprodukt
versehen).

Ist v ∈ Cn ein Eigenvektor von fC zum Eigenwert λ, so folgt

fC(v) = Av = Av = λv = λ v,
weilA nur reelle Einträge hat. Also ist v ein Eigenvektor von fC zum Eigenwert λ.

Angesichts der obigen Zerlegung des charakteristischen Polynoms und des Spektralsatzes,
angewandt auf die trigonalisierbare normale Abbildung fC, könnenwir nun die C-Basis
v1, …, vr,w1, …,ws von V1(fC)⊕ V−1(fC) durchVektoren z1, z1, …, zt, zt ∈ Cn zu einer Ortho-
normalbasis von Cn ergänzen, wobei für alle j der Vektor zj ein Eigenvektor von fC zum

Eigenwert λj sei (und folglich zj ein Eigenvektor zum Eigenwert λj ist).
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Wir fixieren nun j ∈ {1, …, t} und schreiben z := zj , λ := λj . Seien x, y ∈ Rnmit z = x′ + iy′,

wir zerlegen also z (eintragsweise) in Real- und Imaginärteil, und

x =
√
2 x′, y =

√
2 y′.

Offenbar gilt dann 〈z, z〉C = 〈x, y〉C (wobei der Index 〈−〉C anzeigen soll, dass hier der von
den angegebenenVektoren erzeugteC-UntervektorraumvonCn, also dieMenge aller Line-
arkombinationenmit Koeffizienten inC gemeint ist) und als Basiswechselmatrizen haben
wir

M
(z,z)
(x,y) = 1√

2

(
1 1
i −i

)
, M

(x,y)
(z,z) = 1√

2

(
1 −i
1 i

)
(= (M

(z,z)
(x,y))

−1 = (M
(z,z)
(x,y))

∗)

(vergleiche Beispiel 19.101).

Weil die Basiswechselmatrizen unitär sind, folgt ‖x‖ = ‖y‖ = 1 und x ⊥ y (diese Eigenschaf-
ten kann man natürlich auch leicht direkt nachrechnen), und damit, dass es sich bei x, y
ebenfalls um eine Orthonormalbasis des zweidimensionalenVektorraums 〈z, z〉C = 〈x, y〉C
handelt.

Als darstellendeMatrix von fC|〈x,y〉C bezüglich der Basis x, y erhaltenwir damit, wennwir
λ = a − ibmit a, b ∈ R, a2 + b2 = 1, b < 0, schreiben,

1√
2

(
1 1
i −i

)(
λ 0

0 λ

)
1√
2

(
1 −i
1 i

)
=
(
a −b
b a

)
= ρϑ

mit ϑ ∈ (0, π), so dass a = cos(ϑ). Da b > 0 und ϑ ∈ (0, π) sind, gilt dann auch b = sin(ϑ).

Sei U = 〈x, y〉 ∩ Rn der von x und y erzeugte R-Untervektorraum von Rn. Dann ist U
ein f -invarianter Unterraummit R-Basis x, y, und die darstellende Matrix von f|U (als R-
Vektorraum-Homomorphismus) bezüglich dieser Basis ist ebenfalls ρϑ.

Indemwir dieses Argument für alle j durchführen, konstruierenwir eine Orthonormalbasis

x1, y1, …, xt, yt von (V1(f ) ⊕ V−1(f ))
⊥, so dassB = (v1, …, vr,w1, …,ws, x1, y1, …, xt, yt) eine

Orthonormalbasis vonRn ist, für dieMB
B(f ) genau die gewünschte Form hat. �

� Ergänzung 19.100

Ergänzung 19.104. Der Grund, dasswir den Satz zuerst in derMatrizenversion bewiesen
haben, ist, dass es damit einfacher ist, vom reellen Vektorraum Rn zu einem komplexen
Vektorraum überzugehen.

Mit der Technik der Erweiterung der Skalare (Abschnitt 18.5.3) kannman aber auch ohne
diesen »Umweg« arbeiten, vergleiche auch Ergänzung 19.68. Siehe Ergänzung 19.77 für eine
ähnliche Situation,womanmit dieserMethode Aussagen über reelle Vektorräume durch
Zurückführung auf den komplexen Fall beweisen kann. � Ergänzung 19.104

Beispiel 19.105. Wirwollen anhand des Satzes über die Normalform orthogonaler Abbil-
dungen bzw.Matrizen die Elemente der orthogonalenGruppeO(3) analysieren, ähnlichwie
wir es in Beispiel 19.94 (1) auf direktemWege fürO(2) getan haben, vergleiche auch Teil (2)
des vorgenannten Beispiels.

Sei also A ∈ O(3), d.h. A ist eine invertierbare (3 × 3)-Matrix über Rmit A−1 = At . Wir
unterscheidenwieder die beiden Fälle det(A) = 1 und det(A) = −1.
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Fall 1:det(A) = 1. Esmussmindestens einen Block der Größe 1 geben,weilA ungerade Größe
hat.Weil Drehmatrizen ρϑ (für alle ϑ ∈ [0, 2π)) Determinante 1 haben, könnenwirA durch
ein S ∈ O(3) in eineMatrix der Form

S−1AS = diag(1, ρϑ)
konjugieren.Wir lassen hier die Fälle ϑ = 0 (alsoA = E3) und ϑ = π (alsoA konjugiert zu

diag(1, −1, −1)) zu. Dies sind die beiden Fälle, in denenA (mit det(A) = 1) diagonalisierbar
ist, mit anderenWorten dieMatrizen, die eine Normalform haben, die aus »3 Blöcken der
Größe 1« besteht.

Sei v = Se1 die erste Spalte von S; es gilt dann also Av = v. Sei U = 〈v〉⊥. Dann werden
unter der Abbildung fA:R3 → R3, x 7→ Ax, alle Elemente von 〈v〉 auf sich selbst abgebildet.
Der Unterraum U ist fA-invariant undwennwir U als euklidischen Vektorraum (mit der
Einschränkung des Standardskalarprodukts vonR3 auf U) betrachten, ist fA|U eine Drehung
um denWinkel ϑ.

Wir nennen fA eineDrehung vonR3mitDrehachse 〈v〉, und dementsprechendA eine Drehma-
trix.

Fall 2: det(A) = −1. In diesem Fall existiert S ∈ O(3)mit

S−1AS = diag(−1, ρϑ), ϑ ∈ [0, π].
Wir schreiben bi = Sei , i = 1, 2, 3. Die Vektoren bi bilden eine Orthonormalbasis vonR3, weil
S eine orthogonaleMatrix ist.

Der Fall ϑ = 0 bedeutet, dass A konjugiert ist zur Diagonalmatrix diag(−1, 1, 1). Sei dann
U = 〈b2, b3〉 = 〈b1〉⊥. Alle Elemente von U werden unter fA auf sich selbst abgebildet. Jedes
Element der Gerade 〈b1〉wird auf sein Negatives abgebildet.Wir nennen in diesem Fall fA
die Spiegelung an der Ebene U .

Im Fall ϑ = π istA konjugiert zu diag(−1, −1, −1), also sogarA = E3. Dann istA die Punkt-
spiegelung im Ursprung.

Diese beiden Fälle sind (für det(A) = −1) diejenigen, in denenA diagonalisierbar ist, also
eine Normalform im Sinne des Satzes hat, die aus drei Blöcken der Größe 1 besteht.

Es verbleibt der Fall 0 < ϑ < π, in demA nicht diagonalisierbar ist. Es gilt dann

A = diag(−1, 1, 1)diag(1, ρϑ) = diag(1, ρϑ)diag(−1, 1, 1),
wir können dementsprechend fA als Verkettung einer Spiegelung (in der Ebene 〈b2, b3〉) und
einer Drehung (mit Drehachse 〈b1〉) schreiben, und diese beiden kommutierenmiteinander.
Wir nennen fA in diesem Fall eineDrehspiegelung. ♦

In ähnlicherWeise kannman eineNormalform für beliebige normale Endomorphismenvon
euklidischenVektorräumen angeben (also sozusagen eineVersion des Spektralsatzes für
normale Endomorphismen, in der auf dieVoraussetzung derTrigonalisierbarkeit verzichtet
wird). Man kann dann natürlich –wie wir schon bei den Isometrien gesehen haben – im
allgemeinen keine Diagonalform erreichen, sondern »nur« eine Blockmatrixmit Blöcken
der Größe 1 und 2. Siehe zumBeispiel [Lo2] Kapitel VIII.5 oder [Wa1] Satz 7.94. Vergleiche
auch Abschnitt 17.7.1 über die »Jordansche Normalform« überR.

Ergänzung 19.106. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Spiegelung ist eine von idV
verschiedene Isometrie f :V → V , so dass ein Untervektorraum U ⊂ V mit dim(U) =
dim(V) − 1 existiert, so dass f (u) = u für alle u ∈ U gilt. Es gilt dann U = 〈v〉⊥ für einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert−1.
Es folgt leicht aus dem Satz über die Normalformvon orthogonalen Abbildungen, dass sich
jedes Element der orthogonalen GruppeO(V) als Produkt von Spiegelungen schreiben lässt.
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(Vergleiche Beispiel 19.105.) Es ist aber auch nicht schwer, dieses Ergebnis direkt zu beweisen.
Genauer kannman zeigen, dass man jedes Element vonO(V) als Produkt von höchstens
dim(V) vielen Spiegelungen ausdrücken kann. � Ergänzung 19.106

19.7. Die Hauptachsentransformation

19.7.1. Der Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen. In diesem Ab-
schnitt wollenwir den Spektralsatz für normale Endomorphismen f eines Vektorraumsmit
Skalarprodukt in dem speziellen Fall, dass f sogar selbstadjungiert ist, dass also f = f ∗ gilt,
nochweiter verbessern. In der Tat sind selbstadjungierte Endomorphismen auch im Fall
K = R immer trigonalisierbar,wie der folgende Spektralsatz für selbstadjungierte Abbildungen
zeigt.

Theorem 19.107 (Spektralsatz für selbstadjungierte Abbildungen). Sei V ein endlichdimensio-
nalerK-Vektorraummit einem Skalarprodukt und sei f ∈ EndK(V) selbstadjungiert.

Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht, und alle Eigenwerte
von f sind reell.

Beweis. Wir betrachten zuerst den FallK = C. Nach dem Spektralsatz für normale
Endomorphismen existiert eine OrthonormalbasisB von V , die aus Eigenvektoren von

f besteht. Die darstellendeMatrixMB
B(f ) ist dann eine hermitesche Diagonalmatrix, und

folglich sind alle Diagonaleinträge – also die Eigenwerte von f – reell.

Im Fall K = R argumentieren wir wie folgt. Sei C eine Orthonormalbasis von V und sei

A = MC
C (f ). Dies ist eine symmetrische Matrix inMn(R) (mit n = dimV). Wir können A

auch als hermitesche Matrix inMn(C) betrachten und den Fall K = C auf diese Matrix
(bzw. den Endomorphismus v 7→ Av vonCn) anwenden. Das zeigt, dass alle Nullstellen (in
C) des charakteristischen Polynoms der Matrix A in R liegen, oder mit anderenWorten,
dass dieses Polynom im Ring R[X] vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Es folgt, dass A
auch überR trigonalisierbar ist. Die Aussage des Satzes folgt also aus dem Spektralsatz für
normale Endomorphismen. �

Insbesondere sehenwirauch,dassdas charakteristischePolynomeinerhermiteschenMatrix
inMn(C) ein Polynom inR[X] ist.

Ergänzung 19.108. Der Kern des Spektralsatzes für selbstadjungierte Endomorphismen
ist die Existenz eines Eigenvektors v. Hatman diesen, so kannman das orthogonale Komple-

ment 〈v〉⊥ betrachten und induktivweiterarbeiten.Wir geben hierfür noch einenweiteren,
ganz anderen Beweis, für denman nichtmit den komplexen Zahlen arbeitenmuss, aller-
dings ein bisschen Analysis benötigt, wie sie in derVorlesung Analysis 2 behandeltwird.

Wir formulieren den Beweis für eine symmetrischeMatrixA ∈ Mn(R). Sei β:Rn × Rn → R
die durchA gegebene Bilinearform,

β(v,w) = vtAw,
und sei q:Rn → R definiert durch q(v) = β(v, v). (Dies ist die zu β gehörige »quadratische
Form«, siehe Abschnitt 19.3.)Wir betrachten die Funktion

f :Rn \ {0} → R, f (v) = q

(
v

‖v‖

)
= 1

‖v‖2
q(v).

(DieNorm ‖∙‖ ist hier bezüglichdes Standardskalarprodukts zuverstehen.)Offenbarhandelt
es sich um eine differenzierbare Funktion. Insbesondere ist die Funktion f stetig und nimmt
daher auf der kompaktenMenge Sn−1 = {v ∈ Rn; ‖v‖ = 1} ihr Minimum an, d.h. es gibt
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v0 ∈ Sn−1 mit f (v0) ≤ f (v) für alle v ∈ Sn−1. Da f (v) = f (av) für alle v ∈ Rn \ {0}, a ∈ R×

gilt, folgt, dass f (nunwieder als Funktion auf ganz Rn \ {0} betrachtet) in v0 ein lokales
Minimumhat. Folglich verschwinden alle partiellen Ableitungen

∂f
∂xi
in v0.

Wir schreiben nunA = (aij)i,j und betrachten für v = (v1, …, vn)t die Gleichung
n∑

i,j=1
aijvivj = q(v) = ‖v‖2f (v) = (v21 + · · · + v2n)f (v)

und bilden auf beiden Seiten die partielle Ableitung nach vk undwerten sie aus im Punkt
v0 = (v0,1, …, v0,k)

t (wo die partiellen Ableitungen von f verschwinden).Wir erhalten,weilA
symmetrisch ist,

2

n∑
i=1

aikv0,k = 2v0,kf (v0), k = 1, …, n,

zusammengefasst also

Av0 = f (v0)v0.
Das bedeutet, dass v0 ein Eigenvektor vonA ist, und zwar zum Eigenwert f (v0).

Wir sehensogarnochetwasmehr,denn istλ irgendeinEigenwertvonAund veinEigenvektor
zu diesem Eigenwert mit ‖v‖ = 1, so gilt

λ = λ‖v‖2 = λ vtv = vtAv = f (v) ≥ f (v0).

Das zeigt, dass f (v0) der kleinste Eigenwert vonA ist. � Ergänzung 19.108

Wir formulieren in den folgenden beidenKorollaren noch zweiVarianten des Spektralsatzes.

Korollar 19.109. Sei A ∈ Mn(K) eine hermitescheMatrix. Dann existiert eineMatrix S ∈ GLn(K)
mit S−1 = S∗, so dass S−1AS = S∗AS eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen ist.

Beweis. Wir betrachten den durch A definierten Endomorphismus v 7→ Av vonKn.
Dieser ist selbstadjungiert bezüglich des Standardskalarprodukts. Aus Satz 19.107 folgt die
Existenz einer OrthonormalbasisB die aus Eigenvektoren vonA besteht, und dass alle Ei-

genwerte reell sind. Sei S := MB
E die Basiswechselmatrix zwischenB und der Standardbasis

E . Dann gilt die Aussage des Korollars. �

Korollar 19.110 (Hauptachsentransformation). Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum
mit Skalarprodukt (∙, ∙). Sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine Orthonormal-
basisB = (b1, …, bn) von V, so dassMB(β) eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen ist.

Insbesondere ist dann alsoB eine Orthonormalbasis für (∙, ∙) und gleichzeitig eine »Orthogonalbasis« für
β, d.h. es gilt β(bi, bj) = 0 für alle i 6= j.

Beweis. Sei C eine Orthonormalbasis von V undA = MC (β) die Strukturmatrix von
β, eine hermitescheMatrix, auf diewir den Spektralsatz in der Formvon Korollar 19.109
anwenden können.

Wir erhalten eine orthogonaleMatrix S, so dass S∗AS eine Diagonalmatrixmit reellen Ein-
trägen ist.Wir interpretieren S als Basiswechselmatrix: SeiB die eindeutig bestimmte Basis

von V mit S = MB
C . Die Basiswechselformel für die Strukturmatrix von Sesquilinearformen

zeigt dann, dassMB(β) = S∗AS ist, undweilB undC Orthonormalbasen sind, ist der durch
S gegebene Endomorphismus eine Isometrie, also S eine orthogonale Matrix (vergleiche
Satz 19.95). �
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In der Situation dieses Korollars nennt man die eindimensionalen Unterräume 〈bi〉 ⊆ V ,
i = 1, …, n auch dieHauptachsen von β.Wenn alle Eigenwerte vonMB(β) verschieden sind,
dann sind die Hauptachsen bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt als die Eigenräume
dieserMatrix.Wie der NameHauptachsentransformation andeutet, lässt sich dieses Korollar
auch schön geometrisch interpretieren.Wir kommen darauf in Abschnitt 19.7.3 noch einmal
zurück.

Mit dem Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen könnenwir auch die Normal-
form für orthogonale Abbildungen beweisen.

Beweis vonTheorem 19.98. Sei V 6= 0 ein euklidischerVektorraummit Skalarpro-
dukt (∙, ∙) und sei f :V → V eine orthogonale Abbildung.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes hattenwir bereits begründet. Für die Existenzaussage
führenwir Induktionnach n = dimV . ImFall n = 1 folgt dieAussagedirekt aus Lemma 19.97,
das sagt, dass als Eigenwerte einer orthogonalen Abbildung nur 1 und−1 in Frage kommen.
Den Fall n = 2 haben wir in Beispiel 19.94 (1) untersucht, und dort die entsprechende
Darstellung hergeleitet.

Sei nun n > 2. Der Kern des Beweises ist die folgende Behauptung.

Behauptung. Es existiert ein f -invarianter Untervektorraum 0 6= U ⊆ V mit dim(U) ≤ 2.

Begründung.Wenn f einen Eigenvektor besitzt, ist die Sache klar, aber daswird im allgemei-
nen nicht der Fall sein.Wir betrachten die Abbildung g := f + f ∗. Diese ist selbstadjungiert
und besitzt nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen, Satz 19.107,
einen Eigenvektor v zu einem Eigenwert λ ∈ R.

Wir zeigen, dass U := 〈v, f (v)〉 ein f -invarianter Unterraum ist. Offenbar genügt es dafür,
nachzuweisen, dass f 2(v) ∈ U ist. In der Tat folgt aus f ∗ = f −1, dass

f 2(v) = f (f (v) + f ∗(v) − f ∗(v)) = f (g(v)) − f (f ∗(v)) = λf (v) − v ∈ U

gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir können U mit der Einschränkung des auf V gegebenen Skalarprodukts nach U als eukli-
dischenVektorraumbetrachten. Die Einschränkung f|U ist dann eine orthogonale Abbildung
U → U . Dann besitzt U eine Orthonormalbasis, so dass die darstellendeMatrix von f|U die

gewünschte Form hat. In der Tat, ist det(f|U ), so ist die Abbildung bezüglich einer geeigneten

Orthonormalbasis durch eine Drehmatrix ρϑmit [0, 2π) darstellbar. Ist ϑ = 0, so handelt es
sich um die Einheitsmatrix E2, diewir im Kontext des Satzes als zwei Blöcke 1 der Größe 1
betrachten. Ist ϑ = π, so habenwir−E2, also zwei Blöcke−1 der Größe 1. Ist π < ϑ < 2π, so
vertauschenwir die beiden Basisvektoren und bekommen als neueMatrix dieMatrix ρ2π−ϑ.
Es bleibt dann nur der Fall 0 < ϑ < π, inwelchemwir gerade einen Block der Größe 2 von
ger gewünschten Form bekommen.

Das orthogonale Komplement U⊥ ist ebenfalls f -invariant, denn für u ∈ U , u′ ∈ U⊥ ist
(u, f (u′)) = (f −1(u), u′) = 0 (da f −1(u) ∈ U ist). Auch auf U⊥ erhaltenwir durch Einschrän-
kung des Skalarprodukts auf V ein Skalarprodukt, und f|U⊥ ist dann orthogonal. Per In-

duktion könnenwir annehmen, dass U⊥ eine Orthonormalbasis der gewünschten Art hat.
Durch Zusammensetzen erhalten wir eine Orthonormalbasis von V , bezüglich der f die
angegebene Blockdiagonalform hat. �

19.7.2. DerTrägheitssatzvonSylvester. Wir erhalten aus demSpektralsatzes einwei-
teres Kriterium für die positive Definitheit einer hermiteschen Sesquilinearform geben, das
manmanchmal als das Eigenwertkriterium bezeichnet.
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Korollar 19.111. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum,B eine Basis von V und β eine
hermitesche Sesquilinearform. Dann sind äquivalent:

(i) Die Form β ist positiv definit.

(ii) Alle Eigenwerte derMatrixMB(β) liegen inR>0.

Beweis. Wenn β positiv definit und v ∈ Kn ein Eigenvektor vonMB(β) ist, so gilt für
v′ := c−1B (v), dass

0 < β(v′, v′) = v∗MB(β)v = λv∗v,
undwegen v∗v > 0 folgt λ > 0.

Für die Umkehrung verwenden wir den Spektralsatz. Die MatrixMB(β) ist hermitesch,
folglich diagonalisierbar, und genauer existiert eine orthogonale bzw. unitäreMatrix S, so
dass S∗MB(β)S = S−1MB(β)S eine Diagonalmatrix ist. Aus der zweiten Darstellung und der
Voraussetzung folgt, dass alle Einträge dieser Diagonalmatrix inR>0 liegen. Aus der ersten
Darstellung folgt, dass diese Diagonalmatrix die Strukturmatrix von β bezüglich einer Basis
von V ist. Es ist dann klar, dass β positiv definit ist, vergleiche Beispiel 19.50. �

Von demvorstehenden Korollar lassen sich leicht auchVarianten für positiv semidefinite
Formen, negativ definite Formen usw. angeben. Der sogenannte Trägheitssatz von Sylvester
(nach James Joseph Sylvester5, 1814–1897), den wir als nächstes beweisen, präzisiert die
Situation nochweiter (und das Eigenwertkriterium ergibt sich daraus erneut).

Theorem 19.112 (Sylvesterscher Trägheitssatz). Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum,
n = dimV und β eine hermitesche Sesquilinearform auf V. SeiB eine Basis von V, und seien k+, k−
bzw. k0 die Anzahlen der Eigenwerte vonMB(β), die positiv, negativ bzw.= 0 sind, jeweils gezählt mit
der Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

(1) Es existiert eine BasisC von V, so dass

MC (β) = diag(1, …, 1, −1, …, −1,0, …,0)

(mit k+ Einträgen= 1, k− Einträgen= −1 und k0 Einträgen= 0) ist.

(2) Es ist k+ + k− + k0 = n, die Zahlen k+ , k− und k0 sind unabhängig von derWahl der BasisB und
lassen sich folgendermaßen charakterisieren:

• k+ = max{dim(U); U ⊆ V Unterraum, so dass β|U×U positiv definit} =: m+,

• k− = max{dim(U); U ⊆ V Unterraum, so dass β|U×U negativ definit} =: m−,

• k0 = dimV0 , wobei V0 = {w ∈ V ; für alle v ∈ V : β(v,w) = 0} der sogenannte Nullraum
von β ist.

Das Tripel (k+, k−, k0) ∈ N3 nennen wir die Signatur oder den Signaturtyp von β.

Beweis. Sei zunächstB irgendeine Basis von V und seiA = MB(β). DieMatrixA ist
hermitesch, und nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen liegt das
charakteristische PolynomvonA inR[X] und zerfällt überR vollständig in Linearfaktoren.
Das zeigt bereits, dass k+ + k− + k0 = n gilt.

Wirwenden Korollar 19.110 an und sehen damit, dass eineMatrix S ∈ GLn(K)mit S−1 = S∗

existiert, so dass D := S−1AS = S∗AS Diagonalgestalt hat. Wir betrachten S, ähnlich wie
in einigen der vorherigen Beweise, als Basiswechselmatrix S = MC

B für eine (eindeutig
bestimmte) Basis C = (c1, …, cn) von V . Dann istD = MC (β) und diese Matrix hat wegen
D = S−1AS dieselben EigenwertewieA.

5 https://de.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester

https://de.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester


19.7. DIE HAUPTACHSENTRANSFORMATION 187

Abbildung 1. Die ersten und letzten Zeilen aus der Arbeit von Sylvester,
in der er den Trägheitssatz beweist und benennt (Law of inertia) – die Zahlen
k+, k−, k0 sind so träge, dass sie sich bei Basiswechsel nicht verändern.

Indemwir ci ersetzen durch
1√

|β(ci,ci)|
ci, könnenwir erreichen, dass β(ci, ci) ∈ {0, 1, −1} für

alle i = 1, …, n gilt.Wennwir die ci gegebenenfalls noch geeignet vertauschen, bekommen
wir Aussage (1) des Satzes.

Wirwollen noch die Beschreibung der Signatur (k+, k−, k0) aus Teil (2) zeigen; daraus folgt
insbesondere die Unabhängigkeit von derWahl der Basis. Jedenfalls ist k0 = dim(Ker(A))
und das Inverse c−1B des Koordinatenisomorphismus induziert einen Isomorphismus

Ker(A) ~= {w ∈ V ; für alle v ∈ V : β(v,w) = 0},

die Dimension dieses Raums ist also unabhängig vonB.
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Wir sehen aus den vorstehenden Überlegungen auch, dass es einen Unterraum U ⊆ V der
Dimension k+ gibt, für den die Einschränkung β|U×U positiv definit ist (nämlich den von

c1, …, ck+
erzeugten Unterraum,woC = (c1, …, cn)wie in (1) gewählt sei. Entsprechendes gilt

für k−, wir erhalten also die Abschätzungen k+ ≤ m+ und k− ≤ m−.

Seien nun U+ ⊆ V ein Unterraum, so dass die Einschränkung β|U+×U+
positiv definit ist, und

U− ein Unterraum, so dass die Einschränkung von β negativ definit ist.

Aus der folgenden Behauptung folgt dann wegen k+ + k− + k0 = n, dass k+ = m+ und
k− = m− geltenmuss.

Behauptung.Die Summe U+ + U− + V0 ist eine direkte Summe.

Begründung.Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen; daraus folgt die Behauptung.

(a) U− ∩ V0 = 0,

(b) U+ ∩ (U− + V0) = 0.

Aussage (a) ist klar, weil die Einschränkung von β auf U− negativ definit ist, aber die Ein-
schränkung auf V0 die Nullabbildung V0 × V0 → K ist.

Für Aussage (b) könnenwir analog argumentieren, weil die Einschränkung von β auf U+
positiv definit, die Einschränkung auf U− + V0 aber negativ semidefinit ist. �

Manchmal bezeichnet man in der Situation des Trägheitssatzes auch die Differenz k+ − k−
als die Signatur von β. Ist β nicht-ausgeartet, d.h. k0 = 0, so bestimmt die Signatur in diesem
Sinne den Signaturtypwegen k+ + k− = n vollständig.

Wir erhalten durch denTrägheitssatz einen neuen Beweis (und einewesentlich präzisere
Version) von Korollar 19.111.

Bemerkung 19.113. Wir können denTrägheitssatz auch als Klassifikationsergebnis von Ses-
quilinearformen bis auf Basiswechsel, bzw. äquivalent von hermiteschenMatrizen bis auf
Äquivalenz betrachten:

(1) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir nennen Sesquilinearformen β und γ
auf V äquivalent, wenn Basen B und C von V existieren, so dass MB(β) = MC (γ)
ist. (Das ist genau dann der Fall, wenn ein Automorphismus f :V → V existiert mit
γ(v,w) = β(f (v), f (w)) für alle v,w ∈ V .) Dies definiert eine Äquivalenzrelation auf der
Menge der Sesquilinearformen auf V .

Aus demTrägheitssatz folgt dann: Zwei hermitesche Sesquilinearformen sind genau
dann äquivalent, wenn sie denselben Signaturtyp haben.

(2) Sei n ∈ N.Wir nennen (Definition 19.23)MatrizenA,B ∈ Mn(K) (hermitesch) kongruent,
wenn S ∈ GLn(K)mit B = S∗AS existiert. Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation auf
Mn(K). ZuA ∈ Mn(K) habenwir die zugehörige Sesquilinearform (v,w) 7→ v∗Aw.

Aus demTrägheitssatz folgt dann: HermitescheMatrizenA, B sind genau dann (hermi-
tesch) kongruent, wenn die zugehörigen Sesquilinearformen denselben Signaturtyp
haben. Zu jeder hermiteschenMatrix gibt es genau eine dazu (hermitesch) kongruente
Matrix der Form diag(1, …, 1, −1, …, −1,0, …0).

♦
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19.7.3. Quadriken. Wirwollen in diesemAbschnitt das oben bewiesene Ergebnis über
die »Hauptachsentransformation«mit etwasmehr geometrischem Inhalt füllen.

Definition 19.114. EineQuadrik inRn ist eine Teilmenge der Form

Q(A, b, c) = {x ∈ Rn; xtAx + btx + c = 0}
fürA ∈ Mn(R),A 6= 0, b ∈ Rn, c ∈ R. a

Wenn man A = (aij)i,j , b = (b1, …, bn)t und x = (x1, …, xn)t schreibt, dann kann man die
Gleichung, als deren LösungsmengeQ(A, b, c) definiertwird, explizit machen als

n∑
i,j=1

aijxixj +
n∑
i=1

bixi + c = 0,

es handelt sich also um eine Polynomgleichung vomGrad 2 in den Unbestimmten x1, …, xn.
Solche (und allgemeinere) Polynomgleichungenwerden ausführlich in der algebraischen
Geometrie studiert.Währendwir lineare Polynomgleichungen (also solche vomGrad 1) und
sogar Gleichungssysteme von linearen Gleichungen von Anfang an auch als Kernthema der
linearenr Algebra kennengelernt haben, könnenwirmit der Theorie der Bilinearformen
auch quadratische Gleichungenwie die obige untersuchen.

Indemwir aij und aji beide durch
aij+aji
2 ersetzen, können wir A durch eine symmetrische

Matrix ersetzen, ohne die Gleichung zuverändern, durch die die QuadrikQ(A, b, c) definiert
wird.Wirwollen daher von nun an immer annehmen, dassA symmetrisch ist.

Um die Diskussion etwas zu vereinfachen undweitere Fallunterscheidungen zu vermeiden,
wollenwir außerdem annehmen, dassA invertierbar ist.

Beispiel 19.115. Betrachtenwir als konkretes Beispiel den Fall n = 2 und

A =
(
7 2
2 4

)
, b = 2

3

(
23
10

)
, c = 70

9

Die QuadrikQ(A, b, c) = Q

((
7 2
2 4

)
, 23

(
23
10

)
, 709

)
ist unten dargestellt.
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♦

Sei S ∈ O(n) eine orthogonale Matrix, so dass D := StAS eine Diagonalmatrix ist. Solch
ein S existiert nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen, und indem
wir gegebenenfalls S durch das Produkt S diag(−1, 1, …, 1) ersetzen, könnenwir zusätzlich
annehmen, dass det(S) = 1 gilt, dass also S eine Drehung ist.
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Dann induziert die DrehungRn → Rn, x 7→ Stx eine Bijektion

Q(A, b, c) → Q(StAS, Stb, c).

Durch eine geeignete (von A abhängige) Drehung könnenwir also die gegebene Quadrik
Q(A, b, c) transformieren in eine Quadrik Q(D, b, c) (für ein anderes b als vorher), wobei
D = StAS = diag(d1, …, dn) eine Diagonalmatrix ist.Weilwir vorausgesetzt hatten, dassA
invertierbar ist, sind alle di 6= 0.

Die Translation x = (xi)
t
i 7→ (xi + bi

2di
)ti = x + 1

2D
−1b schränkt sich ein zu einer Bijektion

Q(D, b, c) → Q

(
D,0, c −

n∑
i=0

b2i
4di

)
= Q

(
D,0, c − (

1

2
bt)D−1(

1

2
b)
)

.

Diese Translation ist (für b 6= 0) keine lineare Abbildung, schonweil der Ursprung nicht
auf sich selbst abgebildet wird. Geometrisch handelt es sich aber um eine sehr einfache
Art von Abbildung, eben eine Translation (oder: Verschiebung). Durch diese Verschiebung
erreichenwir, dass die verschobene Quadrik die besonders einfache FormQ(D,0, c) für eine
DiagonalmatrixD (allerdingsmit einem anderen c als vorher) hat.

Beispiel 19.116. Wir setzen jetzt Beispiel 19.115 fort und führen die Hauptachsentransfor-
mationwie oben beschrieben durch. Indemman die Eigenwerte und Eigenräume derMatrix

A =
(
7 2
2 4

)
bestimmt, sieht man, dass

StAS =
(
3 0
0 8

)
für S = 1√

5

(
1 2

−2 1

)
ist.

Die durch St gegebeneDrehung (eineDrehungumdenDrehwinkelϑmit cos(ϑ) = 1√
5
, also ei-

ne Drehung um ungefähr 63◦) bildetQ(A, b, c) bijektiv ab auf Q
(
diag(3, 8), 2

3
√
5

(
3
56

)
, 709

)
.

Diese Quadrik ist in der folgenden Abbildung dargestellt; wir haben die ursprünglich gege-
bene Ellipse durch eine Drehung um den Ursprung so gedreht, dass die Symmetrieachsen
parallel zu den Koordinatenachsen sind.
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Durch eineVerschiebung könnenwir nun diese Quadrik bijektiv auf die Quadrik

Q(diag(3, 8),0, −1) = {(x, y)t ∈ R2; 3x2 + 8y2 = 1}

abbilden, siehe die folgende Abbildung.
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Die Symmetrieachsen (die Hauptachsen) dieser Ellipse sind die Koordinatenachsen des
Standard-Koordinatensystems vonR2.

Statt erst zu drehen und dann zu verschieben, kannman natürlich auch erst das »Zentrum«
der gegebenen Quadrik in den Ursprung verschieben, d.h. eine Translation anwenden, die
die gegebene Quadrik abbildet auf eine, für die der Vektor b der Nullvektor ist. Im hier

gegebenen Beispiel erhält man durch diese Verschiebung die QuadrikQ

((
7 2
2 4

)
,0, −1

)
,

die in der folgenden Abbildung zusammenmit ihren Hauptachsen und den Spalten v1, v2
derMatrix S gezeigtwird.
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Wir kommen noch einmal auf den allgemeinen Fall zurück. Quadriken der einfachen Form
Q(D,0, c) für eine DiagonalmatrixD, wiewir sie als Ergebnis der oben beschriebenenMe-
thode erhalten haben, kannman (für nicht zu großes n) recht konkret beschreiben.

Wirwollen das hier für n = 2 tun. Dazu schreibenwirD = diag(d1, d2), d1, d2 6= 0.Wegen
Q(D,0, c) = Q(−D,0, −c) könnenwir außerdem annehmen, dass d1 > 0 gilt.

Fall 1: d1, d2 > 0. Für c < 0 istQ(D,0, c) die Ellipse

{x = (x1, x2)t ∈ R2; d1x21 + d2x
2
2 = −c}.

Falls d1 6= d2 gilt, dann hat diese Menge genau zwei Symmetrieachsen (die Hauptachsen
der Ellipse), und zwar die beiden Koordinatenachsen. Die Scheitelpunkte der Ellipse sind die
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Schnittpunkt mit den Hauptachsen, also die vier Punkte (±
√

− c
d1

,0)t und (0, ±
√

− c
d2
)t .

Im speziellen FallD = dE2 istQ(D,0, c) ein Kreis (mit demUrsprung alsMittelpunkt und

Radius
√

−cd−1). In diesem Fall ist jede Ursprungsgerade eine Symmetrieachse.

Für c > 0 istQ(D,0, c) = ∅ undQ(D,0,0) besteht nur aus demUrsprung.

Fall 2: d1 > 0, d2 < 0. Für c 6= 0 ist Q(D,0, c) eine Hyperbel. In diesem Fall kann man die
Gleichung d1x

2
1 + d2x

2
2 = −c umschreiben als

(
√
d1x1 −

√
−d2x2)(

√
d1x1 +

√
−d2x2) = −c.

WennmanX1 =
√
d1x1−

√
−d2x2,X2 =

√
d1x1+

√
−d2x2 setzt, so erkenntmandie »übliche«

Hyperbelgleichung X1X2 = −c bzw. X2 = − c
X1
.
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Diese Abbildung zeigt die Hyperbel Q(diag(1, −1),0, −1) = {(x, y)t ∈ R2; x2 − y2 = 1}
(in Blau), die HyperbelQ(diag(1, −1),0, 1) = {(x, y)t ∈ R2; x2 − y2 = −1} (in Rot) und die
»ausgeartete« QuadrikQ(diag(1, −1),0,0) (eineVereinigung von zwei Geraden, in Schwarz).

Die Symmetrieachsen (dieHauptachsen) der Hyperbel sind die Koordinatenachsen, die Schei-
telpunkte der Hyperbel, also die Schnittpunkt mit den Koordinatenachsen sind im Fall c > 0

die beiden Punkte (0, ±
√

− c
d2
)t und im Fall c < 0 die beiden Punkte (±

√
− c

d1
,0)t .

Für c = 0 istQ(D,0,0) dieVereinigung zweier Geraden, die sich im Ursprung schneiden.
Auch in diesem Fall sind die Koordinatenachsen die Symmetrieachsen dieser Quadrik. Diese
beiden Geraden sind dieAsymptoten der HyperbelnQ(D,0, c) (für dasselbeD und c 6= 0).

In ähnlicherWeise kannman den Fall analysieren, dassA nicht invertierbar ist, und eine

ähnliche »Klassifikation« für n = 3 durchführen, siehe zumBeispielWikipedia6 oder die
unten angegebenen Referenzen.

6 https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik

https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik
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Abbildung 2. Titelblatt und die Seite mit Kegelschnitten (conic sections oder

einfach conics) der Cyclopaedia8,einer 1728 erschienenen Enzyklopädie von
Ephraim Chambers. Bildquelle:Wikipedia / public domain

Weitere Literatur zumThemaHauptachsentransformation undQuadriken:

[Ba], Kapitel 7.2.

[Br2], Kapitel 12.6 (gegen Ende)

[Fi-AG], Kapitel 1.4

[Fi-L], Abschnitt 5.3.6

[Kl], insbesondere Kapitel 7.4 und 8.6.

Als Schlussbemerkung sei noch hinzugefügt, dass die Theorie noch durchsichtiger wird,
wennman diese Quadriken im »projektiven Raum« betrachtet (siehe zum Beispiel [Fi-AG],
Kapitel 3.5). Es lohnt sich also, später noch einmal zu diesemThema zurückzukehren.

Ergänzung 19.117 (Kegelschnitte). An diese Stelle passt auch gut eine Diskussion des
klassischen Begriffs des Kegelschnitts7, diewir für denMoment aber sehr kurz halten.

Dazu betrachtenwir den folgenden Kegel inR3:

C = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = z2}.

7 https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt
8https://de.wikipedia.org/wiki/Cyclopaedia

https://de.wikipedia.org/wiki/Cyclopaedia
https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt
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Definierenwir die Bilinearform β auf R3 durch β(v,w) = vtBwmit

B = diag(1, 1, −1),

so ist C genau dieMenge aller v ∈ R3, für die β(v, v) = 0 gilt.

Unter einemKegelschnittverstehenwirdanneinenDurchschnitt derFormC∩E,wobeiE ⊆ R3

eine affine Ebene, also eine Nebenklasse eines zweidimensionalen Untervektorraums U ist.

Schreibenwir U = Ker(λ) für eine Linearform λ:R3 → R, so hat E die Form

E = {v ∈ R3; λ(v) = d}

für ein (von E abhängiges) d ∈ R. Explizit ist dann der Kegelschnitt C ∩ E gegeben als

C ∩ E = {v ∈ R3; β(v, v) = 0, λ(v) = d.}

DasZiel derTheorie derKegelschnitte ist eine geometrischeBeschreibungundKlassifikation
dieser Teilmengen vonR3.

Sei p ∈ E ∩ U⊥ (dieser Punkt ist (warum?) eindeutig bestimmt, d.h. E ∩ U⊥ enthält genau
ein Element). Dann ist

E → U , v 7→ v − p,
eine Bijektion, die E ∩ C abbildet auf

{u ∈ U ; β(u + p, u + p) = 0} = {u ∈ U ; β(u, u) = −β(p, p)}.

Wir können den Kegelschnitt E ∩ C also mit einer Quadrik in dem zweidimensionalen
euklidischenVektorraum U identifizieren und die Theorie der Quadriken anwenden.

Sei zunächst β(p, p) 6= 0.Wenn dann β|U×U Signaturtyp (2,0,0) hat, so liegt eine Ellipse vor,
ist der Signaturtyp (1, 1,0), so handelt es sich um eine Hyperbel. Außerdem kann der Fall
einer Parabel auftreten,wenn β|U×U ausgeartet ist (diesen Fall hattenwir in der Diskussion

von Quadriken ausgeschlossen).Wenn β(p, p) = 0 ist, könnenweitere »ausgeartete« Fälle
auftreten: DannkannE∩C aus zwei sich schneidendenGeraden, aus einer einzigenGeraden
oder nur aus einem einzigen Punkt (demUrsprung) bestehen.

Referenzen zumThema Kegelschnitte:

[Ba], Kapitel 7.2

[Br3]

� Ergänzung 19.117

19.8. Die Singulärwertzerlegung und die Polarzerlegung

19.8.1. Die Singulärwertzerlegung. Eineweiterewichtige Folgerung aus dem Spek-
tralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen ist die sogenannte Singulärwertzerlegung für
komplexe oder reelle Matrizen, die insbesondere auch dann sehr nützlich ist, wenn kon-
krete Berechnungenmit (großen)Matrizen gemachtwerden sollen. In der Numerikwird
die Theorie nochweiter entwickelt, wirwollen das Thema aber hier als eineweitere schöne
Anwendung des Spektralsatzes anreißen. Auch abseits der Nützlichkeit für Berechnungen
trägt der Satz zum strukturellenVerständnis beiträgt.
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Satz 19.118 (Singulärwertzerlegung). Sei A ∈ Mm×n(K). Dann existierenMatrizen V ∈ GLm(K)
undW ∈ GLn(K)mit V−1 = V∗, W−1 = W∗ und eine (Block-)Matrix

Σ =
(
Σr 0
0 0

)
∈ Mm×n(R),

wobeiΣr = diag(σ1, …,σr), σi ∈ Rmit σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 und r = rg(A) ist, so dass

A = V ΣW∗

gilt.

Dabei ist dieMatrixΣ eindeutig durch A bestimmt. Die Zahlen σi heißen die Singulärwerte von A.

Es ist in diesemKontext üblich, die orthogonalen bzw. unitärenMatrizen im Satzmit V und
W zu bezeichnen, so dasswir von unserer gewohnten Konvention, dass V undW Vektorräu-
me bezeichnen, in diesemAbschnitt abweichen.

Beweis fürm = n,A ∈ GLn(K). Wir geben zuerst den Beweis in dem übersichtliche-
ren Fall, dassm = n undA invertierbar ist. Der allgemeine Fall ist ein bisschen schwieriger
und von der Notation her etwas schwerer zu durchdringen. Sei alsoA ∈ GLn(K).

Wir beginnen mit der Eindeutigkeitsaussage. Ist A = VΣW∗ wie im Satz, so ist Σ2 =
W−1(A∗A)W konjugiert zu der hermiteschen (und daher diagonalisierbaren)MatrixA∗A,
also sind die Diagonaleinträge von Σ die Quadratwurzeln der Eigenwerte vonA∗A und sind
daher durchA eindeutig bestimmt.

Wir sehen hier auch schon einen Ansatz für den Existenzbeweis. DieMatrixA∗A ist hermi-
tesch, und die zugehörige Sesquilinearform β, (v,w) 7→ v∗(A∗A)w, ist positiv semidefinit:

v∗(A∗A)v = (Av)∗ (Av) ≥ 0.

WeilA und damit auchA∗A invertierbar ist, ist β nicht-ausgeartet, also positiv definit (Korol-
lar 19.54). Nach demSpektralsatz (in der FormvonKorollar 19.110) existiert eine orthogonale
bzw. unitäreMatrixW , so dassD := W∗(A∗A)W eine DiagonalmatrixD = diag(d1, …, dn) ∈
GLn(R)mit positiven Einträgen auf der Diagonale ist. Indemwir gegebenenfalls nochmit ei-
nerPermutationsmatrixkonjugierenundW entsprechendabändern,könnenwirannehmen,
dass dieseWerte absteigend angeordnet sind. (Man beachte, dass alle Permutationsmatrizen

orthogonal sind.)Wir definieren σi :=
√
di ∈ R>0 und

Σ = diag(σ1, …,σn).

Es gilt dann also Σ2 = D.

Wir setzen jetzt V = AWΣ−1. Dann giltA = V ΣW∗ nach Definition von V und außerdem
(wegenW∗A∗ = DW−1A−1)

V∗ = (AWΣ−1)∗ = Σ−1W∗A∗ = Σ−1Σ2W−1A−1 = V−1.

Die Existenz der gesuchten Zerlegung ist damit auch bewiesen. �

Bevorwir den Beweis im allgemeinen Fall geben, notierenwir noch ein einfaches Lemma.

Lemma 19.119. Sei A ∈ Mm×n(K). Dann gilt rg(A∗A) = rg(A).

Beweis. WegenderDimensionsformel genügt es,Ker(A∗A) = Ker(A)zuzeigen.Die In-
klusion⊇ ist dabei offensichtlich.Wenn andererseitsA∗Av = 0 gilt, dann folgt (Av)∗(Av) =
v∗A∗Av = 0, alsoAv = 0,weil das Standardskalarprodukt nicht-ausgeartet ist. Damit ist die
Gleichheit bewiesen. �
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Beweis von Satz 19.118. Auch für nicht-quadratischesA ist die quadratischeMatrix
A∗A hermitesch und positiv semi-definit, wieman leicht mit derselben Rechnungwie im
quadratischen Fall überprüft.

Die Eindeutigkeit von Σ könnenwir dann ähnlichwie in demvorher behandelten Fall be-
weisen, denn aus A = VΣW∗ (für V ,W , Σ mit den Eigenschaften, die im Satz angegeben
wurden) folgtWΣ∗ΣW−1 = WΣ∗V∗VΣW∗ = A∗A. DieMatrix Σ∗Σ ist eine Diagonalmatrix
inMn(R), deren erste r Einträge die Zahlen σ2i sind; die anderen Einträge sind = 0. Die
Rechnung zeigt, dass diese Zahlen genau die Eigenwerte derMatrixA∗A sind, sie sind also
durchA festgelegt. Damit sind σ1, …,σr als die Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte
vonA∗A bestimmt.

Auch den Existenzbeweis beginnenwir ähnlichwie vorher:Wir können nach Korollar 19.110
und Lemma 19.119

W∗(A∗A)W = Σ∗Σ

für

Σ =
(
diag(σ1, …,σr) 0

0 0

)
∈ Mm×n(R)

in der im Satz angegebenen Form (und für r = rg(A)) schreiben.Wie im vorherigen Fall
könnenwir erreichen, dass σ1 ≥ · · · ≥ σr gilt, und nehmen an, dass das der Fall ist.

Schreibenwir S1, …, Sn ∈ Km für die Spalten vonAW und schreibenwir die obige Definition
von Σ um als

(AW)∗(AW) = diag(σ21 , …,σ2r ,0, …,0),
so sehenwir, dass gilt:

(a) S∗i Sj = 0 für alle i 6= j,

(b) S∗i Si = σ2i 6= 0 für i = 1, …, r,
(c) S∗i Si = 0, also Si = 0 für i = r + 1, …, n.

Aus (a) und (b) folgt, dass b1 := 1
σ1
S1, …, br := 1

σr
Sr ein Orthonormalsystem in Km bilden.

Wir ergänzen dieses zu einer OrthonormalbasisB = (b1, …, bm) vonKm und definieren V
als die (invertierbare) Matrixmit den Spalten b1, …, bm. Es gilt dann V−1 = V∗, weilB eine
Orthonormalbasis ist.

Behauptung. Es giltA = VΣW∗.

Begründung. Es ist äquivalent zu zeigen, dass AW = VΣ ist. Für die ersten r Spalten folgt
das aus der Definition von V . Die letzten n − r Spalten beiderMatrizen sind Null nach (c)
bzw. nach Definition von Σ. �

Beispiel 19.120. Wir berechnen als einfaches Beispiel eine Singulärwertzerlegung der
Matrix

A =
(4
5 −3
3
5 4

)
Es ist dann

A∗A =
(
1 0
0 25

)
.

Dies ist bereits eine Diagonalmatrix, so dasswir fürW eine Permutationsmatrixwählen
können, die die Einträge in absteigende Reihenfolge bringt, im hier gegebenen Fall also

W =
(
0 1
1 0

)
.

Dann setzenwir
Σ = diag(5, 1)
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und

V = AWΣ−1 =
(4
5 −3
3
5 4

)(
0 1
1 0

)(
1
5 0

0 1

)
= 1

5

(
−3 4
4 3

)
.

Damit erhaltenwir

A = 1

5

(
−3 4
4 3

)(
5 0
0 1

)(
0 1
1 0

)
als eine Singulärwertzerlegung derMatrixA. Eine andereMöglichkeitwäre,W =

(
0 −1
1 0

)
zu setzen.WeilA invertierbar ist, ist V eindeutig bestimmt, sobaldW gewähltwurde. ♦

Bemerkung19.121. Es ist nützlich, die Singulärwertzerlegungmit demSatzüberdie Smith-
Normalform (Satz I.7.37) zu vergleichen, denwir folgendermaßen formulieren können: Für
jeden Körper K und jedeMatrixA ∈ Mm×n(K) existieren invertierbareMatrizen V ∈ Mm(K)
undW ∈ Mn(K)mit

A = V

(
Er 0
0 0

)
W−1.

Dieses Ergebnis gilt also über jedemKörper, und die Normalform ist einfacher, als diejenige,
diewir aus der Singulärwertzerlegung erhalten.

Die Singulärwertzerlegung gilt überR und überC, ist aber dort einewesentlich stärkere
Aussage,weil V undW orthogonale bzw. unitäreMatrizen sind. Stellt man sich dieseMa-
trizen als Basiswechselmatrizen vor, so brauchenwir also nur einen Basiswechsel von der
Standardbasis zu einer Orthonormalbasis von Kn durchzuführen. Sowohl rechnerisch als
auch geometrisch ist daswesentlich einfacher.

Dass die erhaltene »Normalform«, also dieMatrix Σ, in diesem Fall komplizierter ist als im
Fall der Smith-Normalform ist eher einVorteil als ein Nachteil, weil Σ nochmehr Informa-
tionen überA enthält als nur den Rang vonA. Diesen Aspektwollenwir im Folgenden noch
etwasweiter beleuchten. ♦

Im folgenden Lemma könntenwir über einem beliebigen Körper (mit einer Involution σ)
arbeiten, es wird aber speziell in der Situation der Singulärwertzerlegung nützlich sein,
daher formulierenwir es für den Fall der reellen bzw. komplexen Zahlen.

Lemma 19.122. Seienm, n ∈ N. Seien V ∈ Mm(K), W ∈ Mn(K) undΣ =
(
Σr 0
0 0

)
∈ Mm×n(K)

mitΣr = diag(σ1, …,σr), σi ∈ K.
Wir bezeichnenmit v1, …, vn die Spalten von V undmit w1, …,wn die Spalten vonW.

Dann gilt

VΣW∗ =
r∑
j=1

σjvjw
∗
j .

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Rechnung (und vielleicht ist es einfacher, die
Rechnung selbst zumachen, als den Beweis hier durchzugehen).

Wir schreiben V = (vij)i,j ,W = (wjk)j,k und setzen σj = 0 für j > r. Der Eintrag in Zeile i und

Spalte k des Produkts VΣW∗ ist dann
n∑
j=1

vijσjwkj =
r∑
j=1

vijσjwkj.

Andererseits ist vj = (v1j, …, vmj)t ,wj = (w1j, …,wnj)t , alsow∗
j = (w1j, …,wnj), und damit

vjw
∗
j = (vijwkj)ik ∈ Mm×n(K).
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Insgesamt folgt damit die Behauptung. �

Sei nun A = VΣW∗ eineMatrix vomRang rwie im Satz über die Singulärwertzerlegung.
Seien σi die Singulärwerte vonA.Wie im Lemma bezeichnenwirmit vj bzw.wj die Spalten

von V undW und erhalten dann

A =
r∑
j=1

σjvjw
∗
j .

DieMatrizen σjvjw
∗
j ∈ Mm×n(K) haben alle Rang= 1 (denn alle Spalten sindVielfache von

vj , und mindestens eine Spalte ist 6= 0, weil weder vj noch wj noch σj verschwinden).Wir

können alsomittels der Singulärwertzerlegung dieMatrixA in einer ganz speziellenWeise
als SummevonMatrizen vomRang 1 schreiben.

Andererseits hat für k ≤ r die Summe

k∑
j=1

σjvjw
∗
j

Rang k, wie man sieht, wennmanwieder Lemma 19.122 anwendet und das obige Argument
»rückwärts« durchgeht. Sie kann folglich als Approximation vonA durch eineMatrix vom
Rang k betrachtetwerden (jedenfalls, wennman an den Fall denkt, dass nur Summanden
wegfallen, für die σj »klein« ist). In der Tat kannman zeigen, dass dies in einem geeigne-

ten Sinne die beste Approximation von A durch eine Matrix vom Rang k ist, siehe die folgende
Ergänzung 19.123. Für die Praxis bedeutet das, dass die Singulärwertzerlegung eine nütz-
liche Methode zur Datenkompression ist: Wenn A ∈ Mm×n(K) eine Matrix ist (die nicht
zufällig sehr viele Nullen enthält oder eine andere offensichtliche Struktur hat), mussman
mn Zahlen abspeichern, um die durchA gegebene Information vollständig abzuspeichern.
Wenn es genügt, diese Information »näherungsweise« zu behalten, d.h. wennmanA durch
die oben gegebene Approximation für ein geeignet gewähltes k ersetzt, so mussman nur

noch die Zahlen undVektoren speichern, die in die Summe
∑k

j=1 σjvjw
∗
j eingehen, also nur

k(m + n + k) Zahlen abspeichern. Siehe Abschnitt 19.9.4.

Ergänzung 19.123. Um die Tatsache zu präzisieren, dass man aus der Singulärwertzerle-
gung die »beste« Approximation einerMatrixA durch eineMatrix vomRang k ≤ r erhält,
betrachtenwir auf demRaumMm×n(K) die sogenannte Spektralnorm, die fürA ∈ Mm×n(K)
definiert ist durch

‖A‖2 := sup
x∈Kn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈Kn, ‖x‖=1

‖Ax‖,

wobei im Zähler bzw. Nenner imTerm in derMitte die Norm auf Km bzw. auf Kn verwendet
werde, die durch das jeweilige Standardskalarprodukt induziertwird.Weil dieMenge {x ∈
Kn; ‖x‖ = 1} eine kompakte Teilmenge von Kn ist, wird das Supremum an einem Punkt
dieser Teilmenge angenommen, es handelt sich also in beiden Fällen um einMaximum.

Es ist leicht zu zeigen, dass die AbbildungMm×n(K) → R≥0,A 7→ ‖A‖2, die Eigenschaften
einerNorm auf demK-VektorraumMm×n(K) hat (vergleiche Ergänzung 19.58), es gilt also

(a) A = 0 ⇔ ‖A‖2 = 0 für alleA ∈ Mm×n(K),

(b) ‖aA‖2 = |a| ‖A‖2 für alle a ∈ K,
(c) ‖A + B‖2 ≤ ‖A‖2 + ‖B‖2 für alleA,B ∈ Mm×n(K).

Eine DiagonalmatrixD = diag(d1, …, dn) hat die Spektralnorm ‖D‖2 = maxi|di|, wie man
leicht anhand der Definition zeigt. Analog verhält es sich für Matrizen der Form, die die
Matrix Σ in der Singulärwertzerlegung hat.
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Das nächste Lemma zeigt, dass die Spektralnorm »unitär invariant« ist, sich also nicht
verändert, wenn man eine Matrix von links und/oder rechts mit einer unitären Matrix
multipliziert.

Lemma 19.124. SeienA ∈ Mm×n(K)und seienV ∈ GLm(K),W ∈ GLn(K) orthogonale bzw. unitäre
Matrizen, d.h. es gelte V−1 = V∗, W−1 = W∗.

Dann ist ‖A‖2 = ‖VAW‖2.

Beweis. Wir lassen den (einfachen) Beweis aus. �

Als Folgerung sehenwir: HatA ∈ Mm×n(K),A 6= 0, die SingulärwertzerlegungA = VΣW∗

und sind σ1 ≥ · · · ≥ σr die Singulärwerte von A, so gilt ‖A‖2 = ‖Σ‖2 = σ1. Wennwir die
Beschreibung der Singulärwerte als der Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte derMa-
trixA∗A verwenden, sehenwir: Für jedeMatrixA ist ‖A‖22 der größte Eigenwert der positiv
semidefiniten hermiteschenMatrixA∗A. (Damit kannman auch das obige Kompaktheit-
sargument umgehen und einen anderen Beweis dafür geben, dass das Supremum in der
Definition der Spektralnorm immer angenommenwird.)

Satz 19.125. Sei A ∈ Mm×n(K)mit Singulärwertzerlegung A = VΣW∗ , und sei r = rg(A). Sei k ≤ r
und

Ak =
k∑
j=1

σjvjw
∗
j ,

wobei wie obenmit vj bzw. wj die Spalten von V bzw.W bezeichnet werden.

Dann gilt

‖A − Ak‖2 ≤ ‖A − B‖2
für alle B ∈ Mm×n(K)mit rg(B) = k.

Beweis. Mit Lemma 19.124 folgt

‖A − Ak‖2 = ‖V∗(A − Ak)W‖2 =
∥∥∥∥(diag(0, …,0,σk+1, …,σr) 0

0 0

)∥∥∥∥
2

= σk+1.

Für k = r giltAk = A, und dann ist die Aussage klar. Sei k < r und B ∈ Mm×n(K) vomRang k,
also dim(Ker(B)) = n − k. Sei

U = 〈w1, …,wk+1〉 ⊆ Kn,

dies ist einUntervektorraumderDimension k+1.AusDimensionsgründen folgtU∩Ker(B) 6=
0, es gibt also einenVektor v 6= 0 in diesemDurchschnitt. Indemwir v geeignet skalieren,
könnenwir ‖v‖ = 1 annehmen.

Schreibenwir v =
∑k+1

i=1 aiwi , so habenwirw
∗
j v = aj für j = 1, …, k, weil diewj eine Orthonor-

malbasis bilden. Damit ergibt sich

‖A − B‖2 ≥ ‖(A − B)v‖ = ‖Av‖ =

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

σjvjw
∗
j v

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k+1∑
j=1

σjajvj

∥∥∥∥∥ .

Weil v1, …, vm eine Orthonormalbasis sind, gilt weiter∥∥∥∥∥
k+1∑
j=1

σjajvj

∥∥∥∥∥ =

√√√√ k+1∑
j=1

(σjaj)
2 ≥ σk+1

√√√√ k+1∑
j=1

a2j = σk+1 ‖v‖ = σk+1 = ‖A − Ak‖2,

und der Beweis ist abgeschlossen. �
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� Ergänzung 19.123

Weitere Quellen zur Singulärwertzerlegung (auch zur Geschichte, und zu Anwen-
dungen):

[LM], Kapitel 19,

R. A. Horn, I. Olkin, When does A∗A = B∗B and why does one want to know?,
Amer. Math. Monthly 103 (1996) 470–482.

D. Austin,WeRecommend a Singular Value Decomposition,
http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fcarc-svd

19.8.2. Die Polarzerlegung. Ist z ∈ C×, so existieren eindeutig bestimmte Zahlen
p ∈ R>0 und u ∈ Cmit |u| = 1 und z = pu (nämlich p = |z|, u = p−1z). Die Zahl u lässt
sich mithilfe der (komplexen) Exponentialfunktion exp:C → C als u = exp(iφ) für eine
eindeutig bestimmte Zahl φ ∈ [0, 2π) schreiben. Die Darstellung z = p exp(iφ) nenntman
die Darstellung von z in Polarkoordinaten.Wennman auch p = 0 zulässt, kannman natürlich
auch z = 0 in dieser Form schreiben; allerdings ist dann u nicht eindeutig bestimmt. Siehe
Bemerkung I.11.43.

Analog zuderDarstellungkomplexerZahlendurchPolarkoordinatenhabenwir die folgende
Polarzerlegung fürMatrizen über den reellen oder komplexen Zahlen. (Man kannwie im Fall
der Singulärwertzerlegung auch für die Polarzerlegung eineVariante für nicht-quadratische
Matrizen angeben, aberwir verzichten darauf, um die Darstellung einfacher zu halten.)

Wir nennen (siehe Definition 19.51) eine hermitescheMatrixA ∈ Mn(K) positiv definit, wenn
v∗Av > 0 für alle v 6= 0 gilt, und positiv semidefinit,wenn v∗Av ≥ 0 für alle v gilt, alsowenn die
hermitesche Sesquilinearform βmitME (β) = A die entsprechende Eigenschaft hat. (Hier
sei E die Standardbasis vonKn.)

Satz 19.126 (Polarzerlegung). Seien n ∈ N und A ∈ Mn(K).

(1) Es existieren eine orthogonale bzw. unitäreMatrix U ∈ GLn(K) und eine eindeutig bestimmte positiv
semidefinite hermitescheMatrix P ∈ Mn(K)mit A = UP.

(2) Ist A invertierbar, so ist auch U eindeutig bestimmt, und P ist sogar positiv definit.

Beweis. SeiA = VΣW∗ eine Singulärwertzerlegung vonA.Wir setzen dann U = VW∗

und P = WΣW∗. Dann gilt A = UP, U ist orthogonal bzw. unitär und P ist positiv semi-
definit. IstA invertierbar, so ist Σ eine Diagonalmatrix, deren Einträge sämtlich positiv sind,
also eine positiv definiteMatrix, und das gilt dementsprechend auch für P.

Wir müssen noch die Eindeutigkeit von P (und im invertierbaren Fall von U) begründen.

Ist A = UP, so folgt A∗A = P∗U∗UP = P2, also ist P2 durch A eindeutig festgelegt. Die
Eindeutigkeitsaussage für P folgt daher aus dem folgenden Lemma 19.127. Ist A invertierbar,
so ist auch P invertierbar, und dann ist auch U = AP−1 eindeutig bestimmt. �

Es bleibt noch das Lemma über die »Quadratwurzel« einer positv semidefiniten Matrix
nachzutragen.

Lemma 19.127. Sei Q ∈ Mn(K) eine positiv semidefinite hermitesche Matrix. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte positiv semidefinite hermitescheMatrix P ∈ Mn(K)mit P2 = Q.

http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fcarc-svd
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Beweis. Es existiert eine orthogonale bzw. unitäre Matrix S, so dassD := S∗QS eine
Diagonalmatrix ist (Korollar 19.110).WeilQ und damitD positiv semidefinit ist, sind alle Dia-
gonaleinträge vonD nicht-negative reelle Zahlen. Es ist dann klar, dass eine Diagonalmatrix
D′ mit (D′)2 = D existiert, undwir können P := SD′S∗ setzen.

Nun kommenwir zur Eindeutigkeit. Sei P2 = Q für eine positiv semidefinite hermitesche
Matrix P ∈ Mn(K). Sei S eine orthogonale bzw. unitäreMatrix, so dass S−1PS eine Diagonal-
matrix ist. Betrachtenwir S als Basiswechselmatrix zwischen der Standardbasis und einer
OrthonormalbasisB, sowerden die Eigenräume von P jeweils von gewissenVektoren der
BasisB erzeugt. Nun ist auch S−1QS eine Diagonalmatrix, undweil für nicht-negative reelle
Zahlen λ, μ gilt, dass die Bedingungen λ = μ und λ2 = μ2 äquivalent sind, sehenwir, dass
jeder EigenraumvonQ auch ein Eigenraumvon P ist, und genauer gilt

Vλ(P) = Vλ2(Q)

für alle λ ∈ R (wobei wir Vλ als den Nullraum betrachten, wenn λ kein Eigenwert der
betrachtetenMatrix ist). Da dieMatrix P als hermitescheMatrix diagonalisierbar ist, ist P
durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt. �

(Auf die Voraussetzung, dass P positiv semidefinit und hermitesch sei, kannman für die
Eindeutigkeitsaussage nicht verzichten!)

Dieses Lemma kannman für invertierbaresA auch benutzen, um direkt die Existenz der Po-
larzerlegung zu beweisen. In derTat, istA ∈ GLn(K), so istQ := A∗A hermitesch und positiv
definit, nach dem Lemma also von der Form P2 für eine positiv semidefinite hermitesche
Matrix P. Für U := AP−1 gilt dannA = UP und

U∗ = (P−1)∗A∗ = P−1QA−1 = PA−1 = U−1

also ist U orthogonal bzw. unitär.

WennA = UP die Polarzerlegung vonA ist, dann ist det(A) = det(U)det(P) die Polarzer-
legung der komplexen Zahl det(A) (denn det(P) ∈ R≥0 und det(U) ist eine komplexe Zahl
mit Absolutbetrag 1.

Ergänzung 19.128 (Polarzerlegung und »nächste« unitäreMatrix). Ist z ∈ C× eine kom-
plexe Zahl mit Polarzerlegung z = up, |u| = 1, p ∈ R>0, dann ist u diejenige komplexe Zahl
mit Absolutbetrag 1, die den kleinsten Abstand zu z hat, und −u die komplexe Zahl mit
Absolutbetrag 1, die den größten Abstand zu z hat.

Eine ähnliche Aussage gilt für die Polarzerlegung von komplexenMatrizen. Recht leicht
ist sie für die sogenannte Frobenius-Norm vonMatrizen zu beweisen, die folgendermaßen
definiert ist.

Definition 19.129. Unter der Frobenius-Norm ‖A‖F einer Matrix A = (aij)i,j ∈ Mm×n(K)
verstehenwir die Zahl

‖A‖F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 ∈ R≥0.

a

Die Frobenius-Norm ist die Norm, die dem Standardskalarprodukt auf demVektorraum
Mm×n(K) = Kmn zugeordnet ist; wir betrachten hier also (m × n)-Matrizen als Vektorenmit
mn Einträgen und die zugehörige euklidische Norm. Eine einfache Rechnung zeigt:

Lemma 19.130. Sei A ∈ Mm×n(K). Dann gilt

‖A‖F = Spur(A∗A).
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Daraus (oder einfach aus der ursprünglichen Definition) folgt, dass die Frobenius-Norm

einer DiagonalmatrixD = diag(d1, …, dn) gegeben ist durch ‖D‖F =
√∑n

i=1|di|
2. Außerdem

erhaltenwir, dass die Frobenius-Norm unitär invariant ist.

Korollar 19.131. Seien A ∈ Mm×n(K), S ∈ GLm(K), T ∈ GLn(K)mit SS∗ = Em, TT
∗ = En.

Dann gilt

‖A‖F = ‖SAT‖F .

Damit könnenwir den angekündigten Satz über die Approximationseigenschaft des Faktors
U in der PolarzerlegungA = UP einerMatrixA formulieren und beweisen.

Satz 19.132. Sei A ∈ Mn(K)mit Polarzerlegung A = UP, U ∈ GLn(K), UU∗ = En, P ∈ Mn(K)
hermitesch und positiv semidefinit.

Dann gilt für jedes T ∈ GLn(K)mit TT∗ = En :

‖A − U‖F ≤ ‖A − T‖F ≤ ‖A + U‖F .

Beweis. Die Matrix P ist hermitesch, es existiert also S ∈ GLn(K), S∗S = En, so dass
D := S∗PS eine Diagonalmatrix inMn(R) ist.Weil P positiv semidefinit ist, sind die Einträge
vonD alle nicht-negativ.

Weil die Frobenius-Norm unitär invariant ist, gilt

‖A − U‖F = ‖UP − U‖F = ‖US∗DS − U‖F = ‖D − SS∗‖F = ‖D − En‖F
und analog

‖A − T‖F = ‖D − SU∗TS∗‖F , ‖A + U‖F = ‖D + En‖F .
DieMatrix SU∗TS∗ ist als Produkt von unitären (bzw. orthogonalen) Matrizenwieder unitär
(bzw. orthogonal). Es genügt also nun zu zeigen, dass für jedes V ∈ GLn(K)mitV∗V = En
gilt:

‖D − En‖F ≤ ‖D − V‖F ≤ ‖D + En‖F .
SchreibenwirD = diag(d1, …, dn) und V = (vij)i,j , so habenwir

‖D + V‖F = Spur((D − V)∗(D − V))

= Spur(D∗D) − Spur(V∗D + DV) + Spur(V∗V)

= ‖D‖F + Spur(V∗D + DV) + ‖En‖F ,

weil die Spurabbildung linear ist,D∗ = D gilt und V∗V = En ist. Im letzten Ausdruck dieser
Gleichungskette hängt nur dermittlere Term noch von V ab, undwirwollen diesen Term für
die Fälle En, V und−En vergleichen.Weil für alle MatrizenM,M′ gilt, dass Spur(MM′) =
Spur(M′M) ist, habenwir außerdem

Spur(V∗D + DV) = Spur(D(V∗ + V)) =
n∑
i=1

(2di Re(vii)).

Wennwir fürV die Einheitsmatrix bzw. dasNegative der Einheitsmatrix einsetzen, ist vii = 1
bzw. vii = −1.Wir sehen so, dass es genügt, die Abschätzung

−2di ≤ 2di Re(vii) ≤ 2di,

zu beweisen. Für di = 0 ist das offensichtlich. Ist di > 0, so könnenwir durch 2di teilen und
erhalten die äquivalente Aussage

−1 ≤ Re(vii) ≤ 1,

die aus ‖(v1i, …, vni)t‖ = 1 folgt (denn die Spalten einer orthogonalen bzw. unitärenMatrix
bilden eine Orthonormalbasis und haben insbesondere Norm= 1). �
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In der Arbeit

K. Fan, A. Hoffmann, Somemetric inequalities in the space of matrices, Proc. Amer. Math. Soc. 6
(1955), 111–116,
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1955-0067841-7

wirdbewiesen, dass dieseApproximationseigenschaftdes unitärenFaktors in der Polarzerle-
gung sogar für jedeNorm ‖∙‖ auf Mn(C) gilt, die unitär invariant ist, für die also ‖A‖ = ‖SAT‖
für alleA ∈ Mn(C) und alle S,T ∈ U(n) gilt. Insbesondere hat auch die Spektralnorm ‖∙‖2
aus Ergänzung 19.123 diese Eigenschaft (Lemma 19.124). � Ergänzung 19.128

19.9. Ergänzungen *

Auch zumThema »Bilinearformen« gäbe es noch eineMengemehr zu sagen…Hier sind
einige Beispiele (zumTeil nur sehr skizzenhaft).

19.9.1. Alternierende Bilinearformen. Sei K ein Körper.

Definition 19.133. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform β:V × V → K heißt alternie-
rend, wenn β(v, v) = 0 für alle v ∈ V gilt. a

Es folgt dann, dass β(v,w) = β(w, v) für alle v,w ∈ V ist. Gilt 1 6= −1 in K, so gilt auch die
Umkehrung.

Die Klassifikation alternierender Bilinearformen ist unabhängig vomGrundkörper und ist
insofern einfacher als die Klassifikation von symmetrischen Bilinearformen.

Satz 19.134. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei β eine alternierende Bilinearform
auf V. Dann existiert eine BasisB von V, so dass die Strukturmatrix von β bezüglichB eine Blockdiago-
nalmatrix der Form

diag

((
0 1

−1 0

)
, …,

(
0 1

−1 0

)
,0, …,0

)
ist.

Wir lassen den (nicht sehr schwierigen) Beweis hier aus.

Insbesondere sehenwir, dass β nur dann nicht-ausgeartet sein kann,wennV gerade Dimen-
sion hat. Das ist für Körper, in denen 1 6= −1 gilt, auch leicht dadurch zu zeigen, dassman
die Determinante der Strukturmatrix von β bezüglich einer beliebigen Basis betrachtet.

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraummit einer nicht-ausgearteten alternierenden
Bilinearform β. Dann heißt die Gruppe der »Isometrien«, also der Automorphismen von V ,
die β erhalten, die symplektische Gruppe von (V , β):

Sp(V , β) = {f ∈ AutK(V); β(f (v), f (w)) = β(v,w) für alle v,w ∈ V}.

Analog kannman eineMatrixversion der symplektischen Gruppe definieren, indemman
eine nicht-ausgeartete alternierende Bilinearform auf dem Standardvektorraum Kn be-
trachtet.

https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1955-0067841-7
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19.9.2. Die Hornsche Vermutung. Seien A ∈ Mn(C) eine hermitesche Matrix. Wir
wissen (Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen, Korollar 19.109), dassA diago-
nalisierbarmit reellen Eigenwerten ist, undwir schreiben α1 ≥ · · · ≥ αn für die Eigenwerte
vonA, absteigend angeordnet undmit derVielfachheit, wie sie im charakteristischen Po-
lynom auftreten, so dass wir jeder hermiteschen Matrix der Größe n × n ein absteigend
geordnetes n-Tupel von reellen Zahlen zuordnen.

Die Hornsche Vermutung (nach A. Horn, Eigenvalues of sums of Hermitian matrices, Pacific
Journal Math. 12 (1962), 225–241) betrifft die Frage, zu welchen Tupeln α1 ≥ · · · ≥ αn,
β1 ≥ · · · ≥ βn und γ1 ≥ · · · ≥ γn es hermitesche Matrizen A, B und C mit den jeweiligen
Eigenwerten undmitA + B = C gibt.

AusA + B = C folgt Spur(A) + Spur(B) = Spur(C) und damit
n∑
i=1

αi +
n∑
i=1

βi =
n∑
i=1

γi.

Diese Gleichung hängt offenbar nicht davon ab, dass dieMatrizen hermitesch sind. (Ohne
dieVoraussetzung, dassA, B und C hermitesch seien, kannman aber außer der Summen-
gleichheit nicht viel darüber sagen,wie die Eigenwerte einer Summe von zwei Matrizenmit
den Eigenwerten der Summanden zusammenhängen.)

Im hermiteschen Fall kannman dieMenge der Tupel der obigen Form ganz präzise durch
Ungleichungen an die Zahlen αi, βi, γi beschreiben. Es ist zum Beispiel nicht sehr schwer zu
sehen, dass γ1 ≤ α1 + β1 geltenmuss. Allgemeinermuss

γi+j−1 ≤ αi + βj für alle i, jmit i + j − 1 ≤ n

gelten,wie HermannWeyl9 1912 zeigen konnte.

Aber diese Ungleichungen reichen noch nicht aus. A. Horn gab in der oben genannten Arbeit
eine Menge von Ungleichungen an, von der er vermutete, dass sie genau die Menge aller
Tupel mit den obigen Eigenschaften beschreibt. Der Beweis dieser Vermutung konnte erst
1999 von Knutson undTao, aufbauend auf Resultaten von Klyachko, Totaro und anderen,
abgeschlossenwerden.DiedabeiverwendetenMethodengehenweit überdie lineareAlgebra
hinaus.

Eine umfangreiche Übersicht undweitere Literaturverweise finden Sie in dem folgenden
Artikel. Allerdings ist der Beweis selbst, wie gesagt, erst mit wesentlich weitergehenden
Kenntnissen zugänglich.Diese Ergänzung ist also so zubetrachten, dass einmathematisches
Problemvorgestelltwird, dasmit denMethoden dieseVorlesung formuliertwerden kann
und schon seit über 100 Jahren untersuchtwird (auchweil es auch an anderer Stelle relevant
ist), das aber erst relativkürzlichundunterBenutzungvonschwierigenErgebnissen,dieüber
das typischeMathematikstudium hinausgehen, bewiesenwurde. Vielleicht können/mögen
Sie dieses Beispiel als Motivation dafürmitnehmen, nochmehrMathematik zu lernen.

W. Fulton, Eigenvalues, invariant factors, highest weights, and Schubert calculus, Bull. Amer. Math.
Soc. 37, no. 3 (2000), 209–249.
https://www.ams.org/journals/bull/2000-37-03/S0273-0979-00-00865-X/

19.9.3. DieMoore-Penrose-Inverse. SeiA ∈ Mm×n(C) eineMatrix mit Singulärwert-
zerlegungA = VΣW∗.Wir schreibenwie oben

Σ =
(
diag(σ1, …,σr) 0

0 0

)
∈ Mm×n(C)

9 https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Weyl

https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Weyl
https://www.ams.org/journals/bull/2000-37-03/S0273-0979-00-00865-X/
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und definieren

Σ† =
(
diag(σ−1

1 , …,σ−1
r ) 0

0 0

)
∈ Mn×m(C).

Man beachte, dass Σ† eine (n × m)-Matrix ist, also dieselbe Größe hatwie Σt .

Dann kannman zeigen (siehe Satz 19.135), dass

A† := WΣ†V∗ ∈ Mn×m(C)

unabhängig von derWahl der Singulärwertzerlegung von A ist. Die Matrix A† heißt die
Moore-Penrose-Inverse derMatrixA.WennA quadratisch und invertierbar ist, so gilt offenbar

Σ† = Σ−1 und es folgt A† = A−1. Wie die Bezeichnung suggeriert, handelt es sich also
um eineVerallgemeinerung der inversenMatrix auf nicht-invertierbare und sogar nicht-

quadratischeMatrizen.Wir sehen an der Definition, dassA† nur reelle Zahlen als Einträge
hat, sofernA ∈ Mm×n(R) ist.

Man kann dieMoore-Penrose-Inverse auch durch die folgenden Bedingungen charakteri-
sieren:

Satz 19.135. Sei A ∈ Mm×n(C). Dann existiert genau eineMatrix B ∈ Mn×m(C)mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) ABA = A,

(b) BAB = B,

(c) AB ist hermitesch,

(d) BA ist hermitesch.

DieseMatrix B ist die oben definierteMoore-Penrose-Inverse A†.

Wir lassen den Beweis aus.

Im Kontext von linearen Gleichungssystemen hat dieMoore-Penrose-Inverse die folgende
Bedeutung.Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Ax = bmit A ∈ Mm×n(C) und
b ∈ Cm. Für invertierbaresA ist x = A−1b die eindeutig bestimmte Lösung für dieses Glei-
chungssystem. Im allgemeinen ist das Gleichungssystem genau dann lösbar, wenn b im Bild
vonA liegt. In der Praxis istman daran interessiert, einerseits in demFall, dass das gegebene
lineare Gleichungssystem nicht lösbar ist, durch geeignete Abänderung von b zu einem lös-
baren Gleichungssystem überzugehen. Andererseits möchteman auf möglichst natürliche
Art undWeise aus der Lösungsmenge eine Lösung auswählen, auchwenn die Lösungsmenge
mehr als ein Element enthält (und folglich unendlich ist). DieMoore-Penrose-Inverse ist
eineMöglichkeit, diese Aufgabe zu lösen. Und zwar setzenwir

b′ := AA†b.

Dann ist b′ im Bild von A und b′ = b, sofern b im Bild von A liegt (wegen Eigenschaft (a)
im vorherigen Satz). Also ist das lineare GleichungssystemAx = b′ lösbar, und in der Tat
sehenwir direkt die Lösung x = A†b. Im Fall, dassA invertierbar ist, ist daswegenA† = A−1

tatsächlich die eindeutig bestimmte Lösung des ursprünglich gegebenenGleichungssystems.

Der folgende Satz charakterisiert die VektorenAA†b undA†bmithilfe der zum Standardska-
larprodukt auf Cm bzw.Cn gehörigen Norm.

Satz 19.136. Seien A ∈ Mm×n(C) und b ∈ Cm. Sei A† dieMoore-Penrose-Inverse von A. Dann gilt
b′ := AA†b ∈ Im(A), und für alle c ∈ Im(A) gilt

‖b − b′‖ ≤ ‖b − c‖,

der Vektor b′ mininiert also unter allen Vektoren im Bild von A den Abstand zu b.
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Abbildung 3. Das Originalfoto

Außerdem gilt für alle y ∈ Cn mit ‖b − Ay‖ = ‖b − b′‖, dass

‖A†b‖ ≤ ‖y‖,

derVektorA†b hat also die kleinstmöglicheNorm für einenVektor, dessenBild unterAminimalenAbstand
zu b hat.

Für einen Beweis siehe [LM] Satz 19.7.

19.9.4. Bildkompressionmit der Singulärwertzerlegung. Wir skizzieren,wie die
Singulärwertzerlegung zur Bildkompression verwendetwerden kann. Auchwenn sie dafür
letztlich oft nicht dasVerfahren derWahl ist, illustriert das dieMöglichkeit, Daten inMa-
trixformmit der Singulärwertzerlegung strukturell zu zerlegen bzw. zu »analysieren« und
dann zumBeispiel zu komprimieren, sehr eindrücklich.

Wir betrachten (ähnlichwie in Ergänzung I.5.63) ein Schwarz-Weiß-Bild mit der Auflösung
von512×512Pixeln, in dem jeder Pixel, also jederBildpunkt, durch einenGrauwert zwischen
0 und 255 beschrieben ist.

Aus diesenGrauwerten erhaltenwir eineMatrixA ∈ M512(R), deren Singulärwertzerlegung
A = VΣW∗wir bilden können.Wennwir von der Diagonalmatrix Σ nur die ersten k Einträge
behalten und den Rest auf Null setzen, erhaltenwir eine »Approximation« der Matrix A
(vergleiche Ergänzung 19.123) durch eine Matrix vom Rang k. Um diese abzuspeichern,
benötigen wir nur die ersten k Zeilen von V , die ersten k Spalten vonW und die ersten k
Einträge auf der Diagonale von Σ, insgesamt also nur 512(2k+ 1) Zahlen. (Wir lassen hier
allerdings unter den Tisch fallen, dass es sich bei diesen Zahlen nicht um natürliche Zahlen
zwischen 0 und 255 handelt, die man direkt in einem Byte abspeichern kann, sondern um
reelle Zahlen, für die man eine geeignet gute Approximation abspeichernmuss.)

Die Grundstruktur dieses speziellen Fotosmit den senkrechten Buchrücken kann schonmit
nur 4 Singulärwerten »wiedererkennbar« gespeichertwerden. Um dieselbe Druckqualität
wie beimOriginalbild zu erreichen, braucht man aber deutlichmehr Singulärwerte und das
Verfahren ist (je nach Foto) demVerfahrenmit demHaar-Wavelet, Ergänzung I.5.63, oder
anderenVerfahren, unterlegen.
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Abbildung 4. Das Ergebnis, wenn (von links oben nach rechts unten) nur
die ersten 4 bzw. nur die ersten 25 bzw. nur die ersten 60 bzw. nur die ersten
100 Singulärwerte behaltenwerden.

Demo-Webseite zur Kompression mit der Singulärwertzerlegung mit mehreren
Fotos:
http://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/

http://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/




ANHANG E

Zusammenfassung *

E.1. Ringe

E.1.1. Definition, Ideale, Polynomring.

Definition E.1. (1) EinRing ist eineMengeR zusammenmitVerknüpfungen+:R×R → R
(Addition) und ∙:R × R → R (Multiplikation), so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine kommutative Gruppe,

(b) dieMultiplikation ∙ ist assoziativ,

(c) es gelten die Distributivgesetze a(b + c) = a ∙ b + a ∙ c und (a + b)c = a ∙ c + b ∙ c für
alle a, b, c ∈ R.

(2) Ist dieMultiplikation von R kommutativ, so nenntman R einen kommutativen Ring.

(3) Wenn dieMultiplikation von R ein neutrales Element besitzt, sowird dieses mit 1 be-
zeichnet, undman nennt R einen Ringmit Eins. a

Wenn nichts anderes gesagt wird, dann verstehenwir in diesem Skript unter einem Ring
immer einen Ringmit Eins.

Definition E.2. Sei R ein Ring. Ein Element a ∈ R heißt eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b ∈ R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet bezüglich derMultiplikation eine Gruppe, diewir die Einheitengruppe
odermultiplikative Gruppe von R nennen undmit R× bezeichnen. a

Definition E.3. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus von R nach S ist eine Abbildung
f :R → S, so dass gilt:

(a) für alle x, y ∈ R ist f (x + y) = f (x) + f (y),

(b) für alle x, y ∈ R ist f (xy) = f (x)f (y),

(c) es gilt f (1) = 1. a

Ein Ringisomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der einen Umkehrhomomorphis-
mus besitzt, äquivalent: ein bijektiver Ringhomomorphismus. Ein Unterring eines Rings
R ist eine Teilmenge S, die eine Untergruppe bezüglich der Addition ist, abgeschlossen ist
unter derMultiplikation und die 1 auf R enthält. Die Inklusion S → R ist dann ein injektiver
Ringhomomorphismus.

Definition E.4. Sei φ:R → R′ ein Ringhomomorphismus. Dann heißen Im f := f (R) das
Bild, und Ker f := f −1({0}) der Kern des Ringhomomorphismus f . a

Definition E.5. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge a ⊆ R heißt Ideal von R, falls a eine Unter-
gruppe von (R, +) ist und falls für alle a ∈ a und x ∈ R gilt: xa ∈ a und ax ∈ a. a

209
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Ist f :R → S ein Ringhomomorphismus, so ist Ker(f ) ein Ideal von R. Der Durchschnitt von
Idealen einesRingsR ist ein Ideal. IstM ⊆ R eineTeilmenge, so nennenwir denDurchschnitt
aller Ideale, dieM enthalten, das vonM erzeugte Ideal und bezeichnen dieses mit (M). Ist R

kommutativ, so gilt (x1, …, xn) := ({x1, …, xn}) =
{∑n

i=1 aixi; ai ∈ R
}

Definition E.6. Sei R ein Ring. Der Polynomring R[X] über R in der Unbestimmten X ist der
Ring aller Folgen (ai)i∈N mit nur endlich vielen Einträgen 6= 0, mit elementweiser Addition

und der Multiplikation (ai)i ∙ (bi)i =
(∑

j+k=i ajbk

)
i
. Dies ist ein kommutativer Ring mit

1 = (1,0,0, … ) (und 0 = (0,0, … )). Die Elemente von R[X] heißen Polynome.

Wir setzen X := (0, 1,0,0, … ) und können dann jedes Element in eindeutigerWeise als∑
i≥0 aiX

i schreiben (fast alle ai = 0). a

Die AbbildungR → R[X], a 7→ (a,0,0, … ) = aX0 = a ∙ 1 ist ein injektiver Ringhomomorphis-
mus undwir fassen vermöge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von
R[X] auf. Diese Elemente heißen konstante Polynome.

Allgemeiner könnenwir für n ∈ N≥1 den Polynomring R[X1, …,Xn] in den nUnbestimmten
X1, …,Xn, oder sogar für einebeliebige Indexmenge I denPolynomringR[Xi, i ∈ I]betrachten.

Satz E.7 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, φ:R → S ein Ringhomo-
morphismus und x ∈ S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter RinghomomorphismusΦ:R[X] → S
mitΦ(a) = φ(a) für alle a ∈ R undΦ(X) = x, nämlich∑

i

aiX
i 7→

∑
i

φ(ai)x
i.

Definition E.8. Sei R ein kommutativer Ring, f =
∑N

i=0 aiX
i ∈ R[X]mit aN 6= 0. Dann

heißt aN der Leitkoeffizient von f undN der Gradvon f , in Zeichen deg f . Das Element a0 heißt
derAbsolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f . Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Wir setzen formal deg 0 = −∞. a

Bemerkung E.9. Sei R ein Ring. Ist f ∈ R[X] ein Polynom, so erhaltenwir die Abbildung
R → R, x 7→ f (x). Abbildungen dieser Form nennenwir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring des Rings Abb(R,R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung, die f ∈ R[X] abbildet auf die zugehörige Polynomfunktion ist ein surjektiver
RinghomomorphismusvomPolynomringR[X] auf denRing der PolynomfunktionenR → R,
der aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Körpermit unendlich vielen Elementen,
so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus. ♦

E.1.2. Integritätsringe, euklidische Ringe, Hauptidealringe, faktorielle Ringe.

E.1.3. Integritätsringe.

Definition E.10. Ein kommutativer Ring R heißt Integritätsring (oder Integritätsbereich),
wenn R 6= {0} und für alle x, y ∈ Rmit xy = 0 gilt: x = 0 oder y = 0. a

Lemma E.11. Sei R ein kommutativer Ring und seien f , g ∈ R[X]. Dann gilt:

(1) deg(f + g) ≤ max(deg f ,deg g), und
(2) deg(fg) ≤ deg f + deg g, und falls R ein Integritätsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.
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KorollarE.12. Sei R ein Integritätsring. Dann ist auch R[X] ein Integritätsring. Es gilt R[X]× = R× .

Definition E.13. Sei R ein Integritätsring. Seien a, b ∈ R.

(1) Wir sagen,a sei einTeilervon b (inZeichena | b), falls c ∈ Rexistiertmitac = b.Andernfalls
schreibenwir a - b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c ∈ R× existiert mit ac = b. a

Lemma E.14. Seien R ein Integritätsring und a, b ∈ R. Dann gilt

(1) a | b ⇔ b ∈ (a) ⇔ (b) ⊆ (a),

(2) a, b assoziiert⇔ (a | b und b | a) ⇔ (a) = (b).

Definition E.15. Ein Integritätsring R heißt euklidischer Ring, falls eine Abbildung

δ:R \ {0} → N (»Gradabbildung«)

existiert, so dass für alle a, b ∈ R, b 6= 0, (nicht notwendig eindeutig bestimmte) Elemente
q, r ∈ R existieren, so dass

a = qb + r

und r = 0 oder δ(r) < δ(b) ist. a

Beispiel E.16. (1) Der RingZ ist euklidisch, als Gradfunktion könnenwir den Absolutbe-
trag verwenden: δ(a) = |a|.

(2) Sei K ein Körper. Dann ist der Polynomring K[X]mit der Gradfunktion δ(f ) = deg(f )
ein euklidischer Ring.

♦

Definition E.17. Ein Ideal a in einem Ring R heißtHauptideal, wenn ein Element a ∈ R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x ∈ R}.

Ein Integritätsring R heißtHauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist. a

Satz E.18. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere sind Z und der Polynomring
K[X] in einer Unbestimmten über einemKörper K Hauptidealringe.

Definition E.19. Sei R ein Integritätsring.

(1) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt irreduzibel, falls für alle a, b ∈ Rmit p = ab gilt:
a ∈ R× oder b ∈ R×.

(2) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt prim (oder Primelement), falls für alle a, b ∈ Rmit
p | ab gilt: p | a oder p | b. a

Satz E.20. Sei R ein Integritätsring. Ist p ∈ R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so gilt
auch die Umkehrung.

Satz E.21. Sei R einHauptidealring. Dann lässt sich jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

LemmaE.22. Sei R ein Integritätsring, seien p1, …, pr ∈ R prim und seien q1, …, qs ∈ R irreduzibel.
Gilt

p1 ∙ · · · ∙ pr = q1 ∙ · · · ∙ qs,
so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der qi gilt für alle i = 1, …, r: Es gibt εi ∈ R×

mit pi = εiqi .
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Definition E.23. Ein Integritätsring R heißt faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R× ∪ {0}) als Produkt von Primelementen schreiben lässt. a

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«.

Satz E.24. Sei R ein Integritätsring. Dann sind äquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.

(ii) Jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) lässt sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

Beispiel E.25. Sei K ein Körper. Nach demGezeigten ist der Polynomring R = K[X] faktori-
ell. Es gilt R× = K× undwir erhalten: Jedes Polynom f ∈ K[X], f 6= 0, lässt sich schreiben als
Produkt f = uf1 ∙ · · · ∙ fr, wobei u ∈ K×, fi ∈ K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f ), und die fi sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die fi irreduzibel sind, gilt deg fi > 0.) ♦

E.1.3.1. Nullstellen von Polynomen. Sei K ein Körper.

Definition E.26. Sei f ∈ K[X]. Ein Element α ∈ K heißtNullstelle von f , falls f (α) = 0. a

Satz E.27. Ein Element α ∈ K ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f ∈ K[X] \ {0}, wenn X − α
das Polynom f teilt. Insbesondere sehen wir, dass ein Polynom vom Grad n höchstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.

Ist α eine Nullstelle des Polynoms f , und gilt (X− α)m|f , aber (X− α)m+1|f , so sagenwir, α sei
eine Nullstelle der Vielfachheitm und schreibenmultα(f ) := m.Wir sagen, ein Polynom f ∈
K[X] \ {0} zerfalle vollständig in Linearfaktoren,wenn f Produkt von linearen Polynomen
(d.h. von Polynomen vomGrad 1) ist.

DefinitionE.28. EinKörperK heißt algebraischabgeschlossen,wenn jedesPolynominK[X]\K
eine Nullstelle besitzt. a

TheoremE.29 (FundamentalsatzderAlgebra). DerKörperCderkomplexenZahlen ist algebraisch
abgeschlossen. (Ohne Beweis)

E.1.3.2. Der Quotientenkörper eines Integritätsrings. Sei R ein Integritätsring, und M =
R × (R \ {0}).Wir betrachten die folgende Äquivalenzrelation ~ auf M:

(a, b) ~ (c, d) ⇔ ad = bc.

Satz E.30. Sei K := M/ ~ . Wir schreiben a
b für die Äquivalenzklasse eines Elementes (a, b) ∈ M. Es

gilt dann also
a

b
= c

d
⇔ ad = bc.

Dann ist K mit den Verknüpfungen

a

b
+ c

d
= ad + bc

bd
und

a

b
∙
c

d
= ac

bd

ein Körper, der sogenannteQuotientenkörper von R.

Die Abbildung R → K, a 7→ a
1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus.Man schreibt oft a statt

a
1 und

fasst R als Teilmenge von K auf.
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E.1.3.3. Determinanten über Ringen. Sei R ein kommutativer Ring.Wir bezeichnen mit
Mn(R) dieMenge aller n× n-Matrizenmit Einträgen in R. Mit der üblichen Addition und
Multiplikation vonMatrizen ist dieswieder ein (im allgemeinen nicht-kommutativer) Ring.
Mit der Leibnizformel definieren wir die Determinante von quadratischen Matrizen in
Mn(R).

Satz E.31. Sei R ein kommutativer Ring. Seien A,B ∈ Mn(R). Dann gilt det(AB) = det(A)det(B)
(in R).

Satz E.32. Sei R ein kommutativer Ring. Sei A ∈ Mn(R). Es existiert genau dann eine Matrix B ∈
Mn(R) mit AB = BA = En (also ein multiplikatives Inverses von A in dem Ring Mn(R)), wenn
det(A) ∈ R× ist.

In der Vorlesung haben wir diese Sätze nur im Fall eines Integritätsrings R bewiesen. In
diesem Fall istMn(R) ein Unterring desMatrizenringsMn(K) über demQuotientenkörper K
von R und die beiden Sätze folgen leicht aus der Theorie der Determinante über Körpern.

E.2. Das charakteristische Polynomund dasMinimalpolynom

Definition E.33. (1) Sei n ≥ 0 undA ∈ Mn(K). Dann heißt das Polynom charpol
A
(X) :=

det(XEn − A) ∈ K[X] das charakteristische Polynom derMatrixA.

(2) Sei f :V → V ein Endomorphismus des endlichdimensionalenK-VektorraumsV ,B eine

Basis von V undA = MB
B(f ). Dann ist charpol

A
(X) unabhängig von derWahl der Basis

B und heißt das charakteristische Polynom des Endomorphismus f .Wir bezeichnen dieses
Polynommit charpol

f
. a

Das charakteristische PolynomvonA ∈ Mn(K) ist normiert vomGrad n. Der Absolutkoeffi-
zient ist (−1)n det(A). Der Koeffizient von Xn−1 ist− Spur(A).

Satz E.34. Sei f :V → V ein Endomorphismus von V, χ sein charakteristisches Polynom. Ein Element
α ∈ K ist genau dann eine Nullstelle von χ, wenn α ein Eigenwert von f ist.

Definition E.35. Eine Matrix A ∈ Mn(K) heißt trigonalisierbar, wenn A zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heißt trigonalisierbar, wenn eine
Basis von V existiert, so dass die beschreibendeMatrix bezüglich dieser Basis eine obere
Dreiecksmatrix ist. a

Satz E.36. EineMatrix (ein Endomorphismus) ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr (sein) charak-
teristisches Polynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Definition E.37. SeiA ∈ Mn(K), und sei Φ:K[X] → Mn×n(K) der Ringhomorphismusmit
Φ(a) = aEn für alle a ∈ K und Φ(X) = A.Wir schreiben K[A] für das Bild von Φ– dies ist ein
kommutativer Unterring vonMn(K), der K enthält (und auch ein K-Vektorraum ist).

DasMinimalpolynomminpol
A
vonA ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p ∈

K[X]mit KerΦ = (p). a

Analog definiert man das Minimalpolynom minpol
f
eines Endomorphismus f . Ist f ∈

EndK(V), so haben alleMatrizen, die f bezüglich einer Basis von V beschreiben, dasMini-
malpolynomminpol

f
.

Definition E.38. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -invariant, wenn
f (U) ⊆ U gilt. a
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Definition E.39. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -zyklischer Unter-
raum, falls u ∈ U existiert mit U = 〈u, f (u), f 2(u), … 〉. a

In dieser Situation bilden u, f (u), …, f d−1(u) für d = dim(U) eine Basis von U und die darstel-
lendeMatrix von f bezüglich dieser Basis hat die Form einer Begleitmatrix:

Definition E.40. Sei χ = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i ∈ K[X] ein normiertes Polynom vom Grad n.

Dann heißt dieMatrix 
0 −a0
1 0 −a1

1
. . .

...
. . . 0

...
1 −an−1


die Begleitmatrix von χ. a

Satz E.41 (Cayley–Hamilton). Ist A ∈ Mn(K), so gilt charpolA(A) = 0(∈ Mn(K)). Ist f ein

Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpol
f
(f ) = 0(∈ EndK(V)).

Eine äquivalente Formulierung ist, dass das charakteristische Polynom immer vomMini-
malpolynom geteilt wird.

Korollar E.42. Sei A ∈ Mn(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms χ (vomGrad n). Dann
gilt charpol

A
= minpol

A
= χ.

Satz E.43. Sei K ein Körper. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums.
Dann haben charpol

f
undminpol

f
dieselben irreduziblen Polynome in K[X] als Teiler. Insbesondere

haben charpol
f
undminpol

f
dieselben Nullstellen.

KorollarE.44. SeiK einKörper. Sei f einEndomorphismuseines endlichdimensionalenK-Vektorraums.
Dann sind äquivalent:

(i) Der Endomorphismus f ist trigonalisierbar,

(ii) charpol
f
zerfällt vollständig in Linearfaktoren,

(iii) minpol
f
zerfällt vollständig in Linearfaktoren.

Satz E.45. Sei K ein Körper. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums.
Dann sind äquivalent:

(i) Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar,

(ii) charpol
f
zerfällt vollständig in Linearfaktoren und hat nur einfache Nullstellen und für jeden Eigen-

wert λ von f giltmultλ(charpolf ) = dimVλ . (Man sagt, die algebraischeVielfachheit und die

geometrischeVielfachheit von λ stimmen überein.)

(iii) minpol
f
zerfällt vollständig in Linearfaktoren und hat nur einfache Nullstellen.

E.3. Normalformen

E.3.1. Die Jordansche Normalform.

Definition E.46. Für λ ∈ K, r ≥ 1, bezeichnemit Jr,λ ∈ Mr(K) den Jordan-Block der Größe
r × rmit Diagonaleintrag λ (und Einsen direkt oberhalb der Diagonalen, Nullen sonst).Wir
sagen, eine Matrix A ∈ Mn(K) habe Jordansche Normalform (JNF), falls r1, …, rk ≥ 1 und
λ1, …λk ∈ K existieren, so dassA = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk) (Block-Diagonalmatrix) ist. a
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Theorem E.47. Sei A ∈ Mn(K) eineMatrix, deren charakteristisches Polynom vollständig in Linear-
faktoren zerfällt. Dann existieren S ∈ GLn(K) und r1, …, rk ≥ 1, λ1, …λk ∈ K, so dass

SAS−1 = diag(Jr1,λ1 , …, Jrk,λk)
und die Paare (r1, λ1), …, (rk, λk) sind eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge (auch die Vielfachheit,
mit der ein Paar auftritt, ist eindeutig bestimmt).

Definition E.48. Sei f ∈ EndK(V), sei μ ein Eigenwert von f , und seim die Vielfachheit
der Nullstelle μ vonminpol

f
. Der Untervektorraum

(4) Ṽμ :=
⋃
i≥0

Ker(f − μ id)i = Ker(f − μ id)m

heißt der verallgemeinerte Eigenraum (oder:Hauptraum) von f zum Eigenwert μ. a

Satz E.49. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus.

Seiminpol
f

= ζ ∙ ξ eine Zerlegung in zueinander teilerfremde normierte Polynome ζ , ξ ∈ K[X].

Dann sind U := Ker(ζ(f )) undW := Ker(ξ(f )) invariante Untervektorräume von V.Weiter gilt:

(1) U = Im(ξ(f )), W = Im(ζ(f )),

(2) V = U ⊕W,

(3) minpol
f|U

= ζ , minpol
f|W

= ξ .

Aus diesem Satz ergibt sich im trigonalisierbaren Fall induktiv die Zerlegung in verallge-
meinerte Eigenräume.

Satz E.50. Sei f ∈ End(V), χ = charpol
f
, und χ zerfalle vollständig in Linearfaktoren. Seien

μ1, …, μs die Eigenwerte von f (μi paarweise verschieden). Sei Ṽi der verallgemeinerte Eigenraum von f
zum Eigenwert μi .

Dann gilt V =
⊕s

i=1 Ṽi und dim Ṽi = multμi(charpolf ).

Satz E.51 (Jordan-Zerlegung). Sei f ∈ End(V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Dann existieren eindeutig bestimmte Endomorphismen
D und N von V mit den folgenden Eigenschaften: D ist diagonalisierbar, N ist nilpotent,

f = D + N, undD ◦ N = N ◦ D.
Ferner existieren Polynome pd, pn ∈ K[X]mit Absolutterm0, so dass D = pd(f ), N = pn(f ).

E.4. Quotienten und Universalkonstruktionen

In der Zusammenfassung behandeln wir die Quotientenkonstruktionen in einer etwas
anderen Reihenfolge als in derVorlesung und beginnenmit dem grundlegenden Fall der
Gruppe.

E.4.1. Der Quotient einer Gruppe nach einemNormalteiler. SeienG eine Gruppe
undH eine Untergruppe.

Definition E.52. (1) Für g ∈ G heißt gH = {gh; h ∈ H}dieLinksnebenklassevon gbezüglich
H, undHg := {hg; h ∈ H} die Rechtsnebenklasse von g bezüglichH.

(2) DieMenge der Linksnebenklassen vonH inGwirdmit G/H bezeichnet. DieMenge der
Rechtsnebenklassen bezeichnenwirmitH\G. a



216 E. ZUSAMMENFASSUNG *

Die Linksnebenklassen vonH inG sind genau die Äquivalenzklassen bezüglich der Äquiva-
lenzrelation

g ~ g′ ⇐⇒ g−1g′ ∈ H.
Insbesondere gilt für g, g′ ∈ G entweder gH = g′H oder gH ∩ g′H = ∅. Sind gH, g′H Links-
nebenklassen, so ist die Abbildung x 7→ g′g−1x eine Bijektion gH → g′H. Entsprechende
Aussagen gelten für Rechtsnebenklassen. Als Folgerung erhaltenwir:

Satz E.53 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe undH ⊆ G eine Untergruppe. Dann gilt

#G = #H ∙ #(G/H ).
Insbesondere ist#H ein Teiler von#G.

Definition E.54. SeiG eine Gruppe. Eine UntergruppeH ⊆ G heißtNormalteiler, wenn für
alle g ∈ H gilt, dass gH = Hg. a

Ist f :G → G′ ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Ker(f ) ein Normalteiler vonG. Umge-
kehrt ist auch jederNormalteilerH ⊆derKern eines geeignetenGruppenhomomorphismus,
wie die Konstruktion des Quotienten G/H zeigt.

Definition E.55 (Quotient einer Gruppe nach einemNormalteiler). SeienG eine Gruppe
undH ⊆ G ein Normalteiler. Dann ist die Abbildung

G/H × G/H → G/H , (gH, g′H) 7→ gg′H

wohldefiniert und definiert auf G/H die Struktur einer Gruppe, die man als denQuotienten
von G nachH bezeichnet. a

Für GruppenG,G′ bezeichnenwirmit Hom(G,G′) dieMenge der Gruppenhomomorphis-
menG → G′.

Die beiden Teile des folgenden Satz formulieren in leicht unterschiedlicher, aber imwesent-
lichen äquivalenterWeise die Charakterisierung des Quotienten durch seine »universelle
Eigenschaft«, eine Charakterisierung, die oft nützlicher ist als die explizite Konstruktion.

Satz E.56 (Homomorphiesatz für Gruppen). Sei G eine Gruppe und H ⊆ G ein Normalteiler.
Sei π:G → G/H die kanonische Projektion auf den Quotienten. Sei T eine Gruppe und f :G → T ein
Gruppenhomomorphismus.

(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten)WennH ⊆ Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus φ: G/H → T mit φ ◦ π = f .

(2) Existiert φ mit φ ◦ π = f , so folgt H ⊆ Ker f . Sind f mit H ⊆ Ker f und φ wie in (1), so gilt:
Imφ = Im f . Die Abbildung φ ist genau dann injektiv wenn H = Ker f gilt, genauer gilt stets
Kerφ = Ker(f )/H .

E.4.2. Der Quotient eines Vektorraums nach einem Untervektorraum. Seien K
ein Körper und V einVektorraum.

Definition E.57. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Die abelsche Gruppe V/U (bezüglich
der Addition)wirdmit der Abbildung

K × V/U → V/U , (a, v + U) 7→ av + U ,
als Skalarmultiplikation zu einem K-Vektorraum, dem sogenanntenQuotienten des Vektor-
raums V nach demUntervektorraumU . a

Die Aussagen von Satz E.56 gelten genau analog auch in derVektorraumsituation. Es folgt,
dass für endlichdimensionale Vektorräume V gilt, dass dim(U) + dim(V/U ) = dim(V).
Genauer gilt (auch im allgemeinen Fall): Ist W ⊆ V ein Komplement von U , so ist die
EinschränkungW → V/U der kanonischen Projektion auf W ein Isomorphismus.
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E.4.3. Der Quotient eines Rings nach einem Ideal.

DefinitionE.58. SeienR ein kommutativer Ring und a ⊂ R ein Ideal. Die abelscheGruppe
R/a (bezüglich der Addition)wirdmit der Abbildung

R/a × R/a → R/a , (x + a, y + a) 7→ xy + a,

alsMultiplikation zu einem kommutativen Ring, dem sogenanntenQuotienten des Rings R
nach dem Ideal a. a

Die Aussagen von Satz E.56 gelten genau analog auch in der Situation von Ringen.

WichtigeBeispiele sinddieRestklassenringe Z/n . DenRingK[f ] für einenEndomorphismus
f könnenwirmit demQuotienten K[X]

/
(minpol

f
) identifizieren.

SatzE.59 (ChinesischerRestsatz). SeienR einRingunda1, …, ar ∈ RElemente, so dass (ai, aj) = R

für alle i 6= j. Sei a = a1 ∙ · · · ∙ ar . Dann ist der von den kanonischen Projektionen R → R/(ai) induzierte
Homomorphismus

R/(a) −→ R/(a1) × · · · R/(ar)
ein Isomorphismus.

E.4.4. Tensorprodukte vonVektorräumen. Sei K ein Körper.

DefinitionE.60. SeienV undW Vektorräume überK. Ein Tensorprodukt vonV undW über
K ist ein K-Vektorraum T zusammenmit einer bilinearen Abbildung β:V × W → T , so dass
die folgende »universelle Eigenschaft« erfüllt ist:

Für jeden K-Vektorraum U und jede bilineare Abbildung b:V ×W → U gibt es genau eine
lineare Abbildung ψ:U → T , so dass ψ ◦ β = b gilt. a

Sind V undW Vektorräume über K, so existiert ein Tensorprodukt von V undW über K. Es
ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus undwirdmitV⊗KW bezeichnet.
Das Bild von (v,w) ∈ V × W in V ⊗K W bezeichnenwirmit v⊗ w. Elemente dieser Form
erzeugen denVektorraum V ⊗K W , aber in aller Regel hat nicht jedes Element von V ⊗K W
diese Form!

Sind f :V → V ′ und g:W → W ′ Homomorphismen, so existiert ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus

f ⊗ g:V ⊗K W → V ′ ⊗K W
′, v⊗ w 7→ f (v)⊗ g(w).

Diese Konstruktion ist kompatibel mit derVerkettung von Homomorphismen.

In ähnlicher Weise kann man das Tensorprodukt V1 ⊗K · · · ⊗K Vr von K-Vektorräumen
V1, …,Vr definieren (undkonstruieren).Es erfüllt eineentsprechendeuniverselleEigenschaft
fürmultilineare Abbildungen V1 × · · · × Vr → U .

Satz E.61 (Tensorprodukte und direkte Summen). Seien K ein Körper, V undWi , i ∈ I, Vektor-
räume über K. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

V ⊗K

⊕
i∈I

Wi
~=
⊕
i∈I

V ⊗K Wi, v⊗ (wi)i∈I 7→ (v⊗ wi)i∈I.

Insbesondere folgt: Ist (bi)i∈I eine Basis von V und (cj)j∈J eine Basis vonW , so ist (bi ⊗
cj)(i,j)∈I×J) eine Basis von V ⊗K W . Im endlichdimensionalen Fall gilt also dim(V ⊗K W) =
dim(V)dim(W).
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Satz E.62. Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und V∨ = HomK(V ,K) sein Dualraum. SeiW
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

V∨ × W → Hom(V ,W), (λ,w) 7→ (v 7→ λ(v)w),

bilinear und die durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts induzierte lineare Abbildung

V∨ ⊗W → HomK(V ,W), λ⊗ w 7→ (v 7→ λ(v)w),

ist ein IsomorphismusΦ:V∨ ⊗K W
~= HomK(V ,W).

IstV = W endlichdimensional, sowird unter dem IsomorphismusV∨ ⊗K V
~= EndK(V) des

Satzes die Spurabbildung identifiziert mit der Abbildung, die durch λ⊗ v 7→ λ(v) bestimmt
ist.

Erweiterung der Skalare. Ist K ein Teilkörper eines Körpers L und ist V ein K-Vektorraum, so
kann derK-VektorraumV ⊗K Lmit der Struktur eines L-Vektorraumsversehenwerden. Aus
einemHomomorphismus f :V → W von K-Vektorräumen erhält man einen Homomorphis-
mus V ⊗K L → W ⊗K L von L-Vektorräumen, v⊗ a 7→ f (v)⊗ a.

E.4.5. Die äußere Algebra. Seien K ein Körper und V ein K-Vektorraum.

Definition E.63. EinVektorraumΛ zusammenmit einer alternierendenmultilinearen
Abbildung β:V r → Λ heißt r-te äußere Potenz von V über K, wenn die folgende universelle
Eigenschaft erfüllt ist:

Für jeden K-Vektorraum U und jede alternierendemultilineare Abbildung b:V r → U gibt es
genau eine lineare Abbildung ψ:U → Λ, so dass ψ ◦ β = b gilt. a

Die r-te äußer Potenz von V existiert für jeden K-Vektorraum V und ist eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus.Wir bezeichnen sie mit

∧r
V . Das Bild von (v1, …, vr) ∈

V r in
∧r

V wirdmit v1 ∧ · · · ∧ vr bezeichnet.

Satz E.64. Seien V undW Vektorräume über K, r ∈ N, und sei f :V → W eine lineare Abbildung.
Dann ist ∧r

f :
∧r

V →
∧r

W , v1 ∧ · · · ∧ vr 7→ f (v1) ∧ · · · ∧ f (vr),

eine lineare Abbildung. Diese Konstruktion ist kompatibel mit der Verkettung vonHomomorphismen.

Satz E.65. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und b1, …, bn eine Basis von V, dann gilt
dim(

∧r
V) =

(
n
r

)
(insbesondere

∧r
V = 0 für r < 0 und für r > n) und die Elemente bi1 ∧ · · · ∧ bir

für alle 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n bilden eine Basis von
∧r

V.

Satz E.66. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V). Dann ist dim
∧n

V = 1. Ist
f :V → V ein Endomorphismus, so ist der Endomorphismus∧n

f :
∧n

V →
∧n

V , v1 ∧ · · · ∧ vn 7→ f (v1) ∧ · · · ∧ f (vn),

dieMultiplikationmit det(f ).

Die äußere Algebra.Auf der direkten Summe
∧
V :=

⊕
r∈N
∧r

V lässt sich eineMultiplikation

definieren durch

(v1 ∧ · · · ∧ vr) ∙ (w1 ∧ · · · ∧ ws) = v1 ∧ · · · ∧ vr ∧ w1 ∧ · · · ∧ ws.

Siewird damit zu einem (nicht kommutativen) Ring, der außerdemeineK-Vektorraumstruk-
tur trägt. Man nennt diesen Ring/Vektorraum die äußere Algebra desVektorraums V .
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E.5. Bilinearformen und Sesquilinearformen

E.5.1. Bilinearformen und Sesquilinearformen über allgemeinen Körpern. Sei
K ein Körper und V ein K-Vektorraum.

Definition E.67. Eine Bilinearform auf V ist eine bilineare Abbildung β:V × V → V ,
d.h. eine Abbildung so dass für alle v0 ∈ V die Abbildungen

V → V , v 7→ β(v, v0), und V → V , v 7→ β(v0, v),
lineare Abbildungen sind. a

Sei nun σ:K → K ein Ringautomorphismus. (Wir sprechen auch von einemKörperautomor-
phismus.) Es gelte außerdem σ = σ−1, äquivalent ausgedrückt: σ ◦ σ = idK . Für uns sind vor
allem die beiden folgenden Fälle von Bedeutung:

• K beliebig, σ = idK .
• K = C, σ die komplexe Konjugation, d.h. σ(a + bi) = a − bi (a, b ∈ R). Man schreibt in
diesem Fall oft z statt σ(z).

Definition E.68. Eine Sesquilinearform auf V ist eine Abbildung β:V × V → V , so dass für
alle v0 ∈ V gilt

(1) Die Abbildung
V → V , v 7→ β(v0, v),

ist linear. (Wir sagen, β sei linear im zweiten Eintrag.)

(2)
V → V , v 7→ β(v, v0),

ist σ-linear, d.h. es gilt

β(v + v′, v0) = β(v, v0) + β(v′, v0), β(av, v0) = σ(a) β(v, v0)
für alle v ∈ V , a ∈ K. (Wir sagen, β sei σ-linear (oder: semilinear) im zweiten Eintrag.) a

Im Fall σ = idK ist also eine Sesquilinearform nichts anderes als eine Bilinearform. Daher
könnenwir die beiden Fälle im folgenden zusammen abhandeln.Wir fixieren den Körper K
zusammenmit demKörperautomorphismus σ.

Definition E.69. (1) Eine Sesquilinearform β:V×V → K heißt hermitesch,wenn β(v,w) =
σ(β(w, v)) für alle v,w ∈ V gilt.

Ist σ = id, so nenntman β auch eine symmetrische Bilinearform.

(2) Eine Sesquilinearform β:V × V → K heißt nicht-ausgeartet, wenn für alle v0,w0 ∈ V die
folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) falls β(v0,w) = 0 für allew ∈ V , so gilt v0 = 0,

(b) falls β(v,w0) = 0 für alle v ∈ V , so giltw0 = 0.

Beispiel E.70. Daswichtigste Beispiel einer Sesquilinearform ist für uns das Standardska-
larprodukt

Cn × Cn → C, (x, y) 7→ x∗ y =
n∑
i=1

xiyi.

Dieses ist hermitesch undnicht-ausgeartet (undpositivdefinit, sieheDefinitionE.80). Durch
Einschränkung auf Rn × Rn erhält man das Standardskalarprodukt auf Rn, eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf demR-VektorraumRn. ♦
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Eine nichtausgeartete Bilinearform β induziert einen Isomorphismus V ~−→ V∨, v 7→ (w 7→
β(v,w)), zwischen V und seinemDualraum.

Proposition E.71. Sei β eine Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalen VektorraumV und sei
B = (b1, …, bn) eine Basis von V. Dann heißt

MB(β) := (β(bi, bj))i,j ∈ Mn(K)

die Strukturmatrix der Sesquilinearform β.

Sei β eine Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalenVektorraum V undB eine Basis
von V . Dann ist β nicht-ausgeartet genau dann,wennMB(β) invertierbar ist.

Für A ∈ Mm×n(K) bezeichnen wir mit A
σ die Matrix, die aus A hervorgeht, indem auf

jeden Eintrag die Abbildung σ angewendetwird, undmitA∗ dieMatrix (At)σ = (Aσ)∗. Ist
K = C und σ die komplexe Konjugation, so schreibtman auchA stattAσ .Wir benutzen diese
Schreibweise insbesondere für quadratischeMatrizen und für Spaltenvektoren. Damit gilt
in der Situation der Definition:

β(v,w) = cB(w)∗MB(β) cB(w) für alle v,w ∈ V .

Satz E.72. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer BasisB. Die Abbildung, die ei-
ner Sesquilinearform β ihre Strukturmatrix MB(β) zuordnet, ist eine Bijektion von der Menge aller
Sesquilinearform auf den RaumMn(K).

Ist C eineweitere Basis von V , so giltMC (β) = (MC
B)∗MB(β)MC

B .

Definition E.73. Sei (V , β) einVektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann heißt

U⊥ := {v ∈ V ; für alle u ∈ U gilt: β(u, v) = 0}

das orthogonale Komplement von U in V . a

Satz E.74. Sei (V , β) ein endlichdimensionaler Vektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen

Sesquilinearform, und U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt V = U ⊕ U⊥, also insbesondere
dimU⊥ = dimV − dimU. Ferner ist (U⊥)⊥ = U.

E.5.2. Die adjungierte Abbildung.

Satz E.75. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform β. Sei f ∈ EndK(V). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus g von
V, so dass für alle v,w ∈ V gilt:

β(f (v),w) = β(v, g(w)).
In dieser Situation heißt g die zu f adjungierte Abbildung; wir bezeichnen die adjungierte Abbildung zu
f mit f ∗.

Im Fall σ = id entspricht die zu f adjungierte Abbildung f ∗ unter dem durch β induzierten
Isomorphismus V ~−→ V∨ der dualen Abbildung von f . Siehe Ergänzung 19.37 für eine
Verallgemeinerung auf den Fall von Sesquilinearformen.

Satz E.76. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform β.

(1) Die Abbildung EndK(V) → EndK(V), f 7→ f ∗ ist semilinear (d.h. sie ist ein Homomorphismus
abelscher Gruppen (bzgl.+) und es gilt (αf )∗ = σ(α) ∙ f ∗ für alle f ∈ EndK(V), α ∈ K).

(2) Es gilt id∗ = id, (f ∗)∗ = f , (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗.
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(3) Es gilt

Ker(f ∗) = (Im f )⊥, Im(f ∗) = (Ker f )⊥,
und rg f = rg f ∗.

DefinitionE.77. SeiV ein endlichdimensionalerVektorraummit einernicht-ausgearteten
hermiteschen Sesquilinearform β. Ein Endomorphismus f von V heißt selbstadjungiert, falls
f = f ∗ gilt. a

E.5.3. Isometrien, orthogonale und unitäre Gruppen. Sei V ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraummit einer nicht-ausgearteten hermiteschen Sesquilinearform β.

Definition E.78. Ein Endomorphismus f :V → V heißt eine Isometrie (bezüglich β), wenn

β(f (v), f (w)) = β(v,w) für alle v,w ∈ V

gilt. a

Weil β nicht-ausgeartet ist, kann für eine Isometrie f (v) = 0 nur dann gelten,wenn v = 0
ist, eine Isometrie ist also notwendigerweise ein Isomorphismus. Ein Endomorphismus f
ist daher genau dann eine Isometrie, wenn f invertierbar und f ∗ = f −1 gilt.

DieMenge der Isometrien bildet eine Untergruppe der Gruppe AutK(V) aller Automorphis-
men von V .Wir bezeichnen sie mit AutK(V , β).

Definition E.79. (1) Ist σ = id, also β eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform,
so nennt man AutK(V , β) auch die orthogonale Gruppe zu V und β und schreibtO(V , β)
(oder einfachO(V), wenn klar ist, welches β gemeint ist) für diese Gruppe.

(2) Ist σ 6= id und β eine nicht-ausgeartete hermitesche Sesquilinearform, so nennt man
AutK(V , β) auch die unitäre Gruppe zu V und β und schreibt U(V , β) (oder einfach U(V),
wenn klar ist, welches β gemeint ist) für diese Gruppe. a

E.5.4. Euklidische und unitäre Vektorräume. Wir schränken uns nun auf die fol-
genden beiden Fälle ein

• K = R, σ = id,
• K = C, σ die komplexe Konjugation.Wir schreiben nun üblicherweise z statt σ(z).
Diese Schreibweise könnenwir auch für z ∈ R anwenden; dann gilt z = z.

Dann gilt zz ∈ R≥0 für alle z ∈ K, undwir können den Absolutbetrag von z definieren als

|z| :=
√
z z. Der Positivitätsbegriff, denwir hier zurVerfügung haben, ist der entscheiden-

de Unterschied zum allgemeinen Fall, und ermöglicht es zum Beispiel, einen sinnvollen
Abstands- undWinkelbegriff einzuführen.

Um inderNotation sichtbar zumachen, dasswir nur diese beidenFälle erlauben, bezeichnen
wir den GrundkörpermitK.

Definition E.80. Sei V einK-Vektorraum. Eine hermitesche Sesquilinearform β auf V
heißt positiv definit, wenn

β(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0}
gilt.

Entsprechend definiert man die Begriffe positiv semidefinit, negativ definit, negativ semidefinit,
siehe Definition 19.49. a
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Definition E.81. (1) Sei K = R. Ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen R-
Vektorraum ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform V × V → R. Ein end-
lichdimensionalerR-Vektorraum zusammenmit einem Skalarprodukt heißt euklidischer
Vektorraum.

(2) SeiK = C. Ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalenC-Vektorraum ist eine
positiv definite hermitesche Sesquilinearform V × V → C. Ein endlichdimensionaler
C-Vektorraum zusammenmit einem Skalarprodukt heißt unitärer Vektorraum. a

Satz E.82 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei β eine positiv semidefinite hermitesche Sesquili-
nearform auf demK-VektorraumV. Dann gilt für alle v,w ∈ V:

|β(v,w)|2 ≤ β(v, v)β(w,w).
Ist die gegebene Form sogar positiv definit, so gilt in der Ungleichung genau dann=, wenn v und w linear
abhängig sind.

Korollar E.83. Sei β eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform auf V. Die Form β ist
genau dann nicht-ausgeartet, wenn sie positiv definit ist.

DefinitionE.84. SeiV ein euklidischer/unitärerVektorraummitSkalarprodukt (∙, ∙). Dann

definierenwir die Länge einesVektors v ∈ V als ‖v‖ :=
√
(v, v). a

Mit dem Längenbegriff fürVektoren kannman auch den Abstand von Elementen v,w ∈ V
als ‖w − v‖ definieren. Für das Standardskalarprodukt erhält man so den »gewohnten«
euklidischen Abstand auf Rn bzw.Cn.

Korollar E.85 (Dreiecksungleichung). Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraummit Skalarpro-
dukt (∙, ∙). Für alle v,w ∈ V gilt

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.

Definition E.86. (1) Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙).
Wir nennenVektoren v,w ∈ V orthogonal zueinander,wenn (v,w) = 0 gilt.

(2) Sei V ein euklidischer Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙). DerWinkel zwischen zwei
Vektoren v,w ∈ V ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl ϑ ∈ [0, π], für die gilt

cosϑ = (v,w)
‖v‖ ∙ ‖w‖

.

E.5.5. Existenz vonOrthonormalbasen.

DefinitionE.87. Sei (V , (∙, ∙))eineuklidischer/unitärerVektorraum.EineFamiliev1, …, vn ∈
V heißtOrthogonalsystem, falls vi 6= 0 für alle i und für alle i 6= j gilt: (vi, vj) = 0.Gilt zusätzlich

|vi| = 1 für alle i, so bezeichnet man die Familie auch alsOrthonormalsystem.

Sofern die vi eine Basis von V bilden, spricht man auch von einerOrthogonalbasis bzw.Ortho-
normalbasis. a

Beispiel E.88. Wennwir denVektorraumKnmit dem Standardskalarprodukt versehen,
dann bildet die Standardbasis eine Orthonormalbasis. ♦

Lemma E.89. Sei (V , (∙, ∙)) ein euklidischer/unitärer Vektorraum und sei v1, …, vn ∈ V ein Orthogo-
nalsystem. Dann sind v1, …, vn linear unabhängig.

Satz E.90 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei (V , (∙, ∙)) ein euklidi-
scher/unitärer Vektorraum und seiB = (b1, …, bn) eine Basis von V. Dann existiert eine Orthonormal-
basis v1, …, vn von V, für die außerdem gilt:
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(1) Vi := 〈v1, …, vi〉 = 〈b1, …, bi〉 für alle i,

(2) für alle i gilt mitBi = (b1, …, bi),Ci = (v1, …, vi): detM
Bi

Ci
(idVi) ∈ R>0.

Durch diese Bedingungen sind v1, …, vn eindeutig bestimmt, und zwar gilt

vi =
v′i
‖v′i‖

mit v′i = bi −
i−1∑
k=1

(bi, vk)vk.

Satz E.91. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraummit Basis b1, …, bn und β eine symmetrische
Bilinearform / Hermitesche Form auf V. Dann gilt: β ist genau dann positiv definit, wenn für alle r =
1, …, n gilt:

det(β(bi, bj))i=1,…,r, j=1,…,r > 0.

E.5.6. Der Spektralsatz für normale Endomorphismen.

Satz E.92. Sei V ein euklidischer/unitärerK-Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙), und f ∈ EndK(V).
IstB eine Orthonormalbasis von V, so gilt MB

B(f ∗) = MB
B(f )∗.

Satz E.93. Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraum,B eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt:

(1) Ein Endomorphismus f von V ist genau dann selbstadjungiert, wenn MB
B(f ) hermitesch ist, d.h.

wennMB
B(f )∗ = MB

B(f ) gilt.

(2) Ein Automorphismus f von V ist genau dann eine Isometrie, wennMB
B(f ) unitär (bzw. orthogonal)

ist, d.h. wennMB
B(f )∗ = MB

B(f )−1 gilt.

Definition E.94. (1) Sei V ein euklidischer/unitärerK-Vektorraummit Skalarprodukt
(∙, ∙), und f ∈ EndK(V). Der Endomorphismus f heißt normal, wenn f ◦ f ∗ = f ∗ ◦ f gilt.

(2) EineMatrixA ∈ Mn(K) heißt normal, wennAA∗ = A∗ A gilt. a

Wichtige Beispiele für normale Endomorphismen sind selbstadjungierte Endomorphismen
(also solchemit f = f ∗) und Isometrien (also Isomorphismenmit f −1 = f ∗).

TheoremE.95 (Spektralsatz für normale Endomorphismen). Sei V ein euklidischer/unitärerK-
Vektorraummit Skalarprodukt (∙, ∙), und f ∈ EndK(V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Dann sind äquivalent:

(i) f ist normal.

(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

E.5.7. Die Hauptachsentransformation.

TheoremE.96 (Spektralsatz für selbstadjungierteAbbildungen). SeiV ein euklidischer/unitärer
Vektorraum und f ∈ EndK(V) selbstadjungiert. Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus
Eigenvektoren von f besteht, und alle Eigenwerte von f sind reell.

Korollar E.97. Sei A ∈ Mn(K) eine hermitescheMatrix. Dann existiert eine unitäreMatrix S ∈
GLn(K), so dass S−1AS eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen ist.

Korollar E.98 (Hauptachsentransformation). Sei V ein euklidischer/unitärer Vektorraummit
Skalarprodukt (∙, ∙). Sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine Orthonormalbasis
B von V, so dassMB(β) eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen ist.

Korollar E.99. Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum und β eine hermitesche Sesquilinear-
form. Dann sind äquivalent:

(i) Die Form β ist positiv definit.
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(ii) Es existiert eine BasisB von V, so dassMB(β) nur positive reelle Eigenwerte hat.

TheoremE.100 (Sylvesterscher Trägheitssatz). Sei V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum,
n = dimV und β eine hermitesche Sesquilinearform auf V. SeiB eine Basis von V, und seien k+, k−
bzw. k0 die Anzahlen der Eigenwerte vonMB(β), die positiv, negativ bzw.= 0 sind, jeweils gezählt mit
der Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Dann ist k+ + k− + k0 = n, und die Zahlen k+, k− und k0 sind unabhängig von derWahl der BasisB.

Es existiert eine BasisC von V, so dass

MC (β) = diag(1, …, 1, −1, …, −1,0, …,0)
(mit k+ Einträgen= 1, k− Einträgen= −1 und k0 Einträgen= 0) ist.

E.5.8. Polarzerlegung und Singulärwertzerlegung. Besonders in praktischen An-
wendungen ist die folgende Darstellung einer reellen oder komplexenMatrix als Produkt
von großer Bedeutung.

Satz E.101 (Singulärwertzerlegung). Sei A ∈ Mm×n(K). Dann existieren unitäreMatrizen V ∈
Mm(K) undW ∈ Mn(K) und eine Matrix Σ = diag(σ1, …,σr,0, …,0) ∈ Mm×n(R), σ1 ≥ · · · ≥
σr > 0, r ≤ m, n (wennm 6= n ist, istΣ keine Diagonalmatrix!), so dass

M = V ΣW∗

ist.

Dabei ist dieMatrixΣ eindeutig durchM bestimmt.

Analog zu der Darstellung komplexer Zahlen durch Polarkoordinaten habenwir die Polar-
zerlegung fürMatrizen.

Satz E.102 (Polarzerlegung). (1) SeiA ∈ Mn(K). Dann existieren eine unitäreMatrixU ∈ Mn(K)
und eine eindeutig bestimmte positiv semidefinite hermitescheMatrix P ∈ Mn(K)mit A = UP.

(2) Ist A invertierbar, so ist auch U eindeutig bestimmt, und P ist sogar positiv definit.

Ist A = UP die Polarzerlegung, so gilt A∗A = P∗U∗UP = P2, weil U unitär und P = P∗

hermitesch ist. Ist umgekehrtA invertierbar und P eine positiv definite hermitescheMatrix
mit P2 = A∗A, so istAP−1 unitär undA = (AP−1)P die Polarzerlegung vonA.



ANHANG F

Bemerkungen zur Literatur *

Die Bemerkungen zur Literatur im Skript zur Linearen Algebra 1, Abschnitt I.D, haben
natürlichweiterhin Gültigkeit und die dort angegebenen Bücher und Skripte (beziehungs-
weise gegebenenfalls die zweiten Bände/Teile, die teilweise dort auch schon verlinkt sind)
versorgen Siemit allem Stoff (und noch deutlichmehr), denwir in der Linearen Algebra 2
behandelnwerden.

Was hier noch ergänztwerden soll, sind einige Bemerkungen dazu,welche Bücher/Texte
einen ähnlichen Ansatz verfolgenwiewir in der Vorlesung (undwoman vielleicht einen
anderen Blickwinkel findet). Denn im Vergleich zur Linearen Algebra 1 ist der Stoff von
Teil 2 schon etwasweniger standardisiert. Um den Satz über die Jordansche Normalform
zu beweisen, gibt es unterschiedlicheMöglichkeiten, der Quotientenvektorraumwird oft
schon früher behandelt, oft schon imersten Semester zur LinearenAlgebra, unddie anderen
Universalkonstruktionen, diewir erwähnen (Tensorprodukt und äußere Potenz) gehören
nicht unbedingt zum Standardstoff. Bei den Bi- und Sesquilinearformen gibt es vor allem
insofern Unterschiede, ob ausschließlich über den KörpernR undC gearbeitetwird, oder ob
der Fall eines allgemeinen Grundkörpers zu Beginn ebenfalls betrachtetwird.

F.1. Literaturverweise zu einigenVorlesungsthemen

F.1.1. Die JordanscheNormalform. DieVorlesung richtet sich nicht genau nach einer
Vorlage, aber die Darstellung in den Büchern von Brieskorn (Lineare Algebra und Analy-
tische Geometrie II), Fischer (Lernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie) sind
nicht soweit davon entfernt, wiewir es machen. Ebenso kann ich das Buch [Vi] vonVinberg,
Kap. 6.4, empfehlen.

Ein anderer Zugangwird beispielsweise von Bosch [Bo] gewählt. Dortwird der Satz über die
JordanscheNormalform aus dem »Struktursatz für endlich erzeugteModuln über Hauptide-
alringen« gefolgert. Dieser Zugang ist konzeptioneller, erfordert aber einen beträchtlichen
Aufwand zur Entwicklung dieser allgemeinen Theorie.

F.1.2. Universalkonstruktionen. Tensorprodukte und die äußere Algebra werden
zumBeispiel auch in den Büchernvon Bosch [Bo] undWaldmann (Lineare Algebra 2, https:
//doi.org/10.1007/978-3-662-53348-2) und im Skript von Löh (Lineare Algebra II1) be-
sprochen.

F.1.3. Bilinearformen und Sesquilinearformen. Wie gesagt variiert hier der Grad
der Allgemeinheit, in der das Thema durchgenommenwird. Ich habemich für einenMit-
telweg entschieden, bei dem die Theorie solange,wie es mathematisch keinen Unterschied
macht, über allgemeinen Körpern aufgebaut wird, denn das hat – zum Beispiel für die
Zahlentheorie – durchaus einen Nutzen. Ähnlich ist es auch im Buch von Lorenz (Lineare
Algebra 2), jedenfalls soweit es die Bilinearformen betrifft. Brieskorn (Lineare Algebra und
AnalytischeGeometrie II) geht noch einen Schrittweiter und lässt nicht nur Körper, sondern
beliebige Schiefkörper als »Grundkörper« zu, und erhält so die Theorie in der letztendlich

1 http://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/linalg2_ss17/lecture_notes.pdf
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richtigen Allgemeinheit. Für den ersten Kontakt erschienmir das aber sozusagen zuviel des
Guten.
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