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KAPITEL 14

Einleitung

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Linearen Algebra 1, und entsprechend baut das
Skript auf dem Skript zur Linearen Algebra 1 auf.

Die Vorlesung Linearen Algebra 2 lässt sich grob in drei Themenbereiche unterteilen,

• erstens die Fortsetzung des Studiums der Eigenwerttheorie, insbesondere die Frage,
wann ein Endomorphismus diagonalisierbar ist und welche »Normalform« der
darstellendenMatrix im nicht-diagonalisierbare Fall erreichtwerden kann,

• zweitens die Konstruktion des »Quotienten« eines Vektorraums nach einemUnter-
raum (und analoger Konstruktionen für Gruppen und Ringe) und

• drittens das Studiumvon Bilinearformen über den reellen Zahlen (und Sesquiline-
arformen über den komplexen Zahlen).

Im Rest dieser Einleitung sollen diese drei Themen etwas genauer beleuchtetwerden.

14.1. Die Jordansche Normalform

Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei f :V → V ein Endo-
morphismus.Wir haben in der Linearen Algebra 1 definiert, wann f diagonalisierbar heißt,
und auch gesehen, dass nicht jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Es ist möglich und wichtig, noch bessere Kriterien dafür zu entwickeln, wann ein Endo-
morphismus diagonalisierbar ist, und für Endomorphismen, die diese Eigenschaft nicht
haben, ebenfalls »möglichst einfache« darstellendeMatrizen bezüglich geeigneter Basen zu
suchen.

Für solche Endomorphismen, die überhaupt eine darstellendeMatrix in oberer Dreiecksge-
stalt besitzen,werdenwir im Satz über die Jordansche Normalform zeigen, dass sich eine
darstellendeMatrix finden lässt, die höchstens auf der Diagonale und auf der direkt über
der Diagonale liegenden Nebendiagonale Einträge hat.

Um das zu beweisen,werdenwir die erstenWochen derVorlesung darauf verwenden, die
Theorie des »Polynomrings« über einemKörper zu entwickeln und zeigen, dass es in diesen
Ringen ganz ähnlichwie im Ring der ganzen Zahlen eine »Primfaktorzerlegung« gibt. Auch
wenn es erst später ab der viertenVorlesungswochewirklich sichtbarwerdenwird,wie die
Verbindung zur Linearen Algebra hergestellt wird, stellt sich diese Theorie als essenziell für
dasweitere heraus.

14.2. Quotienten und andere Universalkonstruktionen

Um zu erklären, was es mit der Quotientenkonstruktion auf sich hat, betrachtenwir die
folgende Situation: Sei K ein Körper, V einVektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.
Wenn f :V → W einVektorraumhomomorphismusmit Kern U ist, dannwerdenVektoren
v, v′ unter f genau dann auf dasselbe Element vonW abgebildet, wenn die Differenz v − v′

in U liegt. Vektoren, die sich »nur um ein Element aus U unterscheiden«,werden also unter
f »identifiziert«.
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6 14. EINLEITUNG

Aber gibt es zu gegebenem U überhaupt immer einen Homomorphismus, der U als Kern
hat?Wir haben in der Linearen Algebra 1 gesehen, dass das jedenfalls dann immer der Fall
ist, wennV endlichdimensional ist. Allerdingsmusstenwir, um ein solches f zu erhalten,
einen Komplementärraum zu U wählen. Dass hier eineWahl erforderlich ist, ist etwas un-
schön, und an dieser Stelle entsteht auch die Einschränkung auf den endlichdimensionalen
Fall, weil wir den Basisergänzungssatz benötigen, den wir nur für endlichdimensionale
Vektorräume bewiesen hatten. Die Aussage gilt aber allgemein, und die Konstruktion des
Quotienten V/U undder zughörigen »kanonischenProjektion«V → V/U ist eine abstrakte
Konstruktion einesVektorraumhomomorphismusmit Kern U .

Insofern kannman argumentieren, dassman diese Konstruktion schon viel früher in der
Vorlesunghättebehandelnkönnen, auch schonvorderEinführungderBegriffederBasis und
derDimension. Andererseits hatman durch dieWahl eines Komplementärraums (jedenfalls
im endlichdimensionalen Fall) einen guten »Ersatz« für den Quotienten, und das ist der
Grund, warum es auch nicht schadet, die allgemeine Konstruktion erst etwas später zu
machen.

Eine sehr ähnliche Konstruktion ist die des Restklassenringes Z/n zusammen mit der
kanonischen Projektion Z → Z/n , diewir in der Linearen Algebra 1 kennengelernt haben
(Abschnitt I.4.2.1). Diese Konstruktionwerdenwir mit dem Begriff des Quotienten eines
Rings nach einem Idealweiter verallgemeinern.

Ist G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe, dann kann man sich ebenso die Frage
stellen, ob es einen Gruppenhomomorphismus f :G → G′ mit Ker(f ) = H gibt. Dies ist
allerdings nicht immer der Fall!Wennwir über Quotienten von Gruppen sprechen,werden
wir klären,welche zusätzliche BedingungH erfüllenmuss.

Wirwerdenauchbesprechen,was esbedeutet, dassderQuotient (beispielsweise einesVektor-
raums nach einemUntervektorraum) durch eine »universelle Eigenschaft« charakterisiert
werden kann.Mit ähnlichen universellen Eigenschaften lassen sich viele Konstruktionen
charakterisieren, die wir schon gesehen haben (zum Beispiel auch das Produkt und die
direkte Summe vonVektorräumen, der Kern und das Bild von linearen Abbildungen, …),
und dieser Begriff ist oft nützlich, wennman in anderen Kontexten das richtige »Analogon«
zu einem dieser Begriffe sucht.

14.3. Euklidische und unitäreVektorräume

Ein »euklidischerVektorraum« ist ein endlichdimensionaler Vektorraum über den reellen
Zahlen, in demwir eine zusätzliche Struktur zurVerfügunghaben, die uns erlaubt, Abstände
zwischen Punkten und die Länge vonVektoren zumessen, darüber zu sprechen,wann zwei
Vektoren zueinander senkrecht sind, und denWinkel zwischen zweiVektoren zu definieren.
In Kapitel I.11wird das für den StandardvektorraumRn erklärt, aber in der LinearenAlgebra
2wollenwir eine entsprechendeTheorie für beliebige (endlichdimensionale)R-Vektorräume
definieren.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum überR.Wie sich herausstellenwird, kannman
alle die oben genannten geometrischen Begriffe (Abstand, Länge,Winkel) definieren, sobald
ein sogenanntes Skalarprodukt

β:V × V → R
gegeben ist, dass ist eine bilineare Abbildung (d.h. β ist linear in jedem der beiden Faktoren,
also eine multilineare Abbildung V2 → R), für die außerdem β(v,w) = β(w, v) für alle
v,w ∈ V und β(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0} gilt. Zum Beispiel kannman dann die Länge
einesVektors v durch

‖v‖ :=
√
β(v, v)

definieren.
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Für V = Rn ist durch β((xi)i, (yi)i) :=
∑n

i=1 xiyi ein solches Skalarprodukt gegeben, das

sogenannte Standardskalarprodukt.

Es zeigt sich, dass mit einem kleinen Trick auch für Vektorräume über den komplexen
Zahlen eine ganz ähnliche Theorie entwickelt werden kann, und es ist zum Beispiel für
Anwendungen in der theoretischen Physik sehr nützlich, das zu tun.Würdeman auf Cn das
Standardskalarprodukt durch dieselbe Formelwie fürRn definieren, dannwürde natürlich
im allgemeinen nicht gelten, dass das Skalarprodukt einesVektors 6= 0mit sich selbst eine
positive reelle Zahl ist.Wennman die Formel stattdessen abändert zu

β((xi)i, (yi)i) :=
n∑
i=1

xiyi,

dann gilt aber β(x, x) ∈ R>0 für alle x ∈ Cn \ {0}, so dass man dannwieder die Länge von x
durch ‖x‖ :=

√
β(x, x) definieren kann. Hier bezeichnet für eine komplexe Zahl x = a+ ib,

a, b ∈ R, das Symbol x := a − ib die sogenannte komplex konjugierte Zahl. Dann gilt
xx = a2 + b2 ≥ 0 und der Ausdruck ist nur für x = 0 gleich Null.

Um diese Idee umzusetzen, betrachtet man statt bilinearer Abbildungen im Fall eines kom-
plexenVektorraums V sogenannte Sesquilinearformen, das sind Abbildungen

β:V → V → C,
die im zweiten Eintrag linear, aber im ersten Eintrag »semilinear bezüglich der komplexen

Konjugation« sind, d.h. es gilt β(xv + x′v′,w) = xβ(v,w) + x′β(v′,w) für alle x, x′ ∈ C,
v, v′,w ∈ V . Die Symmetriebedingung ersetzt man entsprechend durch die Bedingung

β(w, v) = β(v,w).

Dann man ganz parallel die Theorie der euklidischen Vektorräume (R-Vektorräume mit
einem Skalarprodukt) und der unitärenVektorräume (C-Vektorräumemit einem Skalarpro-
dukt im Sinne einer Sesquilinearform) entwickeln.

Man erhält damit eine Theorie, die nicht nur für geometrische Betrachtungen nützlich
ist. Zum Beispielwerdenwir als eine Konsequenz des Spektralsatzes für selbstadjungierte
Abbildungen (Theorem 19.42) beweisen können, dass jedeMatrixA ∈ Mn(R), die symmetrisch
ist (d.h.A = At), diagonalisierbar ist.





KAPITEL 15

Ringe

15.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnenmit der Definition einerweiteren algebraischen Struktur, der sogenannten
Ringe, in deneneineAdditionundMultiplikation existiert,wowir aber anders als beiKörpern
nicht verlangen, dass jedes Element 6= 0 ein multiplikatives Inverses hat. Die Definition
hat verschiedene »Versionen«, je nachdem, ob gefordertwird, dass dieMultiplikation ein
neutrales Element hat (daswerdenwir immer verlangen) und/oder kommutativ ist. Zwei
wichtige Beispiele von Ringen sind der Ring Z der ganzen Zahlen und der RingMn(K) der
quadratischenMatrizen der Größe n ∈ N über einemKörper K.

Definition 15.1. (1) Ein Ring ist eineMenge R zusammenmit Verknüpfungen

+:R × R → R (Addition) und ∙:R × R → R (Multiplikation),

so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine kommutative Gruppe,

(b) dieMultiplikation ∙ ist assoziativ.

(c) es gelten die Distributivgesetze

a(b + c) = a ∙ b + a ∙ c, (a + b)c = a ∙ c + b ∙ c

für alle a, b, c ∈ R.

(2) Wenn dieMultiplikation von R kommutativ ist, dann nennt man R auch einen kommuta-
tiven Ring.

(3) Wenn dieMultiplikation von R ein neutrales Element besitzt, sowird dieses mit 1 be-
zeichnet, undman nennt R einen Ringmit Eins.

a

Wir nutzen dieselben Konventionenwie im Fall von Körpern: Der Multiplikationspunkt
kann ausgelassenwerden,wenn keineMissverständnisse dadurch entstehen können. Es gilt
»Punkt- vor Strichrechnung«. Für die additive Gruppe (R, +) verwendenwir die üblichen
Bezeichnungen: Das neutrale Element der Addition in einemRing bezeichnenwir mit 0,
das additive Inverse von amit−a, undwir schreiben a − b statt a + (−b).
In diesem Skript verstehenwir, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes gesagtwird, unter
einem Ring immer einen Ring mit Eins. Dann ist das neutrale Element der Multiplikation
eindeutig bestimmt, so dass die in der Definition festgelegte Bezeichnung 1 sinnvoll ist. In
derVorlesung treten sowohl kommutative als auch nicht-kommutative Ringe auf.

Für a ∈ R und n ∈ N ist an = a ∙ · · · ∙ a das n-fache Produkt von amit sich selbst. Für n = 0
verstehenwir daswie üblich als das leere Produkt, d.h. wir setzen a0 = 1.

Definition 15.2. Sei R ein Ring. Ein Element a ∈ R heißt eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b ∈ R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet bezüglich derMultiplikation eine Gruppe, diewir die Einheitengruppe
odermultiplikative Gruppe von R nennen undmit R× bezeichnen. a

9



10 15. RINGE

Ist R ein Ring und b ∈ R eine Einheit, so ist das multiplikative Inverse von b eindeutig
bestimmtundwirdauchmit b−1 bezeichnet. ImFall kommutativerRinge,woalsoab−1 = b−1a
für alle a ∈ R gilt, verwendetman auch gelegentlich die Bruchschreibweise a

b für das Element
ab−1. Ist der Ring nicht kommutativ, so sollteman diese Schreibweisevermeiden,weil unklar
bleibt, ob ab−1 oder b−1a gemeint ist.

Beispiel 15.3. (1) Die ganzen Zahlen bilden bezüglich der üblichen Addition undMultipli-
kation einen kommutativen Ring. Es ist Z× = {1, −1}.

(2) Ist n ∈ N>1, so ist Z/n mit der Addition undMultiplikation von Restklassen modulo
n ein kommutativer Ring. Das habenwir (ohne dasWort »Ring« zu verwenden) in Ab-
schnitt I.4.2.1 nachgeprüft. Die Einheitengruppe (Z/n)× besteht aus den Restklassen
aller derjenigen Zahlenm ∈ Z, die zu n teilerfremd sind, siehe Satz I.4.16.

(3) Jeder Körper ist ein kommutativer Ring. Ein Ring ist genau dann ein Körper,wenn er
kommutativ ist und R× = R \ {0} gilt. Insbesondere stimmt für einen Körper K die neu
eingeführte Schreibweise K× mit der imvergangenen Semester eingeführten überein.

(4) Sei K ein Körper, n ∈ N. Dann ist Mn(K) mit der Addition von Matrizen umd dem
Matrizenprodukt ein Ring, der sogenannteMatrizenring. Ist n ≥ 2, dann ist der Ring
Mn(K) nicht kommutativ.

(5) Ist K ein Körper und V ein K-Vektorraum, so ist EndK(V)mit der Addition von linearen
Abbildungen und derVerkettung von linearen Abbildungen alsMultiplikation ein Ring,
der sogenannte Endomorphismenring von V . In diesemRing entspricht die Potenz eines
Elements f also der entsprechend häufigenVerkettung des Endomorphismus f mit sich
selbst, zum Beispiel: f 3 = f ◦ f ◦ f .

(6) Die einelementigeMenge R = {0} ist (mit der einzigmöglichen Addition 0+ 0 = 0 und
Multiplikation 0 ∙ 0 = 0) ein Ring, der sogenannteNullring. Dies ist der einzige Ring, in
dem 1 = 0 gilt, denn in jedemRing gilt 1 ∙ a = a für alle a nach Definition des Elements 1
und 0 ∙ a = 0.

(7) SindR1,R2 Ringe, so istR1×R2mitderkomponentenweisenAdditionundMultiplikation
ein Ring, das sogenannte Produkt von R1 und R2. Das bedeutet

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), (x1, x2) ∙ (y1, y2) = (x1x2, y1y2).
Das Nullelement ist (0,0), das Einselement ist (1, 1). Ist allgemeiner I irgendeineMenge
und sindRi , i ∈ I, Ringe, so ist das Produkt

∏
i∈I Rimit der komponentenweisenAddition

undMultiplikation ein Ring, das Produkt der Ringe Ri .

(8) Ist R ein Ring und X eineMenge, so bildet dieMenge Abb(X,R) aller Abbildungen von X
nach R einen Ringmit

( f + g)(x) = f (x) + g(x),
(f ∙ g)(x) = f (x) ∙ g(x).

Das Null- und Einselement sind die konstanten Abbildungen x 7→ 0 und x 7→ 1.Wenn R
kommutativ ist, dann ist auch dieser Ring kommutativ.

Wir können Abb(X,R) identifizierenmit dem Produkt RX =
∏

x∈X R. Dabei entspricht

eine Abbildung f :X → R dem Element (f (x))x ∈ RX .

♦

In jedem Ring R gilt 0 ∙ a = 0 = a ∙ 0 und (−1)a = −a = a ∙ (−1) für alle a ∈ R. Das folgt
aus demDistributivgesetz. Aus ab = ac folgt allerdings im allgemeinen nicht, dass b = c ist;
ebenso impliziert ab = 0 nicht unbedingt, dass a = 0 oder b = 0 gilt. (Geben Sie für beide
Aussagen Beispiele imMatrizenringMn(K).) Vergleiche aber Definition 15.28, Lemma 15.32.
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Definition 15.4. SeienR, SRinge. EinRinghomomorphismusvonR nach S ist eine Abbildung
f :R → S, so dass gilt:

(a) für alle x, y ∈ R ist f (x + y) = f (x) + f (y),

(b) für alle x, y ∈ R ist f (xy) = f (x)f (y),

(c) es gilt f (1) = 1.

a

Bemerkung 15.5. Ist f :R → S ein Ringhomomorphismus, so gilt f (0) = 0 und f (−x) =
−f (x) für alle x ∈ R. Ferner induziert f einenGruppenhomomorphismusR× → S× zwischen
den Einheitengruppen, denn aus ab = 1 folgt f (a)f (b) = f (ab) = f (1) = 1, also f (a) ∈ S×. ♦

Wieman leicht nachprüft, ist die Verkettung von Ringhomomorphismenwieder ein Ring-
homomorphismus. Für jeden Ring R ist die identische Abbildung idR ein Ringhomomor-
phismus.

Beispiel 15.6. SeiR einRing. Dann gibt es einen eindeutig bestimmtenRinghomomorphismus
φ:Z → R. Denn nach Definition eines Ringhomomorphismusmuss φ(1) = 1 gelten,wobei
links die ganze Zahl 1 und rechts das Element 1 ∈ R gemeint sind. Es folgt für alle n ∈ N≥1,
dass

φ(n) = 1+ · · · + 1,
wobei in der Summe rechts das Element 1 ∈ R zu sich selbst addiertwird, und die Summe
aus n Summanden besteht. Schließlich hat man φ(−n) = −φ(n), so dass φ auch auf den
negativen ganzen Zahlen eindeutig festgelegt ist. Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass es
sich bei dieser Abbildung tatsächlich um einen Ringhomomorphismus handelt.

Wir haben diese Abbildung in dem speziellen Fall, dass R ein Körper ist, schon im Ab-
schnitt I.4.2.2 betrachtet; siehe auch Ergänzung 18.21.

Wie bei Körpern bezeichnenwir das Bild der ganzen Zahl n unter diesemRinghomomor-
phismus oft auch einfach wieder mit n. In diesem Sinne können wir n als Element jedes
Rings R auffassen. Allerdings kann,wie schon bei Körpern, dannm = n in R gelten, auch
wenn die ganzen Zahlenm und n unterschiedlich sind. ♦

Beispiel 15.7. Wir können nun Lemma I.4.13 eleganter formulieren: Die natürliche Abbil-
dung Z → Z/n ist ein Ringhomomorphismus (und dies ist der Ringhomomorphismus aus
Beispiel 15.6 für den Ring Z/n ). ♦

Beispiel 15.8. Sei K ein Körper.

(1) Sei V ein K-Vektorraum. Sei EndGp(V) dieMenge aller Gruppenendomorphismen V →
V der additiven Gruppe (V , +). Mit der üblichen Summevon Abbildungen als Addition
und derVerkettung von Abbildung alsMultiplikation ist EndGp(V) ein (im allgemeinen

nicht-kommutativer) Ring. Das Einselement ist die Abbildung idV .

Für a ∈ K ist die Skalarmultiplikation mit a ein Gruppenendomorphismus V → V ,
also ein Element von EndGp(V). Hier benutzenwir eines der Distributivgesetze für die
Skalarmultiplikation auf V .

Wir erhalten so einen Ringhomomorphismus K → EndGp(V). Die Kompatibilität mit
der Addition entspricht »dem anderen« Distributivgesetz, die Kompatibilität mit der
Multiplikation V dem »Assoziativgesetz«. Dass Skalarmultiplikation mit 1 ∈ K die
identische Abbildung ist, ist einweiteres derVektorraumaxiome.
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(2) Sei nunV eine kommutativeGruppe, diewir additivschreiben, und seiφ:K → EndGp(V)
ein Ringhomomorphismus. Dann erhaltenwir durch a ∙ v := φ(a)(v) eine Skalarmulti-
plikation und damit die Struktur eines K-Vektorraums auf V .

♦

Mit dem Begriff des Homomorphismus erhalten wir wie üblich auch einen Begriff von
Isomorphismen zwischen Ringen:

Definition 15.9. EinRingisomorphismus ist einRinghomomorphismus f :R → S, derart dass
ein Ringhomomorphismus g: S → R existiert, der eine Umkehrabbildung zu f ist, d.h. so
dass g ◦ f = idR und f ◦ g = idS gilt. a

Wie bei Gruppen undVektorräumen beweist man:

Lemma 15.10. Sei f :R → S ein Ringhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn
f ein Isomorphismus ist.

Definition 15.11. Sei S ein Ring. Eine Teilmenge R ⊆ S heißt Unterring, wenn R eine Unter-
gruppe der additiven Gruppe von S ist, für alle x, y ∈ R auch das Produkt xy in R liegt, und
das Einselement von S in R liegt. a

Beispiel 15.12. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum undB eine

Basis von V . Dann ist die Abbildung EndK(V) → Mn(K), f 7→ MB
B(f ), ein Ringisomorphis-

mus. ♦

Ergänzung 15.13. Seienwie in Beispiel 15.12K ein Körper undV ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum.Man kann zeigen, dass jeder Isomorphismus EndK(V) → Mn(K) die Form
f 7→ MB

B(f ) für eine BasisB von V hat. Das ist ein Spezialfall des Satzes von Skolem und
Noether1. � Ergänzung 15.13

Ist R ⊆ S ein Unterring, so ist Rmit der Addition undMultiplikation von S selbst ein Ring
und die Inklusionsabbildung R → S, x 7→ x, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist
andererseits ι:R → S ein injektiver Ringhomomorphismus, so ist ι(R) ein Unterring von S
und die Abbildung R → ι(R) ein Ringisomorphismus.

Beispiel 15.14. Zwei eng verwandte Beispielklassen von Ringen, die imweiterenVerlauf
derVorlesung eine große Rolle spielenwerden, sind die folgenden.

(1) Seien K ein Körper undA ∈ Mn(K). Dann ist

K[A] :=

{
n∑
i=0

aiA
i; n ∈ N, ai ∈ K

}
ein Unterring vonMn(K). Der Ring K[A] ist kommutativ.

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether

https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether


15.2. IDEALE 13

(2) Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und f ∈ EndK(V). Dann ist

K[f ] :=

{
n∑
i=0

aif
i; n ∈ N, ai ∈ K

}
ein Unterring des Endomorphismenrings EndK(V). Hierbei bezeichnet f

i die i-te Potenz
von f im Ring EndK(V), d.h. die i-facheVerkettung von f mit sich selbst. Der Ring K[f ] ist
kommutativ.

IstV endlichdimensionalundB eineBasisvonV , dannschränkt sichder Isomorphismus
EndK(V)

~−→ Mn(K) aus Beispiel 15.12 ein zu einem Isomorphismus K[f ] ~−→ K[A].

♦

15.2. Ideale

Definition 15.15. Sei φ:R → R′ ein Ringhomomorphismus. Dann heißen
Im f := f (R)

das Bild und
Ker f := f −1({0})

der Kern des Ringhomomorphismus f . a

Weil ein Ringhomomorphismus f insbesondere ein Homomorphismus der zugehörigen
additivenGruppen ist, folgt aus Lemma I.8.24, dass f genau dann injektiv ist,wennKer(f ) =
{0} gilt.
Es ist leicht zu sehen, dass in dieser Situation Im f wieder ein Ring ist.Weil meist 1 6∈ Ker f
gilt, ist der Kern eines Ringhomomorphismus in der Regel kein Ring in unserem Sinne,
allerdings stets ein sogenanntes Ideal:

Definition 15.16. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge a ⊆ R heißt Ideal von R, falls a eine
Untergruppe von (R, +) ist und falls für alle a ∈ a und x ∈ R gilt: xa ∈ a und ax ∈ a. a

Bemerkung 15.17. Für die Bezeichnung von Idealenwerden häufig Frakturbuchstaben
benutzt (vor allem a, b, c und für Ideale mit speziellen Eigenschaften auchm, n, p, q). Daher
hier eine Liste.

a b c d e f g h i j k l m
a b c d e f g h i j k l m
A B C D E F G H I J K L M

n o p q r s t u v w x y z
n o p q r s t u v w x y z
N O P Q R S T U V W X Y Z

Und noch einmal handgeschrieben (in einer Annäherung der Sütterlin-Schreibschrift2; für
das kleine »s« gibt es zwei Formen, je nachdem,wo imWort es steht):

♦

2 https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift

https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift


14 15. RINGE

Beispiel 15.18. (1) In jedemRing sind {0} (dasNullideal) und R (das sogenannte Einsideal)
Ideale.

(2) Ist a ein Ideal eines Rings R, das eine Einheit von R enthält, so gilt 1 ∈ R und folglich
a = R.

(3) Ist K ein Körper, so sind {0} und K die einzigen Ideale von K. Ist andersherum R ein
kommutativer Ring, in dem {0} und R die einzigen Ideale sind, dann ist R (warum?) ein
Körper.

(4) Ist f :R → S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f ) ⊆ R ein Ideal. Wir wissen
bereits, dass es sich um eine Untergruppe von (R, +) handelt, da f insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus ist. Außerdem gilt für x ∈ R, a ∈ Ker(f ), dass f (xa) =
f (x)f (a) = 0, also xa ∈ Ker(f ), und genauso zeigt man ax ∈ Ker(f ).Wirwerden später
sehen, dass für jeden Ring R und jedes Ideal a ⊆ R ein Ringhomomorphismus R → S
mit Kern a existiert. (Siehe Abschnitt 18.4.)

♦

Beispiel 15.19. Wir betrachten den RingZ der ganzen Zahlen. Ist d ∈ Z, so ist dieMenge
(d) := {xd; x ∈ Z}

aller Vielfachen von d ein Ideal (und wir werden in Satz 15.39 sehen, dass im Ring Z alle
Ideale diese Form haben). ♦

Ergänzung 15.20. Der Begriff Ideal geht auf Ernst Kummer3 zurück, der ihn im Bereich
der Zahlentheorie einführte und als Abkürzung für »ideale Zahlen« verstand. Dort treten
Ringe auf, in denen das Analogen der eindeutigen Primzaktorzerlegung zwar nichtmehr
für die Elemente des Rings gilt, aberwoman eine analoge Aussage für die Ideale des Rings
beweisen kann. Siehe auch Ergänzung 15.55. � Ergänzung 15.20

Der Durchschnitt von Idealen istwieder ein Ideal.Wir erhalten so den Begriff des von einer
Teilmenge von R erzeugen Ideals.

Definition 15.21. Sei R ein Ring und seiM ⊆ R eine Teilmenge.Wir schreiben (M) für den
Durchschnitt aller Ideale von R, dieM als Teilmenge enthalten, und nennen (M) das von der
TeilmengeM erzeugte Ideal. Es handelt sich dabei um das kleinste Ideal von R, dasM enthält,
das heißt: Ist a ⊆ R ein Ideal mitM ⊆ a, so gilt (M) ⊆ a. a

Im FallM = {x1, …, xn} schreibt man auch (x1, …, xn) statt ({x1, …, xn}). Der Fall von Idealen,
die von einem einzigen Element erzeugtwerden, ist besonderswichtig; diese Ideale nennt
manHauptideale. Ist R ein kommutativer Ring und a ∈ R, so gilt

(a) = {xa; x ∈ R}.
Es ist (0) = {0} das Nullideal und (1) = R das Einsideal von R.

In einem kommutativen Ring kannman die Elemente eines Ideals der Form (x1, …, xn) ähn-
lich explizit beschreibenwie die Elemente eines von einerMenge erzeugten Untervektor-
raums in einemVektorraum. Es gilt

(x1, …, xn) =

{
n∑
i=1

aixi; ai ∈ R

}
,

denndie rechte Seite ist,wiemannachrechnet, ein Ideal, und es ist klar, dass sie in der linken
Seite enthalten ist.

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer

https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer
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15.3. Der Polynomring über einem (kommutativen) Ring

Ist K ein Körper undA eine quadratischeMatrix inMn(K), dannmöchtenwir die Polynom-
funktion K → K, λ 7→ det(A − λEn), untersuchen (bzw. die Funktion λ 7→ det(λEn − A), die
sich später als etwas »schöner« erweist und sich von der vorgenannten Funktion nur um
den Faktor (−1)n unterscheidet), um die Eigenwerte vonA zu untersuchen. Der Ring der Po-
lynomfunktionen K → K hat aber (im Fall endlicher Körper) einige unschöne Eigenschaften
(es ist kein Integritätsring im Sinne von Definition 15.28 unten). Es ist daher nützlich, eine
Variante dieses Rings einzuführen, den sogenannten Polynomring.

Sei R ein kommutativer Ring.Wirwollen den Polynomring über R definieren,wobeiwir uns
ein Polynom als einen »formalen Ausdruck« der Form

n∑
i=0

aiX
i, ai ∈ R,

vorstellen, also als eine Linearkombination von Potenzen der »Unbestimmten« Xmit Koeffi-
zienten ai ∈ R. Dabei sollen zwei Polynome genau dann gleich sein, wenn alle Koeffizienten
gleich sind (wobeiwir erlauben, zusätzliche Summanden 0 ∙ Xr hinzuzufügen, um auch zwei
Polynome vergleichen zu können, in denen die Summationsgrenzen unterschiedlich sind).
Der Begriff des Polynomswird sich daher im allgemeinen Fall vomBegriff der Polynom-
funktion (Abschnitt I.4.3) unterscheiden, siehe Bemerkung 15.27.

Es ist auch klar, wiewir mit Polynomen »rechnen«möchten, d.h. wie die Addition undMul-
tiplikation von Polynomen vonstatten gehen sollte: Polynomewerden »koeffizientenweise«
addiert, d.h.

n∑
i=0

aiX
i +

n∑
i=0

biX
i =

n∑
i=0

(ai + bi)X
i,

wobeimanbeachte, dasswir uns durch »AuffüllenmitNullen« immer auf denFall zurückzie-
hen können, dass beide Summen denselben Summationsbereich haben. DieMultiplikation
ist eindeutig dadurch festgelegt, dass das Distributivgesetz gelten soll, und dass

Xi ∙ Xj = Xi+j für alle i, j ≥ 0

gelten soll. Es folgt dann(
m∑
i=0

aiX
i

)
∙

(
n∑
i=0

biX
i

)
=

n∑
i=0

∑
j+k=i

ajbk

Xi

für das Produkt von zwei allgemeinen Polynomen. Dabei ist 0 ≤ j ≤ m, 0 ≤ k ≤ n.

Ein technisches Problem bei der ganzen Sache ist, wieman das Symbol X in die Definition
einbaut, bzw.was X eigentlich »ist«. Die Lösung, diewirwählen, ist, das X zunächst einmal
zu vergessen. Ein Polynom soll ja durch seine Koeffizienten festgelegt sein undwir müssen
nur beschreiben,wiemit Tupeln von Koeffizienten gerechnetwerden soll. Danach können
wir das Element X des Polynomrings definieren als das Polynommit Koeffizienten ai = 0
für alle i 6= 1 und a1 = 1. In der Tupelschreibweise schreibenwir die Koeffizienten in der
Reihenfolge (a0, a1, a2, … ).

Definition 15.22. Der Polynomring R[X] über R in der Unbestimmten X ist der Ring aller
Folgen (ai)i∈Nmit nur endlich vielen Einträgen 6= 0,mit elementweiser Addition und der
Multiplikation

(ai)i ∙ (bi)i =

∑
j+k=i

ajbk


i

.

Dies ist ein kommutativer Ringmit 1 = (1,0,0, … ) (und 0 = (0,0, … )). Die Elemente von
R[X] heißen Polynome.
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Wir setzen X := (0, 1,0,0, … ) ∈ R[X] und erhalten dann

(a0, a1, a2, … ) =
∑
i≥0

aiX
i,

wobei nur endlich viele ai von Null verschieden sein dürfen. Insbesondere könnenwir jedes

Element von R[X] in eindeutigerWeise in der Form
∑

i≥0 aiX
i schreiben (fast alle ai = 0). a

Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass für diese Verknüpfungen tatsächlich alle Ringaxio-
me erfüllt sind. Der Ring R[X] ist ein kommutativer Ring.

Die Abbildung R → R[X], a 7→ (a,0,0, … ) ist ein injektiver Ringhomomorphismus undwir
fassen vermöge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von R[X] auf. Diese
Elemente heißen konstante Polynome.

AnStellevonX kannmannatürlich auch andereBuchstabenverwenden, umdieUnbestimm-
te zu bezeichnen,wir können also auch von den Polynomringen R[x], R[T ], usw. sprechen.

Bemerkung 15.23. Achtung: Ist S ein Ring, R ⊆ S ein Unterring und α ∈ S, dann verwendet
man die eckigen Klammern auchmit einer etwas anderen (allgemeineren) Bedeutung, und
zwar bezeichnet R[α] dann nicht den Polynomring in der Unbestimmten α (was ja auch pro-
blematischwäre,weil dann α zwei verschiedene Bedeutungen hätte), sondern den Unterring
von S, der aus allen polynomialen Ausdrücken in α besteht:

R[α] =

{
n∑
i=0

aiα
i; n ∈ N, ai ∈ R

}
⊆ S.

Beispiele dafür sind die Ringe K[A] und K[f ] aus Beispiel 15.14. Ein anderes Beispiel ist der
KörperQ[

√
2] = {a+b

√
2; a, b ∈ Q} ⊆ R–hier sind die höherenPotenzenvon

√
2 (warum?)

verzichtbar. Allgemeiner verwendet man diese Notation auch, wenn φ:R → S ein (nicht
notwendig injektiver) Ringhomomorphismus ist, für α ∈ S schreibt man dann

R[α] =

{
n∑
i=0

φ(ai)α
i; n ∈ N, ai ∈ R

}
⊆ S.

Mit der in Satz 15.24 eingeführten Terminologie ist also R[α] ⊆ S das Bild des Einsetzungs-
homomorphismus R[X] → S, f 7→ f (α), der durch X 7→ α und φ:R → S gegeben ist.

Wennmanmöchte, dann kannman die Schreibweise R[X] als Spezialfall der hier beschrie-
benen Notation betrachten, denn der Ring R[X] besteht ja genau aus allen polynomialen
Ausdrücken in Xmit Koeffizienten in R. ♦

Allgemeiner kannman Polynomringe in mehr als einer Unbestimmten definieren, etwa
R[X1,X2, …,Xn] oder sogar R[Xi, i ∈ I] für eine beliebigeMenge I. Man kann dabei den Fall,
dass die Indexmenge I unendlich viele Elemente hat, zulassen; eswerden aber nur endliche
Summen und Produkte der Unbestimmten und ihrer Potenzen gebildet, d.h., dass in jedem
einzelnen Polynom nur endlich viele der Unbestimmten Xi auftreten können.

Ist f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] ein Polynommit Koeffizienten in R und x ∈ R, so könnenwir x für

die Unbestimmte X »einsetzen«:Wir definieren

f (x) :=
n∑
i=0

aix
i ∈ R.

Im folgenden Satzwird das noch etwas verallgemeinert und präzisiert. Erstens könnenwir
nicht nur Elemente ausR einsetzen, sondern Elemente aus einemRing S, sobaldwir »wissen,
wie die Koeffizienten (ausR) als Elementevon S aufgefasst«werden sollen. Formal verlangen
wir, dass ein Ringhomomorphismus R → S gegeben ist. Zweitens erhaltenwir für fixiertes x
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auf dieseWeise einen Ringhomomorphismus R[X] → R (bzw. im allgemeineren Fall R[X] → S),
das heißt (f + g)(x) = f (x) + g(x), (fg)(x) = f (x)g(x) und für f = 1 gilt f (x) = 1.

Satz 15.24 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, φ:R → S ein Ringho-
momorphismus und x ∈ S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter RinghomomorphismusΦ:R[X] → S
mitΦ(a) = φ(a) für alle a ∈ R undΦ(X) = x, nämlich

n∑
i=0

aiX
i 7→

n∑
i=0

φ(ai)x
i.

Beweis. Aus den Bedingungen Φ(a) = φ(a) für alle a ∈ R und Φ(X) = x ergibt sich,
weil Φ ein Ringhomomorphismus ist, die angegebene Formel für das Bild eines beliebigen
Polynoms unter Φ. Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Formelwirklich einen Ringho-
momorphismus beschreibt. Das folgt aus einer einfachen direkten Rechnung, die ausnutzt,
dass φ ein Ringhomomorphismus ist. �

Wir schreiben in der Situation des Satzes auch f (x) = Φ(f ).

Die Abbildung φwird oftmals nicht explizit angegeben,wenn »klar« ist, umwelche Abbil-
dung es sich handelt. Die drei (für uns)wichtigsten Fälle sind

(1) R = S und φ = idR,

(2) R ⊆ S ist ein Unterring und φ ist die Inklusionsabbildung R → S, x 7→ x.

(3) R = K ist ein Körper, S = Mn(K) der Matrizenring (n ∈ N), und φ:K → Mn(K) ist
gegeben durch a 7→ aEn.

Beispiel 15.25. (1) Sei K = Q, A =
(
1 2
3 4

)
und f = X2 − 5X + 5. Dann ist (mit φwie in

Punkt (3) der vorhergehenden Liste)

f (A) = A2 − 5E2A+ 5E2 = A2 − 5A+ 5E2 =
(
7 10
15 22

)
−
(
5 10
15 20

)
+
(
5 0
0 5

)
=
(
7 0
0 7

)
.

(2) Die Ringe K[A] und K[f ] aus Beispiel 15.14 sind gerade die Bilder der Einsetzungshomo-
morphismen

K[X] → Mn(K), X 7→ A, und K[X] → EndK(V), X 7→ f .

Dass es sich um Ringhomomorphismen handelt, besagt, dass die Multiplikation von
Polynomen derMultiplikation inMn(A) (also demMatrizenprodukt) bzw. in EndK(V)
(also derVerkettung von Endomorphismen) entspricht. ZumBeispielwird unter dem
rechten Ringhomomorphismus das Polynom X2 − 1 auf den Endomorphismus f 2 − idV
abgebildet:

f 2 − idV :V → V , v 7→ f (f (v)) − v.

♦

Definition 15.26. Sei R ein kommutativer Ring, f =
∑N

i=0 aiX
i ∈ R[X]mit aN 6= 0. Dann

heißt aN der Leitkoeffizient von f undN der Gradvon f , in Zeichen deg f . Das Element a0 heißt
derAbsolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f . Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Wir setzen formal deg0 = −∞. (Dass das eine gute Idee ist, ergibt sich in Kürze aus Lem-
ma 15.30.) Es ist also für f ∈ R[X] der Grad deg(f ) genau dann ≥ 0, wenn f 6= 0 gilt.
a
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Ein Polynom vom Grad 1 heißt auch lineares Polynom, unter einem quadratischen Polynom
verstehtman ein PolynomvomGrad 2.Manchmal sprichtman auchvon kubischen Polynomen
im Sinne von Polynomen vomGrad 3.

Bemerkung 15.27. Sei R ein Ring. Ist f ∈ R[X] ein Polynom, so erhaltenwir die Abbildung
R → R, x 7→ f (x). Abbildungen dieser Form nennenwir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring Pol(R) des Rings Abb(R,R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung

R[X] → Pol(R),
die f ∈ R[X] abbildet auf die zugehörige Polynomfunktion x 7→ f (x), ist ein Ringhomo-
morphismus vom Polynomring R[X] in den Ring der Polynomfunktionen R → R, der nach
Definition von Pol(R) surjektiv, aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Körpermit
unendlich vielen Elementen, so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus, siehe
Korollar I.4.28.

Über einem endlichen Körper K hat es gewisseVorteile, mit demRing K[X] zu arbeiten, der –
wiewir in den nachfolgenden Abschnitten sehenwerden – eine relativ einfache Struktur
hat. Insbesondere gilt für f , g ∈ K[X]mit f , g 6= 0, dass auch das Produkt fg 6= 0 ist. Diese
wichtige Eigenschaft besprechenwir im folgenden Abschnitt über Integritätsringe. ♦

15.4. Integritätsbereiche

15.4.1. Definition. Sei R ein Ring. In diesemAbschnitt betrachtenwir nur kommutati-
ve Ringe.Wir haben schon Beispiele von Ringen gesehen, in denen so genannte Nullteiler
existieren – Elemente x, so dass xy = 0 für ein y 6= 0 – die von 0 verschieden sind. Das ist
sozusagen eine unangenehme Eigenschaft, undwirwerden uns daher an vielen Stellen auf
nullteilerfreie Ringe einschränken, also auf Ringe, in denen 0 der einzige Nullteiler ist.Wir
machen dafür die folgende Definition.

Definition 15.28. Ein kommutativer Ring R heißt Integritätsbereich (oder Integritätsring),
wenn R 6= {0} und für alle x, y ∈ Rmit xy = 0 gilt: x = 0 oder y = 0. a

Beispiel 15.29. DerRingZund alle Körper sind Integritätsbereiche. DerRing Z/n ist genau
dann ein Integritätsring,wenn n eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z/n ja sogar ein Körper.
Andernfalls könnenwir n = abmit 1 < a, b < n schreiben, unddann gilt in Z/n , dass a, b 6= 0
aber ab = 0 ist. ♦

Lemma 15.30. Sei R ein kommutativer Ring und seien f , g ∈ R[X]. Dann gilt

(1) deg(f + g) ≤ max(deg f ,deg g),
(2) deg(fg) ≤ deg f + deg g, und falls R ein Integritätsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.

Wiewir sehenwerden, gelten die Aussagen des Lemmas (mit unserer Definition deg(0) =
−∞) auch für den Fall, dass f oder g das Nullpolynom ist, wennmanmit−∞ in der »offen-
sichtlichen«Weise rechnet, das heißt es gelte

−∞ ≤ −∞, −∞ ≤ n für alle n ∈ N,

und

−∞ + (−∞) = −∞, −∞ + n = n + (−∞) = −∞ für alle n ∈ N.
Insbesondere ist dannmax(−∞, n) = n für alle n ∈ N ∪ {−∞}.
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Beweis. Es ist klar, dass für f = 0 oder g = 0 beide Aussagen richtig sind (und das
erklärt, warum es sinnvoll ist, demNullpolynom auf diese formale Art den Grad−∞ zuzu-
weisen).

Nun gelte f 6= 0 und g 6= 0.Wir schreiben

f (X) =
m∑
i=0

aiX
i, g(X) =

n∑
i=0

biX
i

mit am 6= 0 und bn 6= 0. Istm 6= n, so ist der Grad von f + g gleich der größeren der beiden
Zahlenm und n. Istm = n, dann ist ebenfalls deg(f + g) = max(m, n), es sei denn, es gilt
am = −bn. Im letzteren Fall ist deg(f + g) < max(m, n). Damit ist Teil (1) bewiesen.

Für Teil (2) müssenwir nur beobachten, dass

f (X) g(X) =
m+n∑
i=0

∑
j+k=i

ajbk

Xi

gilt, und daher jedenfalls deg(fg) ≤ m + n = deg f + deg g ist. Weil j, k ≥ 0 gilt, hat die
Summe für i = m + n nur den einen Summanden ambn. Ist R ein Integritätsring, so ist das
Produkt ambn 6= 0, und es folgt deg(fg) = m + n. �

Korollar 15.31. Sei R ein Integritätsring.Dann ist auchR[X] ein Integritätsring. Es gilt R[X]× = R× .

Beweis. Es folgt aus Lemma 15.30, dass das Produkt von zwei Polynomen f , g ∈ R[X] \
{0} nicht= 0 sein kann. Es ist auch klar, dass R[X] nicht der Nullring ist, sofern R nicht der
Nullring ist. Also ist R[X] ein Integritätsring.

Ist f ∈ R[X]×, so existiert g ∈ R[X]mit fg = 1, also ist deg(fg) = 0. Aus Lemma 15.30 folgt
dann deg(f ) = deg(g) = 0 (hier benutzenwir erneut, dass R ein Integritätsring ist!), also
sind f und g konstante Polynome und es folgt f ∈ R×. �

Machen Sie sich klar, dass für einen endlichen Körper K der Ring Pol(K) der Polynomfunk-
tionen K → K (siehe Bemerkung 15.27) kein Integritätsring ist.

15.4.2. Teilbarkeit in Integritätsringen. Einewichtige Eigenschaftvon Integritäts-
ringen ist die sogenannte Kürzungsregel.

Lemma 15.32. Ist R ein Integritätsring, und sind a, b, c ∈ Rmit a 6= 0 und ab = ac, so folgt b = c.

Beweis. Aus ab = ac folgt a(b − c) = ab − ac = 0, also b − c = 0, weil wir a 6= 0
vorausgesetzt haben und R ein Integritätsring ist. �

Wirwollen nun den Begriff des Teilers, denwir vomRing der ganzen Zahlen her kennen,
für allgemeine Integritätsringe definieren.

Definition 15.33. Sei R ein Integritätsring. Seien a, b ∈ R

(1) Wir sagen, a sei ein Teiler von b (oder b sei durch a teilbar, in Zeichen a | b), falls c ∈ R
existiert mit ac = b. Es ist äquivalent zu sagen, dass b ein Vielfaches von a sei.Wenn a kein
Teiler von b ist, dann schreibenwir a - b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c ∈ R× existiert mit ac = b.

a
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Da das Element c in Teil (2) der Definition eine Einheit seinmuss, könnenwir die Gleichung
ac = b auch umschreiben als bc−1 = a; wie die Sprechweise suggeriert, kommt es also
nicht auf die Reihenfolge von a und b an. (Die Relation »assoziiert zu« ist symmetrisch,
Abschnitt I.3.14, Definition I.3.67, siehe auch Definition 15.64 unten.)

Lemma 15.34. Seien R ein Integritätsring und a, b ∈ R.

(1) Es sind äquivalent:

(i) a | b,
(ii) b ∈ (a),

(iii) (b) ⊆ (a).

(2) Es sind äquivalent:

(i) a und b sind assoziiert zueinander,

(ii) a | b und b | a,
(iii) (a) = (b).

Beweis. Der Beweis vonTeil (1) ist einfach. In Teil (2) ist klar, dass für assoziierte Ele-
mente a und b gilt, dass (a) = (b) ist.WegenTeil (1) ist das äquivalent zu der Bedingung, dass
a | b und b | a. Gilt umgekehrt (a) = (b), etwa b = ca und a = db, so folgt a = cda und damit
(1− cd)a = 0.Weil R ein Integritätsring ist, folgt a = 0 (also auch b = 0) oder 1− cd = 0, und
das impliziert, dass c und d Einheiten von R sind, also dass a und b zueinander assoziiert
sind. �

Grundlegende Eigenschaften der Teilbarkeitwie die folgenden lassen sich dann leicht be-
weisen:

a | b, b | c =⇒ a | c
und

a | b, a | c =⇒ a | (b + c)

für alle a, b, c ∈ R.

Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Integritätsrings so allgemein ist, dass keine all-
gemeine »vernünftige« Theorie von Teilbarkeit zu erwarten ist (konkret: im allgemeinen
gibt es kein analoges Ergebnis zur eindeutigen Primfaktorzerlegung, diewir in Z haben).
Besonders gut verhalten sich Integritätsringe, in denenwir eine Divisionmit Rest, ähnlich
wie inZ, haben.

Im Ring der ganzen Zahlen könnenwirDivision mit Rest durchführen: Sind a und b ganze
Zahlen, so existieren q, r ∈ Zmit a = qb + r und |r| < |b|. Dabei sind q und r sogar eindeutig
bestimmt: Es ist q die größte ganze Zahl, die≤ a

b ist, und r = a− qb. Die Divisionmit Rest
ist eine essenzielle Eigenschaft des Rings der ganzen Zahlen, aus der sich viele nützliche
Eigenschaften folgern lassen, und es ist daher naheliegend zu untersuchen, ob es in anderen
Ringen eine ähnliche »Divisionmit Rest« gibt. (Siehe auch Ergänzung I.3.44.)

Satz 15.35 (Polynomdivision). Sei R ein kommutativer Ring und seien f , g ∈ R[X], so dass der
Leitkoeffizient von g in R× liegt. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ R[X]mit deg r <
deg g und so dass

f = qg + r.

Für uns ist vor allem der Fall wichtig, dass R ein Körper ist. In diesem Fall ist die Bedingung,
dass der Leitkoeffizient von g eine Einheit ist, dazu äquivalent, dass g 6= 0 gilt.
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Beweis. Wir führen Induktion nach demGradvon f . DieVoraussetzung an g impliziert
insbesondere, dass g 6= 0, also deg(g) ∈ N ist. Ist deg(f ) < deg(g), so könnenwir einfach
q = 0, r = f setzen.

Seinunm := deg(f ) ≥ deg(g) =: n. Insbesondere istdann f 6= 0.Seia ∈ RderLeitkoeffizient
von f und b ∈ R× der Leitkoeffizient von g. Dann ist

h := f − ab−1Xm−ng

ein PolynomvomGrad< m, denn f und ab−1Xm−ng sind Polynome vomGradmmit demsel-
ben Leitkoeffizienten a. Nach Induktionsvoraussetzung könnenwir h in der Form q1g+ r
mit deg(r) < deg(g) schreiben.Wir setzen dann q := q1 + ab−1Xm−n und erhalten

f = h + ab−1Xm−ng = q1g + r + ab−1Xm−ng = qg + r.

Die Eindeutigkeit kannman folgendermaßen begründen: Ist

f = q1g + r1 = q2g + r2

mit deg(r1),deg(r2) < deg(g), dann folgt

r2 − r1 = (q1 − q2)g,
und das ist aus Gradgründen nurmöglich,wenn q1 − q2 = 0 ist. Also ist q1 = q2 und damit
auch r1 = r2.

Vergleiche auch Lemma I.4.26 und Beispiel I.4.27. �

Definition 15.36. Ein Integritätsring R heißt euklidischer Ring, falls eine Abbildung

δ:R \ {0} → N
(eine sogenannteGradabbildung) existiert, so dass für alle a, b ∈ R, b 6= 0, Elemente q, r ∈ R
existieren, so dass r = 0 oder δ(r) < δ(b) und a = qb + r. a

Eswird in derDefinitionnichtverlangt, dass qund r für gegebene aund b eindeutig bestimmt
sind.

Beispiel 15.37. (1) Der Ring Z ist euklidisch, als Gradfunktion könnenwir den Absolutbe-
trag verwenden: δ(a) = |a|. Das folgt daraus, dasswir im Ring Z die Divisionmit Rest
haben.

(2) Sei K ein Körper. Dann ist der Polynomring K[X]mit der Gradfunktion δ(f ) = deg(f )
ein euklidischer Ring. Dies folgt daraus, dass wir im Ring K[X] die Polynomdivision
durchführen können.

(3) Der Ring Z[i] = {a + ib; a, b ∈ Z} ist euklidisch (siehe die Übungsaufgaben).

♦

” Menschen, die von der Algebra nichts wissen, können sich auch nicht die
wunderbaren Dinge vorstellen, zu denen man mit Hilfe der genannten Wissenschaft
gelangen kann.

Gottfried Wilhelm Leibniz
Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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Definition 15.38. (1) Ein Ideal a in einemRingRheißtHauptideal,wenn einElement a ∈ R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x ∈ R}.

(2) Ein Integritätsring R heißtHauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

a

Der Erzeuger eines Hauptideals ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Ist R ein Inte-
gritätsring, so folgt aus Lemma 15.34, dass Elemente a, b genau dann dasselbe Hauptideal
erzeugen,wenn sie zueinander assoziiert sind.

Satz 15.39. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere gilt:

(1) Der RingZ ist ein Hauptidealring.
(2) Ist K ein Körper, dann ist der Polynomring K[X] in einer Unbestimmten über K ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ringmit Gradfunktion δ. Sei a ⊆ R ein Ideal. Ist a das
Nullideal, dann handelt es sich trivialerweise um ein Hauptideal: a = (0). Andernfalls sei
a ∈ a \ {0} ein Element, für das derWert δ(a)minimal ist.Wirwollen zeigen, dass a = (a)
gilt. Die Inklusion⊇ ist klar, weil a nach Definition in a liegt.

Sei nun x ∈ a.Wir benutzen jetzt, dass R euklidisch ist und schreiben x = qa + rmit r = 0
oder δ(r) < δ(a). Ist r = 0, so folgt x = qa ∈ (a), wie gewünscht. Der Fall r 6= 0, δ(r) < δ(a)
kann gar nicht eintreten, denn es ist r = x− qa ∈ a, und awar so gewählt, dass kein Element
aus a \ {0} unter δ einen kleinerenWert als δ(a) annimmt. �

Beispiel 15.40. Der Ring Z[X] ist kein Hauptidealring (zum Beispiel ist das Ideal (2,X)
kein Hauptideal – warum?). Insbesondere ist Z[X] kein euklidischer Ring: Die Funktion
deg ist keine Gradabbildungmit den in der Definition euklidischer Ringe geforderten Ei-
genschaften, und es gibt auch keine andere AbbildungZ[X] \ {0} → N, die diese Eigenschaften
hat.

Insbesondere sehenwir, dass der Polynomring über einem IntegritätsringRnicht unbedingt
ein euklidischer Ring.Wennman das Studium der Ringtheorie noch ein kleines bosschen
weiterführt, kann man zeigen, dass R[X] genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein
Körper ist. ♦

Es gibt auchHauptidealringe, die nicht euklidisch sind, es ist aber nicht ganz einfach, hierfür
Beispiele zu geben (siehe zum Beispiel [Sch] 6.10).

Definition 15.41. Sei R ein Integritätsring, seien a, b ∈ R.

(1) Ein Element d ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler von a, b, wenn d | a, d | b, und für jedes
Element d′, das a und b teilt, d′ | d. Man schreibt oft ggT(a, b) für einen größten gemein-
samenTeiler von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung – diese Notation ist nicht
ganz unproblematisch!).

(2) Ein Element d ∈ R heißt kleinstes gemeinsames Vielfaches von a, b, wenn a | d, b | d, und für
jedes Element d′, das von a und b geteilt wird, d | d′. Man schreibt oft kgV(a, b) für ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung –
diese Notation ist nicht ganz unproblematisch!).

(3) Die Elemente a, b heißen teilerfremd, falls 1 ein größter gemeinsamer Teiler von a und b
ist.

a
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Man beachte, dass das Zeichen> in der Definition des Begriffs des größten gemeinsamen
Teilers nicht auftritt – in einem allgemeinen Integritätsring steht uns ja keine Anordnung
der Elemente zurVerfügung. Angewandt auf den Ring der ganzen Zahlen stimmt die obige
Definition aber mit der üblichen Definition überein (siehe Lemma I.3.53). (Wenn Sie den
Begriff derpartiellenOrdnungkennen (Abschnitt I.3.14.3), dann ist die »richtige«Sichtweise,
dass der größte gemeinsame Teiler von zwei Elementen das größte Element unter allen
gemeinsamen Teilern bezüglich der durch Teilbarkeit gegebenen partiellen Ordnung ist
(wenn ein solches größtes Element existiert). Siehe Beispiel I.3.81.)

Bemerkung 15.42. Sei R ein Integritätsring.

(1) Sind a, b ∈ R und erfüllen d1 und d2 die Eigenschaft eines größten gemeinsamenTeilers,
dann gilt d1 | d2 und d2 | d1, also sind d1 und d2 zueinander assoziiert. Andererseits ist für
jeden größten gemeinsamenTeiler d von a und b und jede Einheit u ∈ R× offenbar auch
ud ein größter gemeinsamerTeiler von a und b. Ähnlichverhält es sichmit demkleinsten
gemeinsamenVielfachen.

Weil größter gemeinsamerTeiler und kleinstes gemeinsamesVielfaches nur bis auf Mul-
tiplikationmit Einheiten aus R eindeutig bestimmt sind, ist es eine ungenaue Notation,
d = ggT(a, b) zu schreiben (und entsprechend für kgV(a, b)).
Zum Beispiel sind im Ring Z sowohl 2 als auch−2 ein größter gemeinsamer Teiler von
−6 und 14.

(2) Im allgemeinenmüssen ein größter gemeinsamerTeiler bzw. ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches zweier Elemente nicht existieren. Selbstwenn ein größter gemeinsamerTeiler
dvon a, b ∈ R existiert, kannman d im allgemeinen nicht in der Form xa+ yb ausdrücken
(wie es im Ring der ganzen Zahlenmöglich ist, siehe Lemma I.3.53 bzw. den folgenden
Punkt (3)). Im allgemeinen folgt aus der Bedingung, dass 1 ein größter gemeinsamer
Teiler von a und b ist, also nicht, dass das von a und b erzeugte Ideal das Einsideal ist.

(3) Ein Element d ∈ R ist genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn (a, b) ⊆ (d)
gilt (siehe Lemma 15.34).Wenn (a, b) = (d) ein Hauptideal ist, dann folgt mit demselben
Lemma, dass d ein größter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Wir sehen insbesondere, dass in einemHauptidealring ein größter gemeinsamer Teiler
zweier Elemente immer existiert. Außerdem erzeugen in diesem Fall Elemente a und b
genau dann das Einsideal, wenn 1 größter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

(4) Ist R sogar euklidisch, dann kannman den größten gemeinsamenTeiler von a und bmit
dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) berechnen.

Siehe auch Bemerkung 15.54. ♦

Bemerkung 15.43 (Der euklidische Algorithmus). Ist R ein Hauptidealring und sind a, b ∈
R, so ist (a, b) ein Hauptideal. In euklidischen Ringen kann man mit dem sogenannten
Euklidischen Algorithmus recht leicht ein Element d ∈ R berechnen, für das (a, b) = (d) gilt.
Wie in Bemerkung 15.42 erläutert, bedeutet das genau, dass d ein ggTvon a und b ist.Wir
nehmen dazu an, dass a, b 6= 0 ist, denn sonst ist nichts zu tun.

DerAlgorithmus besteht darin, induktiv eine Folge a0, a1, a2, … vonElementen inRwie folgt
zu definieren bzw. zu berechnen:

a0 := a, a1 := b

und für i > 1 definierenwir ai durch Division von ai−2 durch ai−1mit Rest, d.h.wir schreiben

ai−2 = qi−1ai−1 + ai.
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Der Algorithmus bricht ab, sobald ak+1 = 0 ist, das Ergebnis ist dann d := ak, wie wir
nachfolgend begründenwerden.Weil für die Gradfunktion δ von R gilt, dass

δ(a1) > δ(a2) > δ(a3) > · · ·
(solange ai 6= 0 gilt), ist das nach endlich vielen Schritten der Fall.

Dann folgt aus ai−2 = qiai−1 + ai, dass (ai−1, ai) = (ai−2, ai−1) gilt, und aus der letzten Glei-
chung ak−1 = qkak folgt ak−1 ∈ (ak), also

(ak) = (ak−1, ak) = (ak−2, ak−1) = · · · = (a, b),
wir haben also tatsächlich einen Erzeuger des Hauptideals (a, b) gefunden.

Oft ist es nützlich, dass der Algorithmus auch eineMöglichkeit liefert, eine Darstellung der
Form ak = xa + yb zu berechnen. Dazu betrachtenwir die Gleichungskette

ak = ak−2 − qk−1ak−1

= ak−2 − qk−1(ak−3 − qk−2ak−2)

= −qk−1ak−3 + (1+ qk−1qk−2)ak−2

= −qk−1ak−3 + (1+ qk−1qk−2)(ak−4 − qk−3ak−3)

= · · · ,
aus derwir die gewünschte Darstellung ak = xa0 + ya1 = xa + yb erhalten. ♦

15.4.3. Faktorielle Ringe. Wirwollen nun eine Klasse von Ringen definieren und un-
tersuchen, in der ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt, diewir vomRing
der ganzen Zahlen kennen (Satz I.3.56).

Eine Primzahl ist eine natürliche Zahl p > 1, die sich nicht als Produkt abmit a, b ∈ Z,
1 < a, b < p schreiben lässt. Um diesen Begriff auf beliebige Integritätsringe zu übertragen,
ist es sinnvoll, die Einschränkung auf Zahlen> 1 fallenzulassen und auch Zahlen< −1 zu
betrachten, die sich nicht in nichttrivialerWeise als Produkt schreiben lassen. Das Nullele-
ment und die Einheiten 1, −1 ∈ Z× spielen eine Sonderrolle. Der Begriff, denman so erhält,
ist der des »irreduziblen Elements«, Definition 15.44 (1). Oft ist eine andere Eigenschaft von
Primzahlen aberwichtiger, nämlich die sogenannte Primeigenschaft.Wenn eine Primzahl p
ein Produkt teilt, dann teilt sie auch einen der Faktoren:

p | ab =⇒ p | a oder p | b.
Siehe Satz I.3.52 für einen Beweis. Wir haben diese Eigenschaft von Primzahlen in Ab-
schnitt I.4.2.1 benutzt, um zu zeigen, dass der Restklassenring Z/p für eine Primzahl p
ein Körper ist. Diese Eigenschaft ist die Grundlage vonTeil (2) der folgenden Definition. In
allgemeinen Integritätsringenmüssen diese Eigenschaften nicht zusammenfallen!

Definition 15.44. Sei R ein Integritätsring.

(1) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt irreduzibel, falls für alle a, b ∈ Rmit p = ab gilt:
a ∈ R× oder b ∈ R×.

(2) Ein Element p ∈ R \ (R× ∪ {0}) heißt prim (oder Primelement), falls für alle a, b ∈ Rmit
p | ab gilt: p | a oder p | b.

a

Ist R ein Integritätsring und sind p, a, b ∈ Rmit p = ab 6= 0, dann ist a genau dann eine
Einheit in R, wenn p und b assoziiert sind. Dennwenn a eine Einheit ist, so folgt direkt aus
der Definition, dass p und b assoziiert zueinander sind. Undwenn p und b assoziiert sind,
sagenwir p = ubmit u ∈ R×, so folgt ub = ab undmit der Kürzungsregel, dass a = u ∈ R× ist.



15.4. INTEGRITÄTSBEREICHE 25

Wir könnten also Teil (1) der Definition auch so formulieren, dass p ∈ R \ (R× ∪ {0}) genau
dann irreduzibel ist, wenn in jeder Darstellung p = ab einer der Faktoren zu p assoziiert ist.

Satz 15.45. Sei R ein Integritätsring. Ist p ∈ R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so
gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Sei zunächst p prim.Wenn sich p als Produkt p = ab schreiben lässt, so folgt
aus der Primeigenschaft p | a oder p | b. Nehmenwir ohne Einschränkung an, dass der erste
Fall eintritt. Andererseits impliziert p = ab auch, dass a ein Teiler von p ist.Wir haben also
a | p und p | a, und es folgt, dass a und p zueinander assoziiert sind.Wie oben bemerkt, zeigt
das die Irreduzibilität von p.

Sei nunR einHauptidealring und p ∈ R irreduzibel.Wirwollen zeigen, dass p prim ist. Seien
also a, b ∈ Rmit p | ab. Nehmen wir an, dass p - a gilt, also a 6∈ (p). Dann ist (p) ( (a, p)
eine echte Teilmenge. Hier ist (a, p) das von a und p erzeugte Ideal, daswir folgendermaßen
explizit beschreiben können:

(a, p) = {xa + yp; x, y ∈ R}.
In der Tat ist klar, dass hier⊇ gilt, da a und p in (a, p) liegen undwegen der Idealeigenschaft
folglich auch alle Ausdrücke der Form xa + yp. Andererseits ist leicht zu sehen, dass die
rechte Seite ein Ideal ist, undweil (a, p) das kleinste Ideal ist, das a und p enthält, folgt die
Gleichheit.

WeilR einHauptidealring ist, ist das Ideal (a, p) einHauptideal, es gibt also einElement d ∈ R
mit (a, p) = (d). Es folgt dann d | p undwegen der Irreduzibilität von p undweil (p) 6= (d)
ist, dass (d) = R seinmuss. Damit erhaltenwir 1 ∈ (d) = (a, p), also existieren x, y ∈ Rmit
ax+ yp = 1.Wir sehen jetzt, dass p | (1− ax), also erst recht p | (b− abx), undwegen p | ab folgt
nun p | b. �

Lemma 15.46. Sei R ein Hauptidealring, und seien

a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
Ideale von R, die ineinander enthalten sind.Man spricht von einer aufsteigenden Kette von Idealen in
R.

Dann existiert i ≥ 0, so dass ai = aj für alle j ≥ i. Man sagt, die Kette sei stationär.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und sei

a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Dann ist auch die Vereinigung a :=

⋃
i≥0 ai ein

Ideal. In der Tat, für x, y ∈ a existieren i und jmit x ∈ ai , y ∈ aj . Sei ohne Einschränkung i ≤ j,

also ai ⊆ aj . Dann gilt x + y ∈ aj ⊆ a. Außerdem gilt für alle z ∈ R, dass zx ∈ ai ⊆ a ist.

Weil R ein Hauptidealring ist, existiert ein Element a ∈ Rmit a = (a). Dannmuss aber a
in einem der Ideale ai liegen, es folgt a = (a) ⊆ ai und damit die Gleichheit a = ai und
insbesondere ai = aj für alle j ≥ i. �

Ringe, die die Eigenschaft aus dem Lemma haben, in denen also jede aufsteigende Kette
von Idealen stationär ist, heißen auch noetherscheRinge (nach derMathematikerin Emmy
Noether4).

Für R = Z bzw. R = K[X] (K ein Körper) kann man das Lemma noch einfacher beweisen,
indemman den Absolutbetrag bzw. die Gradfunktion benutzt.

Satz 15.47. Sei R ein Hauptidealring. Dann lässt sich jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether

https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
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Beweis. Wegen Satz 15.45 ist es äquivalent zu zeigen, dass sich jedes Element als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen schreiben lässt. Angenommen, daswäre nicht der Fall, sei
also a0 ∈ R \ (R× ∪ {0}) ein Element, das sich nicht als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben lässt. Insbesondere kann dann a0 nicht irreduzibel sein, es existiert also eine
Produktdarstellung a0 = a1b1 mit Nicht-Einheiten a1, b1. Wenn diese Elemente beide als
Produkt irreduzibler Elemente geschriebenwerden könnten, dann bekämenwir auch eine
entsprechendeDarstellung für a0. Das ist nichtmöglich,wir können also (indemwir nötigen-
falls a1 und b1 vertauschen) annehmen, dass auch a1 sich nicht als Produkt von irreduziblen
Elementen schreiben lässt.

Wennwir in dieserWeise fortfahren, erhaltenwir eine Folge von Elementen

ai = ai+1bi+1, i = 0, 1, 2, …,
von R, die sämtlich keine Einheiten sind. In Termen von Idealen folgt, dass (ai) ⊆ (ai+1) für
alle i ≥ 0 gilt, wir erhalten also eine aufsteigende Kette

(a0) ⊆ (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · ·
von Idealen in R, die nach Lemma 15.46 stationär wird, es gibt also ein imit (ai) = (ai+1).
Das impliziert aber, dass bi+1 imWiderspruch zu unserer Konstruktion doch eine Einheit in
R ist. �

Lemma 15.48. Sei R ein Integritätsring, seien p1, …, pr ∈ R prim und seien q1, …, qs ∈ R irreduzibel.
Gilt

p1 ∙ · · · ∙ pr = q1 ∙ · · · ∙ qs,
so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der qi gilt für alle i = 1, …, r, dass pi und qi
zueinander assoziiert sind.

Beweis. Sei p ∈ R ein Primelement, d.h. aus p | ab folgt p | a oder p | b (für alle a, b ∈ R).
Per Induktion folgt dann aus p | a1 ∙ · · · ∙ an für Elemente ai ∈ R, dass p einen der Faktoren des
Produkts a1 ∙ · · · ∙ an teilt: Es existiert imit p | ai .

Wir beweisen nun eine etwas allgemeinere Aussage als die des Lemmas, nämlich: Seien
u ∈ R×, seien p1, …, pr ∈ R prim und seien q1, …, qs ∈ R irreduzibel. Gilt

p1 ∙ · · · ∙ pr = uq1 ∙ · · · ∙ qs,
so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der qi gilt für alle i = 1, …, r, dass
pi und qi zueinander assoziiert sind.

Die Aussage des Lemmas folgt, indemwir u = 1 setzen.

Wir führen Induktion nach r. Der Fall r = 0, indem links das leere Produkt 1 steht, ist trivial,
da irreduzible Elemente per Definition keine Einheiten sein können.

Für r ≥ 1 gilt p1 | p1 ∙ · · · ∙pr = uq1 ∙ · · · ∙qs, dass p1 eines der qi teilt. (Dass p | u, ist unmöglich, da u
eine Einheit und p1 keine Einheit ist.) Nach Umnummerierung der qi könnenwir annehmen,
dass p1 | q1, etwa q1 = εp1.Weil q1 irreduzibel und p1 als Primelement keine Einheit ist, folgt
daraus, dass ε ∈ R× und sodann, dass q1 und p1 zueinander assoziiert sind.

Es folgt auch (siehe Lemma 15.32), dass

p2 ∙ · · · ∙ pr = (uε−1)q2 ∙ · · · ∙ qs,
und per Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

VergleicheauchdenBeweisderEindeutigkeit derPrimfaktorzerlegung inZ inSatz I.3.56. �

Da Primelemente stets irreduzibel sind (Satz 15.45), zeigt Lemma 15.48, dass eine Zerlegung
als ein Produkt in Primelemente immer bis auf Reihenfolge und Übergang zu assoziierten
Elementen eindeutig ist.
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Definition 15.49. Ein Integritätsring R heißt faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R× ∪ {0}) als Produkt von Primelementen schreiben lässt. a

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«. Eine (etwas aus derMode gekommene) alternative Bezeichnung für faktori-
elle Ringe ist ZPE-Ringe –das steht für »Zerlegung in Primelemente eindeutig«. Auf Englisch
werden faktorielle Ringe oft als »UFD« bezeichnet, das ist die Abkürzung für »unique facto-
rization domain«.Wir können Satz 15.47 nunwie folgt formulieren.

Korollar 15.50. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Satz 15.51. Sei R ein Integritätsring. Dann sind äquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.

(ii) Jedes Element aus R \ (R× ∪ {0}) lässt sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

Beweis. Es ist klar, dass (ii)⇒ (i) gilt. Für die Implikation (i)⇒ (ii) müssenwir zeigen,
dass in einem faktoriellen Ring jedes irreduzible Element prim ist. Sei also R faktoriell und
p ∈ R irreduzibel. Dann könnenwir p als Produkt von Primelementen schreiben, etwa

p = p1 ∙ · · · ∙ pr.
Aus der Irreduzibilität folgt dann aber direkt, dass r = 1 und folglich p = p1 ein Primelement
seinmuss. �

Beispiel 15.52. DaZ ein Hauptidealring ist, istZ faktoriell.WegenZ× = {1, −1} gilt auch
die folgende, etwas präzisere Aussage: Jede ganze Zahl a ∈ Z, a 6= 0, lässt sich schreiben
als a = εp1 ∙ · · · ∙ pr mit ε ∈ {1, −1} und (positiven) Primzahlen pi . Dabei ist ε eindeutig
bestimmt (nämlich gleich demVorzeichen von a), und die pi sind eindeutig bestimmt bis auf
die Reihenfolge. Siehe auch Satz I.3.56. ♦

Für die ganzen Zahlen kannten wir diese Aussage ja schon aus der Linearen Algebra 1.
Im anderenwichtigen Beispiel für Hauptidealringe, daswir kennengelernt haben, ist sie
hingegen neu, undwird in den kommenden beiden Kapitel einewichtige Rolle spielen.

Beispiel 15.53. Sei K ein Körper. Nach dem Gezeigten ist der Polynomring R = K[X]
faktoriell. Es gilt R× = K× und wir erhalten: Jedes Polynom f ∈ K[X], f 6= 0, lässt sich
schreiben als Produkt f = uf1 ∙ · · · ∙ fr, wobei u ∈ K×, fi ∈ K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f ), und die fi sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die fi irreduzibel sind, gilt deg fi > 0 für alle i.) ♦

Bemerkung 15.54. Sei R ein faktorieller Ring.

(1) Sei P ⊂ R eineMenge von Primelementenmit der Eigenschaft, dass für jedes Primele-
ment q ∈ R genau ein p ∈ P existiert, das zu q assoziiert ist. Wir nennen dann P ein
Vertretersystem der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit.Wir können dann für ein
Element a ∈ R \ {0} die Primfaktorzerlegung in der Form

a = u
∏
p∈P

pvp(a)

schreiben, wobei u ∈ R× eine Einheit ist und vp(a) ∈ N und vp(a) = 0 für alle bis auf

endlich viele p ∈ P gilt (daher ist das Produkt ein endliches Produkt, wenn alle Faktoren,

die = 1 sind, weggelassen werden, denn für vp(a) = 0 ist pvp(a) = p0 = 1). Ist a eine
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Einheit, so sind alle vp(a) = 0, und umgekehrt. Bei dieser Schreibweise sind u und alle

Zahlen vp(a) eindeutig bestimmt.

Dann gilt pk | a genau dann,wenn vp(a) ≥ k ist.

Im Fall R = Z wählt man als die Menge P üblicherweise die Menge der (positiven)
Primzahlen. Ist R = K[X] der Polynomring über einem Körper, dann ist die übliche
Wahl für P dieMenge der normierten primen Polynome. Man erhält dann genau die oben
diskutierten Beispielewieder.

(2) Seiennun a, b ∈ R\(R×∪{0}).Wir schreibenwie in Punkt (1) die Primfaktorzerlegungen
als

a = u
∏
p∈P

pvp(a), b = u′
∏
p∈P

pvp(b).

Es gilt a | b genau dann,wenn vp(a) ≤ vp(b) für alle p ∈ P gilt.

(3) Mit der Notation aus Punkt (2) ist∏
p∈P

pmin(vp(a),vp(b))

ein größter gemeinsamer Teiler von a und b in R, und∏
p∈P

pmax(vp(a),vp(b))

ein kleinstes gemeinsamesVielfaches von a und b in R (Definition 15.41). Durch dieWahl
von P erhält man in dieser Art undWeise einen ausgezeichneten größten gemeinsamen
Teiler und ein ausgezeichnetes kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Jeder
andere größte gemeinsame Teiler (bzw. jedes andere kleinste gemeinsame Vielfache)
im Sinne von Definition 15.41 ist, wie in jedem Integritätsring, zu den oben genannten
ggT/kgV assoziiert.

Insbesondere existieren ggT und kgV in faktoriellen Ringen immer. Allerdings folgt
aus ggT(a, b) = 1 nicht in jedem faktoriellen Ring, dass Elemente x, y existieren mit
xa + yb = 1 – in Hauptidealringen ist das aber richtig (Bemerkung 15.42), und nur in
diesen »funktionieren« die Begriffe ggT und kgVwirklich gut.

♦

” Du wolltest doch Algebra, da hast du den Salat.
Jules Verne, Reise um den Mond, 4. Kapitel

Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

Ergänzung 15.55. Wir skizzieren zwei Beispiele von Integritätsringen, die nicht faktoriell
sind.

(1) Die Teilmenge
Z[i

√
5] := {a + ib

√
5; a, b ∈ Z} ⊆ C

ist ein Unterring. Man kann zeigen, dass dieser Integritätsring nicht faktoriell ist. Das
Element 2 ist in diesem Ring irreduzibel, jedoch kein Primelement, denn es teilt das
Produkt

(1− i
√
5)(1+ i

√
5) = 6 = 2 ∙ 3,

http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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aber teilt weder 1− i
√
5 noch 1+ i

√
5.

Dieser und ähnliche Ringewerden in der algebraischen Zahlentheorie genauer unter-
sucht. Die Theorie auf den nicht-faktoriellen Fall auszudehnen ist dort sehr wichtig,
und war der Ausgangspunkt dafür, den Begriff des Ideals einzuführen (siehe Ergän-
zung 15.20).Mankannzeigen, dassdie Ideale imRingZ[i

√
5] eine eindeutige»Zerlegung«

in sogenannte Primideale (vgl. Ergänzung 15.75) zulassen, und dies ist oft ein guter Er-
satz für die Zerlegung von Elementen des Rings als Produkt von Primelementen, die in
diesemRing eben nicht immermöglich ist.

(2) Sei K ein Körper. Die Teilmenge

K[T2, T3] :=

{
n∑
i=0

aiT
i; n ∈ N, ai ∈ K, a1 = 0

}
⊆ K[T ]

ist ein Unterring. Dieser Ring ist einweiteres Beispiel eines Integritätsrings, der nicht
faktoriell ist, denn T6 = (T2)3 = (T3)2 hat zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Elemente.

In der algebraischenGeometriewird dieser Ring »in geometrischerWeise« interpretiert.
Man kann eineVerbindung herstellen zu der hier abgebildeten »Kurve« in der Ebene
(die Abbildung entspricht dem Fall K = R), und dann in präziserWeise begründen, dass
die Eigenschaft des obigen Rings, nicht faktoriell zu sein, damit zusammenhängt, dass
die abgebildete Kurve amUrsprung nicht »glatt« ist, also an diesem Punkt auch »nach
beliebig starkemHereinzoomen« nichtwie eine Gerade aussieht.

−1 1 2 3

−5

5

DieMenge {(x, y)t ∈ R2; y2 = x3}

Der Zusammenhang zwischen
dem Ring K[T2,T3] und der
Gleichung y2 − x3 = 0
kommt daher, dass die Abbil-
dung K[X,Y ] → K[T ], X 7→ T3,
Y 7→ T2, ein Ringhomomor-
phismusmitBildK[T2, T3]und
Kern (Y2 − X3) ist.
(Es ist in Ordnung, wenn Sie
diese ganze Bemerkung etwas
kryptisch finden…)

� Ergänzung 15.55

15.4.4. Nullstellen von Polynomen. Sei R ein Ring.

Definition 15.56. Sei f ∈ R[X]. Ein Element α ∈ R heißtNullstelle von f , falls f (α) = 0. a

Sei nun R ein Integritätsring.Wir haben gesehen, dass dann auch R[X] ein Integritätsring ist
(Korollar 15.31).

Lemma 15.57. Ein Element α ∈ R ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f ∈ R[X], wenn X − α das
Polynom f teilt.
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Beweis. Wenn f einVielfachesvonX−α ist, dann istnatürlich f (α) = 0. Ist andererseits
α eine Nullstelle von f und schreibenwir f im Sinne der Divisionmit Rest als

f = q ∙ (X − α) + r

mit deg(r) < 1, dann ergibt Einsetzen von α, dass r(α) = f (α) = 0.Weil r ein konstantes
Polynom ist, folgt r = 0, also f = q ∙ (X − α). �

Insbesondere sehenwir, dass ein PolynomvomGrad n höchstens n verschiedene Nullstellen
haben kann (siehe auch Satz I.4.25).

Ein PolynomvomGrad 1 nennenwir auch ein lineares Polynom. Ein lineares Polynom, das f
teilt, nennenwir einen Linearfaktor von f . Ist R = K ein Körper, so ist jedes lineare Polynom
vom Grad 1 zu einem eindeutig bestimmten Polynom der Form X − a, a ∈ K assoziiert.
Über beliebigen Ringen ist diese Aussage natürlich nicht richtig; es kann dann auch lineare
Polynome geben, die keine Nullstellen in dem Ring haben, zum Beispiel R = Z und f =
2X − 1 ∈ Z[X].

Definition 15.58. Sei R ein Integritätsring, f ∈ R[X].

(1) Ist α ∈ R, so gibt es eine eindeutig bestimmte natürliche Zahlm ∈ N, so dass (X − α)m | f ,
aber (X − α)m+1 - f .Wir schreiben multα(f ) := m. Das Element α ist genau dann eine
Nullstelle von f , wennm ≥ 1.Wir sagen dann, α sei eine Nullstelle der Vielfachheit (oder:
Multiplizität)m.

Eine NullstellemitVielfachheit 1 nennenwir auch einfache Nullstelle, einemitVielfachheit
2 entsprechend doppelte Nullstelle usw.

(2) Wir sagen, ein Polynom f ∈ R[X] \ {0} zerfalle vollständig in Linearfaktoren, wenn f Produkt
von linearen Polynomen, d.h. von Polynomen vomGrad 1 ist.

a

Definition 15.59. Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom, also jedes Polynom in K[X] \ K, eine Nullstelle in K besitzt. a

Per Induktion zeigt man, dass man algebraisch abgeschlossene Körper äquivalent dadurch
charakterisieren kann, dass jedes nichkonstante Polynom vollständig in Linearfaktoren
zerfällt.

Weder der KörperQ noch der KörperR sind algebraisch abgeschlossen (überlegen Sie sich
Beispiele von nichtkonstanten Polynomen, die keine Nullstelle haben). Auch ein endlicher
Körper kann nicht algebraisch abgeschlossen sein (warum?). Es ist auch gar nicht so einfach,
Beispiele von algebraisch abgeschlossenen Körpern anzugeben. Das zugänglichste Beispiel
ist der KörperC.

Theorem 15.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Der KörperC der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen.

Dieses schwierige Theorem beweisen wir nicht im Rahmen der Vorlesung über lineare
Algebra. Es wird üblicherweise auf verschiedene Arten in den Vorlesungen Algebra und
Funktionentheorie bewiesen, kann aber auch mit Mitteln der Analysis I bewiesen werden.
Siehe Ergänzung 16.32 für einen trickreichen Beweis, der nur sehrwenig Analysis benötigt
und ansonstenmit linearer Algebra auskommt.
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15.4.5. Der chinesischeRestsatz. SeiR einRing,a ⊂ R ein Ideal. FürElemente x, y ∈ R
schreibenwir

x ≡ y mod a, wenn x − y ∈ a.
In denmeisten Fällen, die für uns relevant sind, ist a = (a) ein Hauptideal; dann schreiben
wir auch x ≡ y mod a, und dies ist gerade äquivalent zu a | x − y. Man sagt, x sei kongruent
zu y modulo a. Kongruenz ist eine »Äquivalenzrelation« (siehe Definition 15.64 unten).

Im folgenden Satz betrachtenwir für Elemente a, b eines (Integritäts-)Rings R das von a und
b erzeugte Ideal

(a, b) = {xa + yb; x, y ∈ R}
undbetrachtendieBedingung, dassdieses gleichR ist.Weil ein Idealagenaudanngleichdem
ganzen Ring ist,wenn es die 1 enthält, ist das gewissermaßen eine abkürzende Schreibweise
dafür, dass x, y ∈ R existierenmit xa + yb = 1. Ist R ein Hauptidealring (und das ist der Fall,
der für uns später relevant seinwird), ist die Bedingung dazu äquivalent, dass 1 ein größter
gemeinsamer Teiler von a und b ist (Bemerkung 15.42).

Satz 15.61 (Chinesischer Restsatz). Seien R ein Integritätsring und a1, …, ar ∈ R, so dass (ai, aj) =
R für alle i 6= j. Sei a = a1 ∙ · · · ∙ ar .

Seien b1, …, br ∈ R. Dann existiert ein Element b ∈ R, so dass

b ≡ bi mod ai für alle i = 1, …, r
gilt.

Ist b′ ein weiteres solches Element, so gilt b ≡ b′ mod a. (Wir sagen, die Lösung der vorgegebenen
Kongruenzen sei eindeutig bestimmtmodulo a.)

Beweis. Vorüberlegung.Wir zeigen zuerst, dass unter derVoraussetzung, dass für alle
i 6= j die Elemente ai und aj das Einsideal erzeugen, auch für alle i die Elemente ai und a

′
i :=∏

j 6=i aj das Einsideal erzeugen. Sei zur Vereinfachung der Notation ohne Einschränkung

i = 1. Jedenfalls existieren xj, yj ∈ R, j = 2, …, n, so dass xja1 + yjaj = 1. Daraus erhaltenwir

n∏
j=2

(xja1 + yjaj) = 1,

undwennwir den Ausdruck auf der linken Seite ausmultiplizieren, sind alle Summanden
Vielfache von a1, bis auf denTerm

∏n

j=2 yjaj .Wir erhalten also tatsächlich einen Ausdruck

der Form

xa1 + y(a2 ∙ · · · ∙ an)

(mit y = x2 ∙ · · · ∙ yn).

Nach dieser Vorüberlegung könnenwir für jedes i ∈ {1, …, n} Elemente xi, yi ∈ R finden, so
dass

xiai + yia
′
i = 1,

also yia
′
i ≡ 1 mod ai . Nach Definition der a

′
i ist auch klar, dass yia

′
i ≡ 0 mod aj für alle j 6= i

gilt.Wir setzen nun

b =
n∑
i=1

biyia
′
i .

In der Tat gilt dann für jedes i, dass

b ≡ biyia
′
i ≡ bi mod ai,

wie gewünscht. Damit ist die Existenzaussage bewiesen.

Seien nun b, b′ ∈ Rmit b ≡ bi mod ai und b
′ ≡ bi mod ai für alle i. Es folgt b − b′ ∈ (ai)

für alle i, also b − b′ ∈
⋂n

i=1(ai). Es genügt also zu zeigen, dass
⋂n

i=1(ai) = (a) gilt (wobei die
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Inklusion⊇ klar ist; allerdings ist das auch die Inklusion, die uns hier nicht interessiert).
Mithilfe der Vorüberlegung könnenwir das per Induktion beweisen und uns damit auf den
Fall n = 2 zurückziehen. Dann habenwir Elemente a1, a2 ∈ R gegeben, die das Einsideal
erzeugen, etwa x1a1 + x2a2 = 1, undwollen für c ∈ (a1)∩ (a2) zeigen, dass c ∈ (a1a2) gilt.Wir
können c = y1a1 = y2a2 und damit

x2c = x2y1a1 = x2y2a2 = y2(1− x1a1)

schreiben, also y2 = x2y1a1 + y2x1a1 ∈ (a1). Es folgt, dass c = y2a2 einVielfaches von a1a2 ist,
wiewir zeigenwollten. �

MankanndenSatznochetwasallgemeiner fassenundmit fastdemselbenBeweis abhandeln,
siehe Ergänzung 18.29.

Beispiel 15.62. Wir betrachten das folgendeBeispiel. SeiR = ZderRing der ganzenZahlen.
Wirwollen eine ganze Zahl x finden, so dass

x ≡ 3 mod 5,
x ≡ 2 mod 6,
x ≡ 1 mod 11.

Es folgt aus dem chinesischen Restsatz, dass solche Zahlen existieren, und dass je zwei
Lösungenmodulo 5 ∙ 6 ∙ 11 = 330 kongruent sind.

Um ein x zu finden, könnenwir die Schritte aus dem allgemeinen Beweis nachvollziehen.
Wir schreiben zuerst die 1 als »Linearkombination« einer derZahlen 5, 6, 11 unddemProdukt
der anderen Zahlen, d.h.

1 = 5x1 + 66y1

1 = 6x2 + 55y2

1 = 11x3 + 30y3.

Diese Darstellungen lassen sichmit dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) fin-
den. Im konkreten Fall gilt zum Beispiel

1 = 5 ∙ (−13) + 66 ∙ 1

1 = 6 ∙ (−9) + 55 ∙ 1

1 = 11 ∙ 11+ 30 ∙ (−4).

Dann könnenwir

x = 3 ∙ 66 ∙ 1+ 2 ∙ 55 ∙ 1+ 1 ∙ 30 ∙ (−4) = 188

setzen. Hier ist in jedem Summanden der erste Faktor die rechte Seite der Kongruenz die x
erfüllen soll, und dann kommt das Produkt aus der obigen Darstellung der 1. In der Tat hat
188 bei Division durch 5 den Rest 3, bei Division durch 6 den Rest 2 und bei Division durch 11
den Rest 1. ♦

Ergänzung 15.63. Die Aussage des chinesischen Restsatzes findet man bereits in dem
Buch »SunZi Suanjing« ds chinesischenMathematikers SunZi5 (um3. Jh.) –daher derName.

� Ergänzung 15.63

5 https://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)

https://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)
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15.5. Der Quotientenkörper eines Integritätsrings

Wirwollen in diesemAbschnitt zu einem Integritätsring R einen Körper K konstruieren,
der R als Unterring enthält. Unser Modell dafür ist der Fall der ganzen Zahlen Z, die als
Unterring im KörperQ der rationalen Zahlen enthalten sind. Im allgemeinen Fall imitieren
wir die Konstruktion der Bruchzahlen aus ganzen Zahlen.

Ein unmittelbarer Nutzen dieser Konstruktionwird für uns sein, dasswir den Begriff der
Determinante auch fürMatrizenüber (Integritäts-)Ringen einführenkönnen (Abschnitt 15.6)
und einige der Ergebnisse der Theorie über Körpern auf den Fall von Ringen übertragen
können. ImweiterenVerlauf der Vorlesungwerdenwir dann Determinanten vonMatrizen
benutzen, derenEinträge in einemPolynomring liegen, umdas»charakteristischePolynom«
einerMatrix zu definieren (Kapitel 16).

Wir beginnen damit, den Begriff der Äquivalenzrelation einzuführen, der in dieser Vor-
lesung noch an mehreren Stellen eine Rolle spielen wird. Siehe auch Abschnitt I.3.14.2,
Definition I.3.67, wo dieser Begriff schon imRahmen der Ergänzungen vorgestellt wurde.

Definition 15.64. SeiM eineMenge.

(1) Eine Relation auf M ist eine TeilmengeR ⊆ M × M. (Elemente x, y ∈ M »stehen in der
gegebenen Relation zueinander«,wenn (x, y) ∈ R gilt.)

(2) Eine RelationR auf M heißtÄquivalenzrelation, wenn gilt

(a) (Reflexivität) Für alle x ∈ M ist (x, x) ∈ R.
(b) (Symmetrie) Für alle x, y ∈ M ist (x, y) ∈ R genau dann,wenn (y, x) ∈ R.
(c) (Transitivität) Für alle x, y, z ∈ Mmit (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R gilt (x, z) ∈ R.

a

Äquivalenzrelationen bezeichnet man oftmit dem Symbol ~, d.h. man schreibt dann x ~ y
statt (x, y) ∈ R. Aber auch die Symbole =, 6=, ≡, <, ≤, | bezeichnen Relationen. Welche
davon sind Äquivalenzrelationen?

Definition 15.65. Sei ~ eine Äquivalenzrelation auf M. Die Teilmengen vonM der Form
[m] := {m′ ∈ M; m′ ~ m} für einm ∈ M heißen dieÄquivalenzklassen bezüglichR.
DieMenge aller Äquivalenzklassen bezeichnenwirmitM∕~. a

Zwei Äquivalenzklassen inM sind entweder disjunkt oder gleich. (Warum?)

Beispiel 15.66. Beispiele für Äquivalenzrelationen.

(1) Sei X eineMenge. Die Gleichheit von Elementen auf X definiert eine Äquivalenzrelation.
Jede Äquivalenzklasse besteht aus genau einem Element von X.

(2) Sei R ein Integritätsring. Die Relation, dass zwei Elemente aus R zueinander assoziiert
sind (Definition 15.33), ist eine Äquivalenzrelation. Siehe auch Bemerkung 15.54. Dort
wird –mit der nun neu eingeführten Terminologie – aus jeder der Äquivalenzklassen
bezüglich dieser Äquivalenzrelation genau ein Element ausgewählt. Man spricht auch
von einem Vertretersystem der Äquivalenzklassen.

(3) Sei n > 0 eine natürliche Zahl. Kongruenzmodulo n ist eine Äquivalenzrelation. Die
Menge der Äquivalenzklassen ist die zugrundeliegende Menge des Restklassenrings
Z/n . Siehe Beispiel I.3.70 und Beispiel I.3.73.

♦
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Überlegen Sie sich auch Beispiele für Relationen auf einerMenge X (also Teilmengen von
X × X), die keine Äquivalenzrelationen sind. Können Sie jeweils ein Beispiel finden, das
genau eine der drei Bedingungen reflexiv, symmetrisch, transitiv nicht erfüllt?

SeiR ein Integritätsring, undM = R× (R\{0}).Wenn Sie Schwiergkeiten haben, der folgen-
den Diskussion zu folgen, dann sollten Sie zuerst alles im speziellen Fall R = Z durchgehen
und dabei imHinterkopf behalten, dass das Ziel ist, den KörperQ zu konstruieren.

Wir betrachten die folgende Äquivalenzrelation auf M:

(a, b) ~ (c, d) ⇔ ad = bc.

Siehe auch Beispiel I.3.72.

Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass es sich hier tatsächlich um eine Äquivalenzrelation
handelt. Reflexivität und Symmetrie sind offensichtlich. Für die Transitivität seien Paare
mit (a, b) ~ (c, d) und (c, d) ~ (e, f ) gegeben. Es folgt

adf = bcf = bde, also d(af − be) = 0

undweil d 6= 0 und R ein R ein Integritätsring ist, dass af − be = 0. Das bedeutet genau, dass
(a, b) ~ (e, f ) gilt.

Satz 15.67. Sei K := M∕~ dieMenge der Äquivalenzklassen.Wir schreiben a
b für die Äquivalenzklasse

eines Elementes (a, b) ∈ M. Es gilt dann also

a

b
= c

d
⇔ ad = bc.

Dann ist K mit der Addition
a

b
+ c

d
= ad + bc

bd
und derMultiplikation

a

b
∙
c

d
= ac

bd
ein Körper, der sogenannteQuotientenkörper von R, den wir auchmitQuot(R) bezeichnen.

Die Abbildung R → K, a 7→ a
1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus.Man schreibt oft a statt

a
1 und

fasst R als Teilmenge von K auf.

Eine andere gebräuchliche Bezeichnung für den Quotientenkörper eines Integritätsrings R
ist Frac(R) (als Abkürzung für die englische Bezeichnung »field of fractions«).

Beweis. Zunächst ist nachzuprüfen, dass die angegebenen Vorschriften überhaupt
Abbildungen definieren, dass sie alsowohldefiniert sind. Dennwir haben dabei jeweils Reprä-
sentanten der Äquivalenzklassen benutzt, undmüssen begründen, dass eine andereWahl
von Repräsentanten derselben Äquivalenzklassen dasselbe Ergebnis liefern.

Seien also a
b = a′

b′ und
c
d = c′

d′ . Dann gilt ab
′ = a′b und cd′ = c′d und daher

ad + bc

bd
= adb′d′ + bcb′d′

bdb′d′
= a′d′ + b′c′

b′d′

und
ac

bd
= a′c′

b′d′

Wir erhalten also tatsächlich Abbildungen+ und ∙ von K × K nach K.

Die Körperaxiome sind leicht nachzurechnen, die Rechnungen laufen genauso ab,wie man
die Körperaxiome für den KörperQ aus den entsprechendenRechenregeln für ganze Zahlen
beweisenwürde.Wir behandeln daher nur beispielhaft einige der Axiome.
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Für das Assoziativgesetz der Addition rechnenwir(a
b

+ c

d

)
+ e

f
= ad + bc

bd
+ e

f
= (ad + bc)f + bde

bdf
= adf + bcf + bde

bdf
= a

b
+
(
c

d
+ e

f

)
.

Das neutrale Element der Addition ist 01 , das Negative von
a
b ist

−a
b , denn

a

b
+ −a

b
= ab − ba

b2
= 0

1
.

Das Assoziativgesetz der Multiplikation ist leicht einzusehen. Das neutrale Element der
Multiplikation ist 11 . Ein Element

a
b mit a ∈ R, b ∈ R \ {0} ist genau dann gleich dem

Nullelement 01 , wenn a = 0 ist. Für a, b ∈ R \ {0} ist ba dasmultiplikative Inverse von
a
b . Das

Distributivgesetz zu überprüfen, lassenwir als Übungsaufgabe.

Es bleibt nun noch, die Abbildung ι:R → K, a 7→ a
1 anzuschauen.Weil

ι(a + b) = a + b

1
= a ∙ 1+ 1 ∙ b

1
= a

1
+ b

1
= ι(a) + ι(b)

und

ι(ab) = ab

1
= ι(a)ι(b)

und offensichtlich ι(1) = 1
1 = 1K gilt, handelt es sich um einen Ringhomomorphismus. Gilt

a
1 = b

1 , so folgt a
∙ 1 = 1 ∙ b, also a = b, mithin ist ι injektiv. �

Der Satz zeigt, dass für jeden Integritätsring R ein injektiver Ringhomomorphismus von R
in einen Körper existiert. IstR ein Ring, der kein Integritätsring ist, kann es einen injektiven
Ringhomomorphismus von R in einen Körper offenbar nicht geben.

Die zu Beginn des Beweises diskutierteWohldefiniertheit ist eine konzeptionelle Schwie-
rigkeit, die mit dem Begriff der Äquivalenzrelation verbunden ist. Machen Sie sich die
Problematik daran bewusst, dass zum Beispiel die Vorschrift

(
a
b ,

c
d

)
7→ a+c

1 für rationale
Zahlen a

b ,
c
d ∈ Q nichtwohldefiniert ist – sie definiert keine AbbildungQ × Q → Q. Suchen

Sie andere Beispiele vonwohldefinierten/nichtwohldefinierten Zuordnungsvorschriften.

” Die ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
L. Kronecker

Beispiel 15.68. Der Quotientenkörper vonZ ist der KörperQ der rationalen Zahlen. Hierzu
ist nichtviel zu sagen, dennwirhaben ja die allgemeineKonstruktiondesQuotientenkörpers
genau an die Regeln der üblichen Bruchrechnung angelehnt. ♦

Beispiel 15.69. SeiK einKörper. Der PolynomringK[X] ist,wiewir inKorollar 15.31 gesehen
haben, ein Integritätsring. Sein Quotientenkörperwirdmit K(X) bezeichnet und heißt der
Körper der rationalen Funktionen über K (in einer Unbestimmten).

Seine Elemente sind Brüche der Form
f
g , wobei f und g Polynome in K[X] sind, und g 6= 0 gilt.

Auchwenn g nicht das Nullpolynom sein darf, kann g natürlich Nullstellen in K haben. Ein
Element von K(X) definiert daher im allgemeinen nicht durch Einsetzen von Elementen aus
K eine Abbildung K → K. Die Nullstellen von g sind sozusagen Polstellen, die man aus K
herausnehmenmüsste, um den Definitionsbereich einer solchen Abbildung zu erhalten. ♦
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Bemerkung 15.70. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkörper von R. In Be-
merkung 15.54 hattenwir die Primfaktorzerlegung eines Elements a ∈ R \ {0} in der Form

a = u
∏
p∈P

pvp(a)

geschrieben,wobeiwir einVertretersystem P der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit
gewählt hatten, und die vp(a) natürliche Zahlen sind, von denen für gegebenes a höchstens
endlich viele von Null verschieden sind, undwo u ∈ R× eine Einheit von R ist.

Daskönnenwirnunauf ElementevonK× ausdehnen.Füra ∈ K× erhaltenwireine (eindeutig
bestimmte) Zerlegung

a = u
∏
p∈P

pvp(a)

wo nun die vp(a) ∈ Z ganze Zahlen sind (von denenwieder alle bis auf endlich viele ver-
schwinden) undwieder u ∈ R× ist. ♦

15.6. Determinanten über Ringen

Sei R ein kommutativer Ring.Wir bezeichnenmitMn×n(R) dieMenge aller n × n-Matrizen
mit Einträgen in R. Mit der üblichen Addition und Multiplikation von Matrizen ist dies
wieder ein Ring; die Bedingungen dafür kannmanmit denselben Rechnungen überprüfen,
die wir in der Linearen Algebra 1 für Matrizen über einem Körper durchgeführt haben
(Abschnitt I.5.3). Die Leibniz-Formel ergibt über jedemRing R Sinn, undwir erhalten eine
Abbildung

Mn(R) → R, A = (aij)i,j 7→ det(A) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

n∏
i=1

ai,σ(i).

Wie gehabt nennenwir det(A) die Determinante derMatrixA.

Weilwir unten die folgende einfache Tatsache benötigen, haltenwir sie als Lemma fest.

Lemma 15.71. Sei n ∈ N und φ:R → S ein Ringhomomorphismus. Indemwir φ auf jeden Eintrag an-
wenden, erhalten wir einen RinghomomorphismusMn(R) → Mn(S), den wir ebenfalls mit φ bezeichnen.
Dann gilt für alleMatrizen A ∈ Mn(R), dass

φ(det(A)) = det(φ(A))

ist.

Beweis. Der Beweis ist (hoffentlich) nicht schwierig für Sie–überlegen Sie sich,warum
die Aussage des Lemmas richtig ist! �

Sei nun speziell R ein Integritätsring, K sein Quotientenkörper.Wir können dannMn×n(R)
als Teilmenge vonMn×n(K) betrachten. FürA ∈ Mn×n(R) ist dann die Determinante det(A),
diewir geradedefinierthaben, gleichderDeterminante, diewir ausderTheorieüberKörpern
erhalten,wennwirA als Element vonMn(K) betrachten. Es gelten,wie über jedemKörper,
auch über K die üblichen Rechenregeln, zum Beispiel:

Satz 15.72. Seien A,B ∈ Mn×n(R). Dann gilt det(AB) = det(A)det(B). (Da beide Seiten dieser
Gleichung Elemente von R sind, gilt diese Gleichheit auch in R.)

Zu einer Matrix A ∈ Mn(R) können wir die Komplementärmatrix A
ad bilden (siehe Ab-

schnitt I.9.3), diewieder inMn(R) liegt. Die Cramersche Regel Satz I.9.32 besagt, dass

AAad = AadA = det(A)En
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gilt. Alle hier auftretendenMatrizen liegen inMn(R), und für die Gleichheit spielt es keine
Rolle, obwirdieMatrizenalsElementevonMn(R)odervonMn(K)auffassen.Darauserhalten
wir (vergleiche Korollar I.9.33) das folgende Korollar.

Korollar 15.73. Sei A ∈ Mn×n(R). Es existiert genau dann eineMatrix B ∈ Mn×n(R)mit AB =
BA = En (also ein multiplikatives Inverses von A in demRingMn×n(R)), wenn det(A) ∈ R×.

Ergänzung15.74. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass beide Sätze auchüber beliebigenkom-
mutativen Ringen gelten. Für den Determinantenproduktsatz kannman folgendermaßen
vorgehen.

Als Vorüberlegung bemerkenwir, dass für einen Ringhomomorphismus f :R1 → R2 und
eine Matrix A = (aij)i,j ∈ Mn(R1) gilt, dass f (det(A)) = det(f (A)), wennwir mit f (A) die
Matrix bezeichnen, die ausA durch Anwendenvon f auf jeden Eintrag vonA entsteht. Diese
Gleichheit folgt direkt aus der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel.

Sei R ein kommutativer Ring, und seienA = (aij)i,j,B = (bij)i,j ∈ Mn(R).

Wir betrachten nun den RingZ[Xi,j,Yi,j, i, j = 1, …, n], also den Polynomring überZ in 2n2
Unbestimmten Xi,j , Yi,j .Wir erhalten einen (eindeutig bestimmten) Einsetzungshomomor-
phismus

φ:Z[Xi,j,Yi,j, i, j = 1, …, n] → R, Xi,j 7→ aij, Yi,j 7→ bij.
Die Bilder der Elemente von Z unter φ sind eindeutig festgelegt, denn 1 ∈ Z muss auf
1 ∈ R abgebildet werden, und daraus ergeben sich die Bilder aller ganzen Zahlen daraus,
dass φ insbesondere ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist.
(Vergleiche Beispiel 15.6.)

Wir schreiben Ã = (Xi,j)i,j, B̃ = (Yi,j)i,j ∈ Mn(Z[Xi,j,Yi,j]).WeilZ[Xi,j,Yi,j] ein Integritätsring
ist, gilt det(ÃB̃) = det(Ã)det(B̃), wiewir oben begründet haben.

Auf diese Gleichheit könnenwir den Ringhomomorphismus φ anwenden. Mit Lemma 15.71
erhaltenwir dann

det(A)det(B) = φ(det(Ã))φ(det(B̃)) = φ(det(ÃB̃)) = det(AB).

Im Fall der Cramerschen Regel könnenwir ähnlich argumentieren. Zunächst folgt aus dem
Produktsatz, dass die Determinante einer über R invertierbarenMatrix eine Einheit in R
ist. Sei nun andererseitsA ∈ Mn(R) eineMatrixmit det(A) ∈ R×.Wie über einemKörper

könnenwir zu A die Komplementärmatrix Aad bilden. Durch Reduktion auf den Fall des
IntegritätsringsZ[Xij] genauwie beim Beweis des Produktsatzes sehenwir, dass das Produkt

vonA undAad dieMatrix det(A)En ist. Es folgt nun aus der Invertierbarkeit von det(A), dass
auchA invertierbar ist, und genauer erhaltenwir die FormelA−1 = det(A)−1Aad.

Man nennt dieseMethode die »Reduktion auf den universellen Fall«. � Ergänzung 15.74

15.7. Ergänzungen *

Ergänzung 15.75 (Primideale). Die Primeigenschaft (Definition 15.44) kannmannicht nur
für Elemente, sondern auch für Ideale in einemRing definieren (und zwar auch in Ringen,
die keine Integritätsringe sind).

Definition 15.76. SeiR ein Ring. Ein Ideal p ⊂ R heißt Primideal,wenn p 6= R gilt undwenn
für alle x, y ∈ R gilt: Falls xy ∈ p, dann ist x ∈ p oder y ∈ p. a
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Ist R ein Integritätsring und p ∈ R \ {0}, so sieht manmit Lemma 15.34 leicht, dass p genau
dann ein Primelement ist, wenn das Hauptideal (p) ein Primideal ist.

Andererseits kann zwar 0 per Definition kein Primelement sein, aber das Nullideal kann
ein Primideal sein, genauer gilt:

Lemma 15.77. Sei R ein Ring. Dann sind äquivalent:

(i) Der Ring R ist ein Integritätsring.

(ii) Das Nullideal in R ist ein Primideal.

Mit etwasmehr Arbeit kannman die folgende Aussage zeigen:

Satz 15.78. Sei f :R → S ein Ringhomomorphismus.

(1) Wenn S ein Integritätsring ist, dann istKer(f ) ein Primideal in R.

(2) Wenn f surjektiv ist undKer(f ) ein Primideal ist, dann ist S ein Integritätsring.

Sei nun K ein Körper. Sei f :Z → K der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus vonZ
nach K, siehe Beispiel 15.6. Der obige Satz sagt, dass p := Ker(f ) ein Primideal von Z ist.
Ist p 6= 0, dannwird das Hauptideal p von einer ganzen Zahl p 6= 0 erzeugt, von der wir
ohne Einschränkung annehmen können, dass sie positiv ist. Da p ein Primideal ist, ist
p eine Primzahl. Es ist dann leicht zu sehen, dass p die Charakteristik des Körpers K ist
(Abschnitt I.4.2.2).

Gelte nun p = Ker(Z → K) = 0, mit anderen Worten: Sei der Ringhomomorphismus
f :Z → K injektiv. Dannwird jede vonNull verschiedene ganze Zahl auf eine Einheit in K
abgebildet undwir können f fortsetzen zu einemRinghomomorphismus

Q −→ K, a

b
7→ f (a)

f (b)
.

Dieser ist wieder injektiv, und sein Bild ist ein Teilkörper von K. Wir können also Qmit
einem Teilkörper von K identifizieren, genauer: Es gibt einen Isomorphismus von Q auf
einen Teilkörper von K. � Ergänzung 15.75

Ergänzung 15.79. Der RingZ[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell. Das kannman
benutzen um zu beweisen, dass sich eine Primzahl p > 2 inN genau dann als Summevon
zwei Quadraten schreiben lässt, wenn p ≡ 1 mod 4 gilt. Siehe die Hausaufgaben auf den
Übungsblättern 1, 2, 3.

Allgemein spielt die Ringtheorie eine sehr prominente Rolle in der elementaren und alge-
braischen Zahlentheorie, sowohlwas die Untersuchung ähnlich konkreter (und einfacher)
Fragenwie dieser angeht, als auch,was denweiteren konzeptionellen Aufbau der Theorie
betrifft. � Ergänzung 15.79

Ergänzung 15.80 (Der Satz vonMason und Stothers). Im Skript zur Linearen Algebrawar
kurz von der abc-Vermutung die Rede (Abschnitt I.3.5), die man als Vermutung über eine
Eigenschaft des RingsZ der ganzen Zahlen verstehen sollte. Für den Polynomring K[X] über
einemKörper K kannman eine analoge Aussage formulieren, deren Beweis interessanter-
weise gar nicht so schwierig ist. Dies ist der Satz vonMason und Stothers.

Um den Satz zu formulieren, definieren wir formal die »Ableitung« f ′ eines Polynoms
f =

∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] (R ein kommutativer Ring) durch

f ′ =
n∑
i=1

iaiX
i−1,
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also einfach durchAnwenden der üblichenAbleitungsregeln für Polynome. (Eine Interpreta-
tionwie über den reellen Zahlen,wo ein Grenzwertbegriff zurVerfügung steht, ist natürlich
im allgemeinen Fall nicht möglich. Dennoch ist diese Definition öfters nützlich.) Manmuss
über allgemeinen Grundringen insofern ein bisschen aufpassen, als auch Polynomevom
Grad> 1 alsAbleitungdasNullpolynomhabenkönnen (zumBeispiel gilt das fürX2 ∈ F2[X]).
Über einemKörper der Charakteristik 0, also einemKörper, der den KörperQ als Teilkörper
enthält, tritt dieses Phänomen natürlich nicht auf.

Sei nun K ein Körper. Das Radikal rad(f ) eines Polynoms f ∈ K[X]wird definiert als das
Produkt aller normierten irreduziblen Polynome, die f teilen. Es unterscheidet sich von
f also höchstens um den Leitkoeffizienten und dadurch, dass diese Teiler in der Primfak-
torzerlegung von f mit einem höheren Exponenten auftreten können. Zum Beispiel ist
rad(Xn) = X für alle n ≥ 1.Wenn f vollständig in Linearfaktoren zerfällt (also zum Beispiel,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist), dann ist deg(rad(f )) die Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f in K.

Theorem 15.81 (Satz vonMason-Stothers). Sei K ein Körper und seien a, b, c ∈ K[X] \ {0}. Es
gelte ggT(a, b) = 1 undmindestens eines der Polynome a′, b′, c′ sei ungleich Null. Außerdem gelte

a + b = c.

Dann gilt
max(deg(a),deg(b),deg(c)) ≤ deg(rad(abc)) − 1.

Ein Beweis von Snyderwird auf der englischenWikipedia-Seite6 skizziert.

Als eine leichte Folgerung aus demTheorem kannman zeigen, dass im Polynomring K[X]
über einemKörper der Charakteristik 0 das Analogon der FermatschenVermutung7 gilt:

Korollar 15.82. Seien K ein Körper der Charakteristik 0, n ∈ N und x, y, z ∈ K[X] paarweise
teilerfremde Polynome, von denenmindestens eines Grad≥ 1 hat und so dass

xn + yn = zn

im Ring K[X] gilt. Dann ist n ≤ 2.

Beweis. Da x, y und z paarweise teilerfremd sind, gilt rad(xyz) = rad(x) rad(y) rad(z),
und natürlich gilt rad(x) | x, also deg(rad(x)) ≤ deg(x), entsprechend für y und z. Aus dem
Satz vonMason und Stothers erhaltenwir demnach

ndeg(x) = deg(xn) ≤ deg(x) + deg(y) + deg(z) − 1

und dieselbe Abschätzung auch für ndeg(y) und ndeg(z). Indemwir diese Ungleichungen
addieren, sehenwir, dass

n(deg(x) + deg(y) + deg(z)) ≤ 3(deg(x) + deg(y) + deg(z)) − 3

Da die Summe der Grade der drei Polynome als> 0 vorausgesetzt wurde, ist das nur für
n ≤ 2möglich. �

Zusatzfrage, die vermutlich nicht einfach ist.Die Bedingung, dass K Charakteristik 0 habe, ist hier
nicht verzichtbar. Können Sie sehen,warum?

In der algebraischen Zahlentheorie und in der algebraischen Geometrie zeigt sich, dass die
RingeZ undK[X] (K einKörper) vieleGemeinsamkeiten haben, und dieseAnalogiewird dort
ausgebaut auf eine größere Klasse von Ringen (die nicht mehr notwendig Hauptidealringe,
noch nicht einmal unbedingt faktoriell sind), die sogenannten Ganzheitsringe in Zahl-
körpern einerseits und in Funktionenkörpern andererseits. Das ermöglicht es manchmal,

6 https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%E2%80%93Stothers_theorem
7 https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz

https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%E2%80%93Stothers_theorem
https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz
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zwischen eher zahlentheoretischen und eher geometrischen Fragestellungen undMethoden
hin- und herzugehen und hat zu einer sehr engenVerzahnung der modernen algebraischen
Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie geführt. � Ergänzung 15.80

Und noch zwei »Platzhalter«, die ich hoffentlich später einmal mit mehr Inhalt füllen kann.
Für denMoment gebe ich Ihnen nurVerweise auf andere Quellen.

Ergänzung 15.83. Bernstein-Polynome8, siehe auch die englischeWikipedia9. Dies ist
eine interessante Familie von Polynomen, die sowohl für theoretische Fragen als auch in
der Praxis (Stichworte Computergrafik, Bezier-Kurven, Computer Aided Design) eine Rolle
spielen. � Ergänzung 15.83

Ergänzung 15.84 (Resultante und Diskriminante). Siehe zum Beispiel [Bo-A] 4.4. Die
Diskriminante eines Polynoms (mit Koeffizienten in einemKörper K) ist ein allgemeiner
Ausdruck in denKoeffizienten des Polynoms (eine »Formel«), die genau dann denWert 0 hat,
wenn das Polynom (in irgendeinem Erweiterungskörper von K) einemehrfache Nullstelle
hat.

ZumBeispiel ist dieDiskriminante eines quadratischenPolynoms aX2+bX+c gleich b2−4ac
und Siewissen (oder können es anhand der Lösungsformel für quadratische Gleichungen
leicht nachprüfen), dass dieses Polynom genau dann eine doppelte Nullstelle hat, wenn
b2 − 4ac = 0 gilt.

Es ist interessant, dass es für Polynome beliebigen Gradesmöglich ist, anhand einer solchen
Formel festzustellen, obmehrfache Nullstellen vorliegen (in irgendeinem Erweiterungskör-
per von K), dass es aber andererseits für Polynome vomGrad≥ 5 keine allgemeine Formel
für die Nullstellen selbst gibt. � Ergänzung 15.84

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
9 https://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial

https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial


KAPITEL 16

Charakteristisches PolynomundMinimalpolynom

16.1. Das charakteristische Polynom

Sei K ein Körper. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus von V .Wir haben in der Linearen Algebra 1 den Begriff des Eigenwerts definiert
und gesehen, dass λ ∈ K genau dann ein Eigenwert von f ist, wenn det(f − λ idV ) = 0
gilt, oder äquivalent, wenn det(λ idV −f ) = 0 gilt. Man kann also alle Eigenwerte von f
finden, indemmanalleλfindet, für die det(λ idV −f ) = 0 ist; das führt auf eine polynomiale
Gleichung für λ, in der λn und (in der Regel) kleinere Potenzen von λ auftreten. Mit der neu
eingeführten Sprache der Polynomringe und des Einsetzungshomomorphismus können
wir die Theorie der Teilbarkeit in Polynomringen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung
hiermit einigemNutzen anwenden, undwirmachen daher die folgende Definition. (Wir
bevorzugen jetzt die Versionmit det(λ idV −f ) = 0, die vielleicht zunächst etwas unnatür-
licher aussieht(?), aber denVorteil hat, dass das im folgende definierte charakteristische
Polynomvon f normiert ist.)

Definition 16.1. (1) Sei n ≥ 0 undA ∈ Mn(K). Dann heißt das Polynom charpol
A
(X) :=

det(XEn − A) ∈ K[X] das charakteristische Polynom derMatrixA.

(2) Sei f :V → V ein Endomorphismus des endlichdimensionalenK-VektorraumsV ,B eine

Basis von V ,A = MB
B(f ). Dann ist charpol

A
(X) unabhängig von derWahl der BasisB

und heißt das charakteristische Polynom des Endomorphismus f .Wir bezeichnen dieses
Polynommit charpol

f
∈ K[X].

a

Hier ist XEn − A eine Matrix mit Einträgen im Polynomring K[X], also ein Element von
Mn(K[X]).Wie in Abschnitt 15.6 erklärt, ist die Determinante einer solchenMatrix durch
die Leibniz-Formel definiert, wir können also das charakteristische Polynom derMatrixA
schreiben als

charpol
A

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

n∏
i=1

(δi,σ(i)X − ai,σ(i)),

wobeiwir

δi,j =

{
1 wenn i = j

0 wenn i 6= j
(Kronecker-delta)

setzen. FürdieDefinitiondes charakteristischenPolynomskannmanalsoauf dieDiskussion
inAbschnitt 15.6 verzichten. Umdie Aussage über die Unabhängigkeit inTeil (2) zu beweisen,
die aus dem nächsten Lemma folgt (bzw. dazu äquivalent ist), benutzenwir aber Satz 15.72.

Das Lemma besagt, das zueinander konjugierteMatrizen dasselbe charakteristische Poly-
nomhaben. Insbesondere ist das charakteristische Polynom für alle darstellendenMatrizen
eines Endomorphismus dasselbe (natürlichmuss »oben und unten« dieselbe Basis verwen-
detwerden).

41
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Lemma 16.2. Seien K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn(K) und S ∈ GLn(K). Dann gilt

charpol
A

= charpol
SAS−1 .

Beweis. Wir können S und S−1 als Elemente vonMn(K[X]) auffassen und haben dann
nach Satz 15.72, dass

det(XEn − SAS−1) = det(S(XEn − A)S−1) = det(S)det(XEn − A)det(S−1) = det(XEn − A).
Das ist die Behauptung des Lemmas. �

Beispiel 16.3. Wir berechnen das charakteristische Polynom in einigen konkreten Beispie-
len. Im Prinzip ist klar,was zu tun ist: Es ist eine Determinante auszurechnen, und dafür
kannman die üblichenVerfahren benutzen.

(1) Sei

A =

1 0 2
2 1 0
0 1 1

 ∈ M3(Q).

Es gilt

charpol
A

= det(XE3 − A)

= det

X − 1 0 −2
−2 X − 1 0
0 −1 X − 1

 = (X − 1)3 − 2 ∙ 2

= X3 − 3X2 + 3X − 5,
wobei zur Berechnung der Determinante nach der ersten Zeile entwickeltwurde.

(2) Sei K ein Körper undA =
(
a b
c d

)
∈ M2(K). Dann gilt

charpol
A

= det

(
X − a −b

−c X − d

)
= (X − a)(X − d) − bc = X2 − (a + d)X + (ad − bc).

Der Absolutterm ist also det(A), der Koeffizient von X ist− Spur(A) (siehe auch unten).

(3) Seien K ein Körper, n ∈ N und seiA = (aij)i,j ∈ Mn(K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist
auch XEn − A eine obere Dreiecksmatrix und folglich gilt

charpol
A

= (X − a11) ∙ · · · ∙ (X − ann).

♦

Alle Aussagen über das charakteristische Polynom lassen zwei Fassungen zu, eine fürMa-
trizen und eine analoge für Endomorphismen eines endlichdimensionalenVektorraums.
Die Übersetzung zwischen den beiden Sichtweisen ist einfach, so dass wir im folgenden
meist nur eine der beiden Versionen explizit ausschreiben – je nachdem, wie der Beweis
natürlicher ist.

Lemma 16.4. Sei A ∈ Mn(K). Dann gilt

charpol
A

= Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0,

d.h. charpol
A
ist normiert vomGrad n. Außerdem ist a0 = det(−A) = (−1)n detA.

Beweis. Dass das charakteristische Polynom normiert vom Grad n ist, folgt aus der
DefinitionundderLeibniz-Formel.Dasswir einnormiertesPolynomerhalten, ist derGrund,
warumwirmit det(XEn − A) statt mit det(A − XEn) arbeiten (aber es gibt auch Quellen, die
es anders machen).
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Außerdem gilt a0 = charpol
A
(0) = det(0 ∙ En − A) = (−1)n det(A). Beimmittleren Gleich-

heitszeichen benutzenwir Lemma 15.71 für den Einsetzungshomomorphismus K[X] → K,
X 7→ 0. �

Das folgende einfache Lemma ist mehrfach nützlich.

Lemma 16.5. SeienK einKörper, V ein endlichdimensionalerK-Vektorraumund f ein Endomorphismus
von V. Sei U ⊆ V ein Untervektorraummit f (U) ⊆ U und seiW ⊆ V ein Komplementärraum zu U.

Sei g := f|U die Einschränkung von f auf U, und sei h die Verkettung

W → V
f
−→ V → W ,

wobei links die Inklusion vonW nach V und rechts die Projektion von V = U ⊕W aufW steht (also die
Abbildung U ⊕W → W, u + w 7→ w (u ∈ U, w ∈ W)).

Dann gilt

charpol
f

= charpol
g

∙ charpol
h

.

Beweis. Übung. �

Wir haben die Definition des charakteristischen Polynoms damit motiviert, dass seine
Nullstellen, bzw. äquivalent die Nullstellen der zugehörigen Polynomfunktion gerade die
Eigenwerteder zugehörigenMatrix bzw. des zugehörigenEndomorphismus sind.Dashalten
wir noch einmal im folgenden Satz fest.

Satz 16.6. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne charpol

f
das charakteristische Polynom von f . Ein Element λ ∈ K ist genau dann

eine Nullstelle von charpol
f
, wenn λ ein Eigenwert von f ist.

Wir können aber den Satz noch präzisieren.

Satz 16.7. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :V → V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne χ := charpol

f
das charakteristische Polynom von f .

(1) Sei λ ∈ K. Es giltmultλ(χ) > 0 genau dann, wenn λ ein Eigenwert von f ist.

In diesem Fall gilt

dimVλ(f ) ≤ multλ(χ).
Man nennt dimVλ(f ) auch die geometrische Vielfachheit undmultλ(χ) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts λ.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn charpol
f
vollständig in Linearfakto-

ren zerfällt und für alle Eigenwerte λ von f die Gleichheit dimVλ(f ) = multλ(χ) gilt.

Beweis. zu (1). Dassmultλ(χ) > 0 gilt, ist dazu äquivalent, dass λ eine Nullstelle von
χ ist, also dass det(λ id−f ) = 0 gilt. Wie oben besprochen, heißt das genau, dass λ ein
Eigenwert von f ist.

Um die Abschätzung dimVλ(f ) ≤ multλ(χ) zu zeigen, nutzen wir aus, dass wir charpolf
als das charakteristische Polynom der darstellenden Matrix von f bezüglich einer Basis
unsererWahl berechnen können. Die Basis, die wir betrachtenwollen, konstruierenwir,
indem wir eine Basis von Vλ(f ) zu einer Basis B von V ergänzen. Dann sind die ersten
r := dim(Vλ(f ))Vektoren in dieser Basis Eigenvektoren von f zum Eigenwert λ. DieMatrix

MB
B(f ) hat also die Form

(
λEr B
0 D

)
(als Blockmatrix geschrieben). Es gilt dann charpol

f
=
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charpol
λEr

∙ charpol
D

= (X − λ)r charpol
D
(diese Rechnung kannman als einen Spezialfall

von Lemma 16.5 betrachten), alsomultλ(χ) ≥ r.

zu (2). Dass f diagonalisierbar ist, ist dazu äquivalent, dass die (direkte) Summe der Eigen-
räume von A gleich V ist, also dazu, dass die Summe der Dimensionen aller Eigenräume
zu den verschiedenen Eigenwerten gleich n ist. Nun ist deg(χ) = n, und die Summe der
Vielfachheiten der Nullstellen von χ ist genau dann n, wenn χ vollständig in Linearfaktoren
zerfällt. Das Kriterium folgt deswegen aus Teil (1). �

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom eines Endomorphismus (bzw. einer
Matrix) vollständig in Linearfaktoren zerfällt, hat (auch unabhängig von der Frage, ob die
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte übereinstimmen) eine
natürliche Interpretation. Dazumachenwir die folgende Definition.

Definition 16.8. EineMatrixA ∈ Mn×n(K) heißt trigonalisierbar, wennA zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heißt trigonalisierbar, wenn

eine BasisB von V existiert, so dass die beschreibendeMatrixMB
B(f ) bezüglich dieser Basis

eine obere Dreiecksmatrix ist. a

Satz 16.9. Seien K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f
vonV ist genaudann trigonalisierbar,wenn sein charakteristischesPolynomvollständig inLinearfaktoren
zerfällt.

Beweis. Das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix zerfällt offen-
bar vollständig in Linearfaktoren (Beispiel 16.3 (3)), also gilt das auch für trigonalisierbare
Endomorphismen.

Um die Umkehrung zu zeigen, führenwir Induktion nach der Dimension n desVektorraums
V . Im Fall n ≤ 1 ist jede (n× n)-Matrix eine obere Dreiecksmatrix. Sei nun n > 1 und sei f ein
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynomvollständig in Linearfaktoren zerfällt.
Dann besitzt das charakteristische Polynom eine Nullstelle λ, also hat f einen Eigenvektor
v ∈ V \ {0}.

Wir setzen b1 := v und ergänzen diesenVektor (der ja 6= 0 ist,weil es sich um einen Eigenvek-
tor handelt) zu einer BasisB = (b1, …, bn). Aus Lemma 16.5, angewandt auf die Zerlegung
V = U ⊕W mit U := 〈b1〉 undW = 〈b2, …, bn〉, folgt

charpol
f

= (X − λ) ∙ charpol
h
,

wobei h:W → W die in Lemma 16.5 beschriebene Abbildung ist.

Weil charpol
f
vollständig in Linearfaktoren zerfällt, folgt aus der Eindeutigkeit der Primfak-

torzerlegung imRing K[X], dass das auch für charpol
h
gilt. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert also eine BasisC = (c2, …, cn) vonW , so dassMC
C (g) eine obere Dreiecksmatrix ist.

DieMatrix, die f bezüglich der Basis (b1, c2, …, cn) darstellt, hat die Form(
λ ∗
0 MC

C (h)

)
und ist mithin eine obere Dreiecksmatrix. Also ist f trigonalisierbar. �

16.1.1. Die Spur einer Matrix. Wir kommen noch einmal auf die Spur einer Matrix
(oder eines Endomorphismus) zurück, siehe Abschnitt I.9.4. Für eineMatrixA = (aij)i,j ∈
Mn(K) habenwir

Spur(A) =
n∑
i=1

aii ∈ K
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definiert. Die SpurvonA ist also einfachdie SummederDiagonaleinträge.Wir haben gezeigt
(Korollar I.9.37), dass zueinander konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, so dass wir
die Spur eines Endomorphismus f als die Spur irgendeiner darstellenden Matrix von f
bezüglich einer Basis des zugrundeliegendenVektorraums definieren können. Das Ergebnis
ist unabhängig von derWahl der Basis.

Mithilfe des charakteristischen Polynoms erhaltenwir einen neuenBeweis, dass zueinander
konjugierteMatrizen dieselbe Spur haben, denn es gilt:

Lemma 16.10. (1) Sei A ∈ Mn(K), und schreibe charpolA = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0.

Dann gilt Spur(A) = −an−1.

(2) Ist f ein Endomorphismus eines n-dimensionalenVektorraumsV mit charpol
f

= Xn+an−1X
n−1+

· · · + a1X + a0, so gilt Spur(f ) = −an−1.

Beweis. zu (1). Die Behauptung folgt leicht aus der Definition des charakteristischen
Polynoms als Determinante und aus der Leibniz-Formel. Ein Summand der Leibnizformel,
etwa zu einer Permutation σ ∈ Sn, kann nämlich nur dann einen Beitrag zumKoeffizienten
von Xn−1 liefern,wenn in dem zugehörigen Produkt mindestens n − 1 der Diagonaleinträge
vonXEn−A auftreten, alsoσ(i) = i für alle bis auf höchstens ein i in {1, …, n} gilt. Dannmuss
aber σ = id sein. Der zur Identität gehörige Summand ist

∏n

i=1(X − aii), und der Koeffizient

von Xn−1 in diesemAusdruck ist−
∑n

i=1 ai i.

Teil (2) folgt nun, indemwir den erstenTeil auf eine darstellendeMatrixvon f anwenden. �

16.2. DasMinimalpolynom

NebendemcharakteristischenPolynomordnetman jederMatrix (bzw. jedemEndomorphis-
mus) einweiteres Polynom zu, das sogenannteMinimalpolynom.Wiewir sehenwerden,
enthalten diese beiden Polynomewesentliche Informationen über die zugrundeliegende
Matrix, und insbesondere über ihre Eigenwerte und Eigenräume. Zum Beispielwerdenwir
am Ende dieses Kapitels beweisen, dass eineMatrix genau dann diagonalisierbar ist, wenn
ihrMinimalpolynomvollständig in Linearfaktoren zerfällt und nur einfache Nullstellen
hat.

Sei K ein Körper und sei n ∈ N. Sei A ∈ Mn×n(K), und sei Φ:K[X] → Mn×n(K) der Ring-
homomorphismus mit Φ(a) = aEn für alle a ∈ K und Φ(X) = A (eine Instanz des Einset-
zungshomomorphismus, Satz 15.24), .Wir schreiben K[A] für das Bild von Φ– dies ist ein
kommutativer Unterring vonMn(K), der K enthält (und auch ein K-Vektorraum ist).

Weil Φ insbesondere ein Homomorphismus von K-Vektorräumen ist, der Vektorraum K[X]
nicht endlichdimensional, der ZielraumMn(K) jedoch endlichdimensional ist, kann Φ nicht
injektiv sein. Der Kern von Φ ist also nicht das Nullideal. Es handelt sich um ein Hauptideal
in K[X], etwa Ker(Φ) = (p), p 6= 0. Das Ideal (p) ändert sich nicht, wennwir pmit einem
Element aus K× multiplizieren. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 16.11. Sei wie oben A ∈ Mn(K) und Φ:K[X] → Mn(K), X 7→ A. Das Mini-
malpolynomminpol

A
von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p ∈ K[X]mit

KerΦ = (p). a

Etwas konkreter könnenwir das so formulieren: Für p := minpol
A
gilt p(A) = 0, und alle

Polynome q ∈ K[X]mit q(A) = 0werdenvon p geteilt. Insbesondere haben alle q ∈ K[X]\{0}
mit q(A)Grad deg(q) ≥ minpol

A
.Wir können also äquivalent sagen: DasMinimalpolynom

minpol
A
vonA ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p kleinsten Grades, so dass

p(A) = 0 gilt.
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Wie üblich könnenwir eine analoge Definition für Endomorphismen endlichdimensionaler
K-Vektorräumemachen.

Definition 16.12. Seien K ein Körper, V ein endlichdimensionalerVektorraum über K und
f ∈ EndK(V). Sei Φ:K[X] → EndK(V) der Einsetzungshomomorphismusmit X 7→ f .

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p, das das Ideal Ker(Φ) erzeugt, heißt das
Minimalpolynom des Endomorphismus f . a

Die konkrete(re) Beschreibung für dasMinimalpolynom einerMatrix lässt sich natürlich
auf den Fall von Endomorphismen übertragen.

Beispiel 16.13. Sei K ein Körper, n ∈ N.

Ist A = diag(a1, …, an) eine Diagonalmatrix, so gilt für jedes Polynom f ∈ K[X], dass
f (A) = diag(f (a1), …, f (an)). Schreibenwir {a1, …, an} = {λ1, …, λr}mit paarweise verschiede-
nen λ1, …, λr (r ≤ n), so gilt

minpol
A

=
r∏
i=1

(X − λi),

denn es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass dieses Polynom dieMatrixA annulliert,
aber keiner seiner echten Teiler diese Eigenschaft hat.

Ist speziellA = aEn einVielfaches der Einheitsmatrix, a ∈ K×, so gilt minpol
A

= X − a. Das

Minimalpolynom der Nullmatrix ist das konstante Polynom 1. ♦

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass jedenfalls alle Zahlen zwischen 0 und n als Grad
desMinimalpolynoms auftreten können.Weil dimK(Mn(K)) = n2 ist, ist nicht schwer zu
sehen, dass der Grad desMinimalpolynoms höchstens n2 sein kann.Wirwerden später (als
Folgerung des Satzes von Cayley–Hamilton) zeigen, dass aber sogar immer deg(minpol

A
) ≤

n gilt.

Die Begriffe desMinimalpolynoms fürMatrizen und Endomorphismen sind in der offen-
sichtlichen Art undWeise miteinander kompatibel. Das geht damit einher, dass zueinander
konjugierteMatrizen dasselbeMinimalpolynom haben. Diese beiden Tatsachen haltenwir
im folgenden Lemma fest.

Lemma 16.14. Sei K ein Körper.

(1) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dimV und seiB eine Basis von V. Ist f ein
Endomorphismus von V, so gilt

minpol
f

= minpol
MB

B(f )
∈ K[X].

(2) Seien n ∈ N, A ∈ Mn(K), S ∈ GLn(K). Dann haben A und SAS
−1 dasselbeMinimalpolynom.

Beweis. zu (1). Es genügt zu zeigen, dass für ein Polynom p ∈ K[X] genau dann p(f ) = 0

gilt,wenn p(MB
B(f )) = 0 ist. Das folgt direkt daraus, dass dieAbbildungMB

B(−):EndK(V) →
Mn(K), g 7→ MB

B(g), ein Ringisomorphismus ist.

Wir können die Situation in dem folgenden »kommutativen Diagramm«veranschaulichen

(»kommutativ« heißt hier, dass die Verkettung ΦA ◦MB
B(−)mit Φf übereinstimmt).

K[X]

EndK(V) Mn(K)

Φf ΦA

MB
B(−)
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Hier bezeichnet Φf den Einsetzungshomomorphismus, der durch X 7→ f bestimmt ist, und

ΦA denjenigenmit X 7→ A.

UmTeil (2) zu beweisen, kannmanTeil (1) anwenden (dennA und SAS−1 sind darstellende
Matrizen des Endomorphismus fA:Kn → Kn bezüglich unterschiedlicher Basen). Alternativ
kannman ein analoges Argument für den RingisomorphismusMn(K) → Mn(K), B 7→ SBS−1,
durchführen. Dass diese Abbildung ein Ringisomorphismus ist, impliziert, dass p(SAS−1) =
Sp(A)S−1 für jedes p ∈ K[X] gilt. Insbesondere sind die Aussagen p(A) = 0 und p(SAS−1) = 0
für jedes p äquivalent. �

16.3. Der Satz von Cayley–Hamilton

In diesemAbschnitt beweisenwir denwichtigen Satz von Cayley–Hamilton. Der Satz ist be-
nannt nach Arthur Cayley1 (1821–1895), der als einer der erstenMathematiker systematisch
mitMatrizen gearbeitet hat, undWilliamRowanHamilton2 (1805–1865) (denwir im Zusam-
menhangmit den Quaternionen schon in der Linearen Algebra 1 erwähnt hatten). Sowohl
Cayley als auch Hamilton haben aber nur Spezialfälle des Satzes bewiesen. Den ersten allge-
meinen Beweis (jedenfalls über demKörperC) gab im Jahr 1878 FerdinandGeorg Frobenius3

(1849–1917).

” As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be
perceived but not explained.

Arthur Cayley
(angeblich) in: The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (ed. 1895)

(ich habe aber die 14 Bände mit jeweils
mehreren hundert Seiten nicht alle durchgeschaut…)

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen für den Beweis. Seien K ein Körper und V ein
K-Vektorraum.

Definition 16.15. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -invariant, wenn
f (U) ⊆ U gilt. a

Definition 16.16. Sei f ∈ EndK(V). Ein Untervektorraum U ⊆ V heißt f -zyklischer Unter-
raum, falls u ∈ U existiert mit U = 〈u, f (u), f 2(u), … 〉. a

Offenbar ist jeder f -zyklische Unterraum auch f -invariant. Ein f -invarianter Unterraum
muss jedoch nicht f -zyklisch sein. (Suchen Sie hierfür ein Beispiel.)

Lemma 16.17. Seien K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Sei U = 〈u, f (u), f 2(u), … 〉 ⊆ V ein

endlichdimensionaler f -zyklischer Unterraumund sei i = dimU.Dann ist u, f (u), …, f i−1(u) eine Basis
von U.

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
2 https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
3 https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius

https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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Abbildung 1. Zwei Ausschnitte aus der Arbeit Über lineare Substitutionen
und bilineare Formen, Journal für die reine und angewandteMathematik 84,
1–63 (1878) von F. G. Frobenius. In dem zweiten Ausschnitt ist der »Satz von
Cayley–Hamilton«markiert. Dass dasMinimalpolynom, das im Artikel mit
ψbezeichnetwird, das charakteristischePolynom (hier:φ) teilt,wurdevorher
bewiesen. Aus F. G. Frobenius,Gesammelte Abhandlungen I, Hrsg. J.-P. Serre,
Springer 1968

Beweis. Sei jmaximalmit der Eigenschaft, dass u, f (u), …, f j−1(u) eine linear unabhän-
gige Familie von Vektoren ist.Weil U endliche Dimension hat, existiert ein solches j. Die
Maximalität von j impliziert, dass a0, …, aj−1 ∈ K existierenmit

f j(u) =
j−1∑
l=0

alf
l(u).
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Folglich ist 〈u, …, f j−1(u)〉 ein f -invarianter Unterraum, er enthält also alle Elemente der
Form f n(u) und stimmt somit mit U überein. Es folgt j = i, und daraus folgt die Behauptung.

�

Definition 16.18. Seien K ein Körper, n ∈ N. Sei χ = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i ∈ K[X] ein normiertes

PolynomvomGrad n. Dann heißt dieMatrix
0 −a0
1 0 −a1

1
. . .

...
. . . 0

...
1 −an−1


(wobei alle Einträge, die nicht hingeschrieben sind,= 0 sind) die Begleitmatrix von χ. a

Bemerkung 16.19. Ein Untervektorraum U ⊆ V ist genau dann f -zyklisch,wenn f (U) ⊆ U
gilt und eine Basis von U existiert, so dass dieMatrix von f|U bezüglich dieser Basis die Form
einer Begleitmatrix hat. ♦

Lemma 16.20. Sei A ∈ Mn×n(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms χ (vomGrad n). Dann
gilt charpol

A
= χ.

Beweis. Wir führen Induktion nach n. Für n = 1 ist die Sache klar. Im allgemeinen Fall
ist die Determinante derMatrix

X a0
−1 X a1

−1 . . .
...

. . . X
...

−1 X + an−1


zu berechnen. (Wir lassen die Nullenwieder der Übersichtlichkeit halberweg.) Durch Ent-
wicklung nach der ersten Spalte erhaltenwir als Determinante

X ∙ det


X a1
−1 X a2

−1 . . .
...

. . . X
...

−1 X + an−1

+ det


0 a0

−1 . . .
...

. . . 0
...

−1 X + an−1


DieDeterminante im linken Summanden könnenwir nach Induktionsvoraussetzung schrei-
ben, die Determinante im zweiten Summanden ist gleich a0, wieman durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht.Wir haben also insgesamt

X ∙ (Xn−1 + an−1X
n−2 + · · · + a1) + a0

und das ist gleich χ, wie behauptet. �

Nun könnenwir den Satz von Cayley–Hamilton formulieren und beweisen.

Satz 16.21 (Cayley–Hamilton). (1) Ist A ∈ Mn×n(K), so gilt charpolA(A) = 0(∈ Mn×n(K)).

(2) Ist f ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpol
f
(f ) =

0(∈ EndK(V)).
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Jedenfalls für eine DiagonalmatrixA ist die Aussage (von Teil (1)) klar. Diese einfache Beob-
achtung kannman sogar zu einemvollständigen Beweis machen, siehe Bemerkung 16.30.

Andererseits sei schon hier dieWarnung formuliert, dass die folgende Gleichungskette

charpol
A
(A) = det(A ∙ En − A) = det(0) = 0

kein Beweis des Satzes ist, weil es sich nämlich gar nicht überall umGleichungen handeln
kann, denn links steht eine Matrix in Mn(K), rechts aber ein Element des Körpers K. Siehe
Bemerkung 16.22

Beweis. Es ist klar, dass die Aussagen (1) und (2) auseinander hervorgehen, es genügt
daher, den zweiten Teil zu zeigen.

Sei also f ∈ EndK(V) und χ = charpol
f
. Es genügt zu zeigen, dass χ(f )(v) = 0 für alle v ∈ V

gilt, denn das bedeutet ja gerade, dass der Endomorphismus χ(f ) die Nullabbildung ist.

Sei also v ∈ V . Wir betrachten den f -zyklischen Unterraum U = 〈v, f (v), f 2(v), … 〉. Es
gilt dann f (U) ⊆ U . Sei i = dim(U). Die darstellende Matrix von f|U :U → U , u 7→ f (u)

bezüglich der Basis v, f (v), …, f i−1(v) von U (Lemma 16.17) ist eine Begleitmatrix, genauer
die Begleitmatrix des charakteristischen Polynoms ξ von f|U .

Das charakteristische Polynomvon f ist nach Lemma 16.5 einVielfaches von ξ .Wir sehen so,
dass es genügt, charpol

f
(f )(v) = 0 in dem speziellen Fall zu zeigen, dass V ein f -zyklischer

Vektorraummit Basis v, f (v), …, f n−1(v) ist.

Wir betrachten also nun diesen Fall und schreiben nach wie vor χ = charpol
f
. Dann ist

χ(f )(v) = 0 aber leicht nachzurechnen. Ist nämlich χ = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i , so lesenwir aus der

letzten Spalte der Begleitmatrix ab, dass

f n(v) = f (f n−1(v)) =
n−1∑
i=0

−aif i(v),

also

χ(f )(v) = f n(v) +
n−1∑
i=0

aif
i(v) = 0.

�

EsgibtvieleandereMöglichkeiten,denSatzzubeweisen, selbst auf derenglischenWikipedia-
Seite4werdenmehrere skizziert.

Bemerkung 16.22. Es ist verlockend, die folgende »Rechnung« als einen Beweis des Satzes
von Cayley–Hamilton anzusehen:

det(XEn − A)(A) = det(AEn − A) = det(0) = 0.
Das Problemmit diesem »Beweis« (genauermit dem ersten Gleichheitszeichen) ist, dass
das Produkt XEn durch Einsetzen vonA für X nicht dasMatrizenproduktAEn ergibt. In der
Tat ist XEn dieMatrix (inMn(K[X])) auf deren Diagonale überall X steht und deren Einträge
außerhalb der Diagonalen gleich 0 sind. Setzen wir für alle X nun die Matrix A ein, so
erhaltenwir eineMatrixmit Einträgen inMn(K), nicht eineMatrixmit Einträgen in K (wie
AEn es ist).

AndereWege zu sehen, dass man so nicht argumentieren kann, sind die folgenden:

(1) Im Satz von Cayley–Hamilton bedeutet= 0, dass der Ausdruck charpol
A
(A) die Nullma-

trix ist, aber det(AEn − A) ist ein Element des Grundkörpers K!

4 https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem

https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
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(2) Analog zur Determinante könnenwir auch die Spur einerMatrix mit Einträgen in K[X]
definieren. Die Spur ist einfach die Summe aller Diagonaleinträge. SeiA ∈ Mn(K) und
f = Spur(XEn − A) ∈ K[X]. DieselbeMethodewürde auch zeigen, dass f (A) = 0 ist.

Es gilt aber f (X) = Spur(XEn − A) = nX − Spur(A), und es ist klar, dass im allgemeinen
nicht nA = Spur(A)En gilt.

♦

Nach Definition desMinimalpolynoms könnenwir den Satz von Cayley–Hamilton äquiva-
lent auch als Teilbarkeitsaussage formulieren. So erhaltenwir auch die schon angekündigte
Abschätzung für den Grad desMinimalpolynoms einerMatrix (bzw. eines Endomorphis-
mus).

Korollar 16.23. Ist A ∈ Mn(K), so giltminpolA | charpol
A
. Insbesondere gilt deg(minpol

A
) ≤

n.

Alsweiteres Korollar erhaltenwir, dass für eine Begleitmatrix charakteristisches Polynom
undMinimalpolynom übereinstimmen. Insbesondere sehenwir, dass jedes normierte Poly-
nomvomGrad n ≥ 0 als charakteristisches Polynom und auch alsMinimalpolynom einer
(n × n)-Matrix auftreten kann.

Korollar 16.24. Sei A ∈ Mn×n(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms χ (vom Grad n).
Dann gilt charpol

A
= minpol

A
= χ.

Beweis. Wegen des Satzes von Cayley–Hamilton ist minpol
A
ein Teiler von charpol

A
,

also genügt es zu zeigen, dass deg(minpol
A
) ≥ n ist. Nun ist nach Definition des Begriffs

BegleitmatrixAei = ei+1 für i = 1, …, n− 1, undwäre p =
∑m

i=0 aiX
i ein PolynomvomGrad

0 ≤ m < nmit p(A) = 0, sowäre auch p(A)e1 = 0, aber es ist

p(A)e1 = a0e1 + a1Ae1 + · · · + amA
me1 = a0e1 + · · · + amem+1

und e1, …, em+1 ist eine linear unabhängige Familie. �

16.3.1. FolgerungenausdemSatzvonCayley–Hamilton. Zunächst erlaubt der Satz
von Cayley-Hamilton einen Zugang zur konkreten Berechnung desMinimalpolynoms einer
Matrix.

Bemerkung 16.25 (Berechnung desMinimalpolynoms). Um dasMinimalpolynom einer
Matrix A ∈ Mn(K) über einem Körper K zu berechnen, kann man das charakteristische
Polynom berechnen. Das erfolgt durch Berechnung der Determinante einer (n × n)-Matrix
inMn(K[X]), was lästig sein kann, aberwofür unsmehrereVerfahren zurVerfügung stehen.

Danach sollte man die Zerlegung des charakteristischen Polynoms in irreduzible Polynome
im faktoriellen Ring K[X] bestimmen. Hierfür gibt es kein allgemeinesVerfahren, aber in
konkreten Fällen, insbesondere für nicht zu großeMatrizen, ist das in der Regel möglich.
(Konkreter: Übungsaufgaben sind so gewählt, dass dasmachbar ist.)

Danach kannman in alle Teiler des charakteristischen Polynoms dieMatrix einsetzen und
so den (eindeutig bestimmten) normierten Teiler kleinsten Grades finden, der dieMatrix
annulliert.

BeimAusprobieren sollte man noch die Aussage von Satz 16.26 imHinterkopf haben, der
besagt, dass jeder irreduzible Teiler des charakteristischen Polynoms auch dasMinimalpo-
lynom teilt. Manmuss also nur diejenigen irreduziblen Teiler von charpol

A
untersuchen,

die in der Primfaktorzerlegungmit Exponent> 1 auftreten, und schauen, ob der Exponent
imMinimalpolynom kleiner ist. ♦
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Der folgende Satz zeigt eine noch engere Verbindung zwischen charakteristischem Poly-
nom undMinimalpolynom eines Endomorphismus. Eswird uns aber imweiterenVerlauf
der Vorlesung genügen, die etwas schwächere Aussage des darauf folgenden Korollars zur
Verfügung zu haben, für denwir einen kurzen direkten Beweis erklären. Sie können daher
den Beweis des Satzes, wenn Siemöchten, zunächst überspringen.

Satz 16.26. Sei f ∈ EndK(V), und sei p ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind äquivalent:

(i) p ist ein Teiler von charpol
f
,

(ii) p ist ein Teiler vonminpol
f
.

Beweis. (i)⇒ (ii). Wir führen Induktion nach dimV . Ist dimV ≤ 1, so ist notwen-
digerweise charpol

f
= minpol

f
. Sei nun dimV > 1. Sei v ∈ V \ {0} und sei wieder

U = 〈v, f (v), f 2(v), … 〉 der f -zyklische Untervektorraum, der von den Vektoren f i(v) er-
zeugtwird. Sei g = f|U ∈ EndK(U) die Einschränkung von f .

SeiW ⊆ V ein Komplementärraumvon U , und sei π:V → W die Projektion auf W (d.h. für
v = u + w ∈ V mit u ∈ U , w ∈ W gelte π(v) = π(u + w) = w). Sei h ∈ EndK(W) der
Endomorphismus vonW , der durch h(w) = π(f (w)) gegeben ist.

Wir sind dann in der Situationvon Lemma 16.5, es gilt folglich charpol
f

= charpol
g
charpol

h
.

Weil p irreduzibel ist, und damit ein Primelement imRing K[X], folgt aus unsererVoraus-
setzung, dass p | charpol

g
oder p | charpol

h
. Im ersten Fall folgt direkt der Satz:Weil U ein

f -zyklischerUntervektorraumist, istnämlichcharpol
g

= minpol
g
, undweilminpol

f
(g) = 0

ist, gilt minpol
g

| minpol
f
.

Wenn p | charpol
h
gilt, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass p | minpol

h
, und

wieder gilt minpol
f
(h) = 0, alsominpol

h
| minpol

f
.

Die Implikation (ii)⇒ (i) folgt direkt aus dem Satz von Cayley–Hamilton, der besagt, dass
minpol

f
ein Teiler von charpol

f
ist.

Alternativer Beweis. Eine ganz andereMöglichkeit, die Richtung (i)⇒ (ii) zu beweisen, liefert
das folgende Lemma. Da der Ring K[X] faktoriell ist, ist klar, dass aus dessen Aussage die
Implikation (i)⇒ (ii) folgt.

Lemma 16.27. Seien K ein Körper, n ∈ N und A ∈ Mn(K). Dann gilt

charpol
A

| (minpol
A
)n.

Beweis. Der Beweis, denwir geben, ist kurz und auch nicht schwierig, aber insofern
»trickreich«, als nicht offensichtlich ist, wieman auf dieses Argument kommenwürde.

Vorbemerkung. Sei p ∈ K[X] irgendein Polynom.Wir betrachten den Polynomring K[X,Y ] in
zwei Unbestimmten X und Y .Wennwir in p = p(X) für X die neue Unbestimmte Y einsetzen,
erhaltenwir p(Y) ∈ K[X,Y ]. Dann gilt im Ring K[X,Y ], dass (X − Y) | p(X) − p(Y). In der Tat,
im Fall p = Xi habenwir

Xi − Y i = (X − Y)(Xi−1 + Xi−2Y + · · · + XY i−2 + Y i−1),
wieman unmittelbar nachrechnet. Daraus folgt leicht der allgemeine Fall.

Sei nun zurAbkürzung μ = minpol
A
.Wie in derVorbemerkung schreibenwir μ(X)−μ(Y) =

(X − Y) ∙ p(X,Y) für ein Polynom p(X,Y) ∈ K[X,Y ].Wir nutzen diese Umschreibung unten
in der Form, dasswir für X dieMatrix XEn ∈ Mn(K[X]) und für Y dieMatrixA ∈ Mn(K) ⊆
Mn(K[X]) einsetzen,wir haben dann also

μ(XEn) − μ(A) = (XEn − A)B ∈ Mn(K[X]),
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wobeiB := p(XEn,A) ∈ Mn(K[X]) ist. (Es genügt uns, dass die obigeGleichung für irgendeine
Matrix B ∈ Mn(K[X]) gilt, wir müssen nichtsweiter über Bwissen.)

Wir können nunwie folgt rechnen:

μn = det(μ ∙ En) = det(μ(XEn) − μ(A)) = det((XEn − A)B) = charpol
A

∙det(B),

wobeiwir den Produktsatz für die Determinante vonMatrizen inMn(K[X]) benutzt haben.

Also ist μn einVielfaches von charpol
A
, und das ist genau,waswir zeigenwollten. �

�

Korollar 16.28. Seien K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn(K) und λ ∈ K. Dann sind äquivalent:

(i) λ ist ein Eigenwert von A,

(ii) λ ist eine Nullstelle von charpol
A
,

(iii) λ ist eine Nullstelle vonminpol
A
.

Beweis. Die Äquivalenz von (i) und (ii) haben wir bereits bewiesen (Satz 16.7). Die
Äquivalenz von (ii) und (iii) ist eine direkte Folgerung aus demvorherigen Satz, denn λ ist
genau dann Nullstelle eines Polynoms p, wenn p durch das (irreduzible) Polynom X − λ
teilbar ist. Es ist aber auch leicht, das Korollar direkt zu beweisen.

Dass jede Nullstelle vomMinimalpolynom auch eine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, folgt aus dem Satz von Cayley–Hamilton.

Sei nun λ ∈ K ein Eigenwert vonA und v ∈ V ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Es gilt dann

Aiv = λiv, und daraus folgt leicht, dass

p(A)(v) = p(λ)v für alle p ∈ K[X]

ist.

Insbesondere sehenwir

minpol
A
(λ)v = minpol

A
(A)v = 0,

und da v als Eigenvektor nicht 0 ist, folgt minpol
A
(λ) = 0. �

Wir können außerdem die Eigenschaften trigonalisierbar und diagonalisierbar nun in einfacher
Weise anhand desMinimalpolynoms charakterisieren.Wir formulieren dieses Ergebnis für
Endomorphismen, aberwie immer gilt natürlich die analoge Formulierung fürMatrizen.

Korollar16.29. SeienK einKörperundV ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.Sei f ∈ EndK(V).
Dann gilt:

(1) DerEndomorphismus f ist genaudann trigonalisierbar,wennminpol
f
vollständig inLinearfaktoren

zerfällt.

(2) DerEndomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wennminpolf vollständig in Linearfaktoren

zerfällt und nur einfache Nullstellen besitzt.

WirwerdenTeil (2) in etwas größerer Allgemeinheit noch einmal imKapitel über die Jor-
dansche Normalform beweisen (Satz 17.10), daher können Sie den Beweis auch an dieser
Stelle überspringen.
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Beweis. Teil (1) folgt ausSatz 16.9undSatz 16.26,denn letzterer impliziert, dassminpol
f

genau dann vollständig in Linearfaktoren zerfällt, wenn das für charpol
f
gilt.

Es ist auch klar, dass für einen diagonalisierbaren Endomorphismus dasMinimalpolynom
vollständig in Linearfaktoren zerfällt und nur einfache Nullstellen hat. Dennwir können
f dann bezüglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix darstellen und deren
Minimalpolynom kannman direkt ablesen. (Vergleiche Beispiel 16.13.)

zu (2). Nun sei f ein Endomorphismus, dessenMinimalpolynom das Produkt von paarweise
verschiedenen Linearfaktoren ist. Seien λ1, …, λr ∈ K die paarweise verschiedenen Nullstel-
len vonminpol

f
. Nach Satz 16.26 sind das auch genau die Nullstellen von charpol

f
, also die

paarweise verschiedenen Eigenwerte von f .

Wir schreibenminpol
f

= (X − λ1)p für ein Polynom p, das nachVoraussetzung ebenfalls

vollständig in Linearfaktoren zerfällt undnur einfacheNullstellen hat, und für das p(λ1) 6= 0
gilt. Es sei U := Ker(p(f )). Dann gilt f (U) ⊆ U .

Behauptung. Es gilt V = Vλ1 ⊕ U .

Begründung.Wir zeigen zuerst, dassVλ1 ∩U = 0 ist. Ist f (v) = λ1v, so folgt p(f )(v) = p(λ1)v 6=
0, es sei denn v = 0 (denn p(λ1) 6= 0,wie oben bemerkt).

Es bleibt zu zeigen, dass Vλ1 + U = V ist.Weil X − λ1 irreduzibel und kein Teiler von p ist,

ist 1 ein ggTvon X − λ1 und p im Hauptidealring K[X], wir können folglich das konstante
Polynom 1 ∈ K[X] in der Form (X − λ1)g + ph = 1 ausdrücken (für geeignete g, h ∈ K[X]).

Damit sehenwir v = (f − λ1 idV )(g(v))+ p(f )(h(f )(v)), und dies ist ein Element von U +Vλ1 ,

weil 0 = minpol
f
(f ) = p(f ) ◦ (f − λ1 idV ) = (f − λ1 idV ) ◦ p(f ) gilt.

Nun folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass f|U diagonalisierbar ist. Es ist andererseits

klar, dass f (Vλ1) ⊆ Vλ1 gilt und dass fVλ1
diagonalisierbar ist. Es folgt, dass f diagonalisierbar

ist. �

16.4. Ergänzungen*

Bemerkung 16.30. In dieser Bemerkungwird ein anderer Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton skizziert, in dem der Satz über den komplexen Zahlen durch ein »Stetigkeitsargu-
ment«ausdemFallvonDiagonalmatrizenabgeleitetwird.UmdasArgumentdurchzuführen,
werden allerdings Grundkenntnisse der Analysis undTopologie benötigt. Hat man diese
Vorkenntnisse zurVerfügung, erhält man so ein schlagendes Argument für den Satz, und
dieses Beweisprinzip der Reduktion auf den Fall von Diagonalmatrizen lässt sich auch an
anderer Stelle einsetzen. Mithilfe der sogenannten Zariski-Topologie (nach Oskar Zariski),
die in der algebraischen Geometrie eine fundamentale Rolle spielt, lässt sich das Argument
auch über einem beliebigen Grundkörper durchführen.

Wie oben bemerkt, ist die Aussage des Satzes von Cayley–Hamilton für Diagonalmatrizen
offensichtlich.Weil zueinander konjugierteMatrizen dasselbe charakteristische Polynom
undMinimalpolynom haben, folgt der Satz (in der Form, dass dasMinimalpolynom das
charakteristische Polynom teile) damit für alle diagonalisierbarenMatrizen.

Sei nun zunächst K = C der Körper der komplexen Zahlen.Wir können dann von stetigen
AbbildungenCm → Cm sprechen und den Satz von Cayley–Hamiltonmit dem folgenden
»topologischen« Argument beweisen. Die Abbildung

Mn(C) → Mn(C), A 7→ charpol
A
(A),
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ist eine stetige Abbildung, denn die Einträge derMatrix charpol
A
(A) lassen sich als polyno-

miale Ausdrücke in den Einträgen vonA schreiben, und Polynomfunktionen sind stetig.

Nun gilt für jede stetige Abbildung, dass des Urbild einer abgeschlossenenTeilmenge des
Wertebereichs ebenfalls abgeschlossen ist. (Das ist sogar äquivalent zur Stetigkeit.) Ange-
wandt auf die abgeschlossene Teilmenge {0} ⊆ Mn(C) sehenwir damit, dass die Teilmenge
vonMn(C), die aus allenMatrizenAmit charpolA(A) = 0 besteht, abgeschlossen ist.

Damit genügt es, die folgende Aussage zu zeigen: Jede abgeschlosseneTeilmenge vonMn(C),
die alle diagonalisierbarenMatrizen enthält, stimmtmitMn(C) überein. Mit anderenWor-
tenmüssenwir begründen, dass in jedem Ball mit Radius ε > 0 um eine beliebigeMatrix
stets eine diagonalisierbareMatrix liegt.

Dafür benutzenwir, dass eineMatrix, deren charakteristisches Polynom in n verschiede-
ne Linearfaktoren zerfällt, jedenfalls diagonalisierbar ist. Das folgt – ohne den Satz von
Cayley–Hamilton benutzen zumüssen – aus den obigen Ergebnissen. Denn dasMinimalpo-
lynommuss dann auch in n verschiedene Linearfaktoren zerfallen, es hat also nur einfache
Nullstellen.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in n verschiedene Linearfaktoren zerfal-
le, bedeutet, dass es nur einfache Nullstellen hat (denn über dem algebraisch abgeschlosse-
nen KörperC zerfällt es jedenfalls vollständig in Linearfaktoren), also dass die Diskrimi-
nante Δcharpol

A
∈ C dieses Polynoms von 0 verschieden ist (Bemerkung 15.84). DieMenge

der nicht-diagonalisierbarenMatrizen ist also enthalten in derMenge

{A ∈ Mn(C); Δcharpol
A

= 0}.

Nun ist auch Δcharpol
A
ein polynomialer Ausdruck in den Koeffizienten vonA, und die Null-

stellenmenge eines Polynoms 6= 0 (inmehrerenVariablen, in diesemFall in den n2Variablen,
die zu den Einträgen der Matrix A ∈ Mn(C) korrespondieren) kann keinen offenen Ball
enthalten. (Dies kannman durch Induktion nach Anzahl der Unbestimmten zeigen.)

Den Fall des Körpers K = R der reellen Zahlen kannman ähnlich behandeln, wennman
benutzt, dass das charakteristische Polynom eineMatrixA ∈ Mn(R) davon unabhängig ist,
obmanA als Element vonMn(R) oder vonMn(C) betrachtet. ♦

Bemerkung 16.31. Wir können jetzt Bemerkung I.10.18 noch präzisieren: Ist K ein Körper
der Charakteristik 0, d.h. dass der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z → K
injektiv ist, und sindA,B ∈ Mn(K), so sind äquivalent:

(i) Für alle i ≥ 1 gilt Spur(Ai) = Spur(Bi).

(ii) Es gilt charpol
A

= charpol
B
.

Insbesondere haben also in dieser SituationA undB dieselbenEigenwerte, und ihre algebrai-
schenVielfachheiten, also dieVielfachheiten als Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
stimmen ebenfalls überein. ♦

Ergänzung 16.32 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Von H. Derksenwurde ein Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben, der bis auf die beiden unten angegebenen
Fakten (1) und (2) nur lineare Algebra benötigt. Allerdings sind die Beweise, die mitMetho-
den von fortgeschrittenenVorlesungen (speziell der Funktionentheorie einerseits und der
Algebra andererseits) gegebenwerden können, letztlich erhellender,weil die Struktur der
Situation insgesamt klarerwird.

Theorem 16.33 (Fundamentalsatz der Algebra). Ist f ∈ C[X] ein Polynom vomGrad> 1, dann
besitzt f eine Nullstelle inC.
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Die beiden »analytischen« Eigenschaften, die in Derksens Beweis benötigtwerden, sind

(1) Jedes Polynom inR[X] von ungerademGrad besitzt eine Nullstelle inR.
(2) Jedes quadratische Polynom inC[X] hat eine Nullstelle inC.

Den ersten Punkt erhält man aus dem Zwischenwertsatz und der Betrachtung des Grenz-
werts der gegebenen Polynomfunktion für x → ±∞. Der zweite Punkt folgt (mit einer
Methode zur Lösung quadratischer Gleichungen nachWahl) daraus, dass jede komplexe
Zahl eine Quadratwurzel besitzt.

Der Beweis beruht auf einer trickreichen Formulierung, die es erlaubt, anmehreren Stellen
mit vollständiger Induktion zu arbeiten.

Siehe https://math.berkeley.edu/~ribet/110/f03/derksen.pdf. � Ergänzung 16.32

https://math.berkeley.edu/~ribet/110/f03/derksen.pdf


ANHANG F

Bemerkungen zur Literatur *

Die Bemerkungen zur Literatur im Skript zur Linearen Algebra 1, Abschnitt I.D, haben
natürlichweiterhin Gültigkeit und die dort angegebenen Bücher und Skripte (beziehungs-
weise gegebenenfalls die zweiten Bände/Teile, die teilweise dort auch schon verlinkt sind)
versorgen Siemit allem Stoff (und noch deutlichmehr), denwir in der Linearen Algebra 2
behandelnwerden.

Was hier noch ergänztwerden soll, sind einige Bemerkungen dazu,welche Bücher/Texte
einen ähnlichen Ansatz verfolgenwiewir in der Vorlesung (undwoman vielleicht einen
anderen Blickwinkel findet). Denn im Vergleich zur Linearen Algebra 1 ist der Stoff von
Teil 2 schon etwasweniger standardisiert. Um den Satz über die Jordansche Normalform
zu beweisen, gibt es unterschiedlicheMöglichkeiten, der Quotientenvektorraumwird oft
schon früher behandelt, oft schon imersten Semester zur LinearenAlgebra, unddie anderen
Universalkonstruktionen, diewir erwähnen (Tensorprodukt und äußere Potenz) gehören
nicht unbedingt zum Standardstoff. Bei den Bi- und Sesquilinearformen gibt es vor allem
insofern Unterschiede, ob ausschließlich über den KörpernR undC gearbeitetwird, oder ob
der Fall eines allgemeinen Grundkörpers zu Beginn ebenfalls betrachtetwird.

F.1. Literaturverweise zu einigenVorlesungsthemen

F.1.1. Die JordanscheNormalform. DieVorlesung richtet sich nicht genau nach einer
Vorlage, aber die Darstellung in den Büchern von Brieskorn (Lineare Algebra und Analy-
tische Geometrie II), Fischer (Lernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie) sind
nicht soweit davon entfernt, wiewir es machen. Ebenso kann ich das Buch [Vi] vonVinberg,
Kap. 6.4, empfehlen.

Ein anderer Zugangwird beispielsweise von Bosch [Bo] gewählt. Dortwird der Satz über die
JordanscheNormalform aus dem »Struktursatz für endlich erzeugteModuln über Hauptide-
alringen« gefolgert. Dieser Zugang ist konzeptioneller, erfordert aber einen beträchtlichen
Aufwand zur Entwicklung dieser allgemeinen Theorie.

F.1.2. Universalkonstruktionen. Tensorprodukte und die äußere Algebra werden
zumBeispiel auch in den Büchernvon Bosch [Bo] undWaldmann (Lineare Algebra 2, https:
//doi.org/10.1007/978-3-662-53348-2) und im Skript von Löh (Lineare Algebra II1) be-
sprochen.

F.1.3. Bilinearformen und Sesquilinearformen. Wie gesagt variiert hier der Grad
der Allgemeinheit, in der das Thema durchgenommenwird. Ich habemich für einenMit-
telweg entschieden, bei dem die Theorie solange,wie es mathematisch keinen Unterschied
macht, über allgemeinen Körpern aufgebaut wird, denn das hat – zum Beispiel für die
Zahlentheorie – durchaus einen Nutzen. Ähnlich ist es auch im Buch von Lorenz (Lineare
Algebra 2), jedenfalls soweit es die Bilinearformen betrifft. Brieskorn (Lineare Algebra und
AnalytischeGeometrie II) geht noch einen Schrittweiter und lässt nicht nur Körper, sondern
beliebige Schiefkörper als »Grundkörper« zu, und erhält so die Theorie in der letztendlich

1 http://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/linalg2_ss17/lecture_notes.pdf
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richtigen Allgemeinheit. Für den ersten Kontakt erschienmir das aber sozusagen zuviel des
Guten.
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