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KAPITEL 14

Einleitung

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Linearen Algebra 1, und entsprechend baut das
Skript auf dem Skript zur Linearen Algebra 1 auf.

Die Vorlesung Linearen Algebra 2 ldsst sich grob in drei Themenbereiche unterteilen,

o erstens die Fortsetzung des Studiums der Eigenwerttheorie, insbesondere die Frage,
wann ein Endomorphismus diagonalisierbar ist und welche »Normalform« der
darstellenden Matrix im nicht-diagonalisierbare Fall erreicht werden kann,

e zweitens die Konstruktion des »Quotienten« eines Vektorraums nach einem Unter-
raum (und analoger Konstruktionen fiir Gruppen und Ringe) und

e drittens das Studium von Bilinearformen iiber den reellen Zahlen (und Sesquiline-
arformen tiber den komplexen Zahlen).

Im Rest dieser Einleitung sollen diese drei Themen etwas genauer beleuchtet werden.

14.1. Die Jordansche Normalform

Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und seif: V — V ein Endo-
morphismus. Wir haben in der Linearen Algebra 1 definiert, wann f diagonalisierbar heifit,
und auch gesehen, dass nicht jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Es ist moglich und wichtig, noch bessere Kriterien dafiir zu entwickeln, wann ein Endo-
morphismus diagonalisierbar ist, und fiir Endomorphismen, die diese Eigenschaft nicht
haben, ebenfalls »moglichst einfache« darstellende Matrizen beziiglich geeigneter Basen zu
suchen.

Fiir solche Endomorphismen, die iiberhaupt eine darstellende Matrix in oberer Dreiecksge-
stalt besitzen, werden wir im Satz iiber die Jordansche Normalform zeigen, dass sich eine
darstellende Matrix finden ldsst, die hochstens auf der Diagonale und auf der direkt {iber
der Diagonale liegenden Nebendiagonale Eintrige hat.

Um das zu beweisen, werden wir die ersten Wochen der Vorlesung darauf verwenden, die
Theorie des »Polynomrings« iiber einem Korper zu entwickeln und zeigen, dass es in diesen
Ringen ganz dhnlich wie im Ring der ganzen Zahlen eine »Primfaktorzerlegung« gibt. Auch
wenn es erst spiter ab der vierten Vorlesungswoche wirklich sichtbar werden wird, wie die
Verbindung zur Linearen Algebra hergestellt wird, stellt sich diese Theorie als essenziell fiir
das weitere heraus.

14.2. Quotienten und andere Universalkonstruktionen

Um zu erkldren, was es mit der Quotientenkonstruktion auf sich hat, betrachten wir die
folgende Situation: Sei K ein Koérper, V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Wenn f: V — W ein Vektorraumhomomorphismus mit Kern U ist, dann werden Vektoren
v, v unter f genau dann auf dasselbe Element von W abgebildet, wenn die Differenz v — v/
in U liegt. Vektoren, die sich »nur um ein Element aus U unterscheiden«, werden also unter
f »identifiziert«.
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Aber gibt es zu gegebenem U iiberhaupt immer einen Homomorphismus, der U als Kern
hat? Wir haben in der Linearen Algebra 1 gesehen, dass das jedenfalls dann immer der Fall
ist, wenn V endlichdimensional ist. Allerdings mussten wir, um ein solches f zu erhalten,
einen Komplementadrraum zu U wihlen. Dass hier eine Wahl erforderlich ist, ist etwas un-
schon, und an dieser Stelle entsteht auch die Einschrankung auf den endlichdimensionalen
Fall, weil wir den Basisergdnzungssatz bendtigen, den wir nur fiir endlichdimensionale
Vektorrdume bewiesen hatten. Die Aussage gilt aber allgemein, und die Konstruktion des
Quotienten V /U und der zughorigen »kanonischen Projektion« V — V /U ist eine abstrakte
Konstruktion eines Vektorraumhomomorphismus mit Kern U.

Insofern kann man argumentieren, dass man diese Konstruktion schon viel frither in der
Vorlesung hitte behandeln kdnnen, auch schon vor der Einfithrung der Begriffe der Basis und
der Dimension. Andererseits hat man durch die Wahl eines Komplementarraums (jedenfalls
im endlichdimensionalen Fall) einen guten »Ersatz« fiir den Quotienten, und das ist der
Grund, warum es auch nicht schadet, die allgemeine Konstruktion erst etwas spéter zu
machen.

Eine sehr dhnliche Konstruktion ist die des Restklassenringes 7Z/n zusammen mit der
kanonischen Projektion Z — Z/n, die wir in der Linearen Algebra 1 kennengelernt haben
(Abschnitt I.4.2.1). Diese Konstruktion werden wir mit dem Begriff des Quotienten eines
Rings nach einem Ideal weiter verallgemeinern.

Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann kann man sich ebenso die Frage
stellen, ob es einen Gruppenhomomorphismus f: G — G’ mit Ker(f) = H gibt. Dies ist
allerdings nicht immer der Fall! Wenn wir iiber Quotienten von Gruppen sprechen, werden
wir kldren, welche zusitzliche Bedingung H erfiillen muss.

Wirwerden auch besprechen, was es bedeutet, dass der Quotient (beispielsweise eines Vektor-
raums nach einem Untervektorraum) durch eine »universelle Eigenschaft« charakterisiert
werden kann. Mit dhnlichen universellen Eigenschaften lassen sich viele Konstruktionen
charakterisieren, die wir schon gesehen haben (zum Beispiel auch das Produkt und die
direkte Summe von Vektorrdumen, der Kern und das Bild von linearen Abbildungen, ...),
und dieser Begriff ist oft niitzlich, wenn man in anderen Kontexten das richtige »Analogon«
zu einem dieser Begriffe sucht.

14.3. Euklidische und unitire Vektorriume

Ein »euklidischer Vektorraum« ist ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den reellen
Zahlen, in dem wir eine zusidtzliche Struktur zur Verfiigung haben, die uns erlaubt, Abstinde
zwischen Punkten und die Lange von Vektoren zu messen, dariiber zu sprechen, wann zwei
Vektoren zueinander senkrecht sind, und den Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren.
In Kapitel I.11 wird das fiir den Standardvektorraum R" erklart, aber in der Linearen Algebra
2wollenwir eine entsprechende Theorie fiir beliebige (endlichdimensionale) R-Vektorrdume
definieren.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber R. Wie sich herausstellen wird, kann man
alle die oben genannten geometrischen Begriffe (Abstand, Lange, Winkel) definieren, sobald
ein sogenanntes Skalarprodukt

B:VxV-=R

gegeben ist, dass ist eine bilineare Abbildung (d.h. B ist linear in jedem der beiden Faktoren,
also eine multilineare Abbildung V? — R), fiir die auflerdem B(v,w) = B(w,v) fiir alle
v,w € Vund B(v,v) > ofiirallev € V\ {o} gilt. Zum Beispiel kann man dann die Linge
eines Vektors v durch

Iv]) := v/Bv,v)

definieren.
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Fiur V = R" ist durch B((x;);, (y;);) = Z?:I x;y; ein solches Skalarprodukt gegeben, das
sogenannte Standardskalarprodukt.

Es zeigt sich, dass mit einem kleinen Trick auch fiir Vektorrdume iiber den komplexen
Zahlen eine ganz dhnliche Theorie entwickelt werden kann, und es ist zum Beispiel fiir
Anwendungen in der theoretischen Physik sehr niitzlich, das zu tun. Wiirde man auf C" das
Standardskalarprodukt durch dieselbe Formel wie fiir R" definieren, dann wiirde natiirlich
im allgemeinen nicht gelten, dass das Skalarprodukt eines Vektors # 0 mit sich selbst eine
positive reelle Zahl ist. Wenn man die Formel stattdessen abandert zu

B((x)i, 07i)i) == Zfﬂ’ia

dann gilt aber B(x,x) € R_, fiir allex € C" \ {0}, so dass man dann wieder die Lénge von x
durch ||x|| := 1/B(x, x) definieren kann. Hier bezeichnet fiir eine komplexe Zahl x = a + ib,
a,b € R, das Symbol X := a — ib die sogenannte komplex konjugierte Zahl. Dann gilt
xX = a* + b* > ound der Ausdruck ist nur fiir x = o gleich Null.

Um diese Idee umzusetzen, betrachtet man statt bilinearer Abbildungen im Fall eines kom-
plexen Vektorraums V sogenannte Sesquilinearformen, das sind Abbildungen

p:vV—-V—-C,

die im zweiten Eintrag linear, aber im ersten Eintrag »semilinear beziiglich der komplexen
Konjugation« sind, d.h. es gilt B(xv + x'v,w) = XB(v,w) + x'B(v/,w) fiir alle x,x’ € C,
v,v,w € V. Die Symmetriebedingung ersetzt man entsprechend durch die Bedingung
B(w,v) = B(v,w).

Dann man ganz parallel die Theorie der euklidischen Vektorrdume (R-Vektorrdume mit

einem Skalarprodukt) und der unitiren Vektorrdaume (C-Vektorrdume mit einem Skalarpro-
dukt im Sinne einer Sesquilinearform) entwickeln.

Man erhilt damit eine Theorie, die nicht nur fiir geometrische Betrachtungen niitzlich
ist. Zum Beispiel werden wir als eine Konsequenz des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte
Abbildungen (Theorem 19.42) beweisen konnen, dass jede Matrix A € M, (R), die symmetrisch
ist (d.h. A = A"), diagonalisierbar ist.






KAPITEL 15
Ringe

15.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition einer weiteren algebraischen Struktur, der sogenannten
Ringe,in denen eine Addition und Multiplikation existiert, wo wir aber anders als bei Kérpern
nicht verlangen, dass jedes Element # 0 ein multiplikatives Inverses hat. Die Definition
hat verschiedene »Versionen«, je nachdem, ob gefordert wird, dass die Multiplikation ein
neutrales Element hat (das werden wir immer verlangen) und/oder kommutativ ist. Zwei
wichtige Beispiele von Ringen sind der Ring Z der ganzen Zahlen und der Ring M, (K) der
quadratischen Matrizen der Grofle n € N iiber einem Korper K.

DEFINITION 15.1. (I) Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen
+:R x R — R(Addition)und R x R — R (Multiplikation),

so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine kommutative Gruppe,

(b) die Multiplikation - ist assoziativ.

(c) es gelten die Distributivgesetze

alb+c)=a-b+a-c, (a+bc=a-c+b-c
fiir allea,b,c € R.

(2) Wenn die Multiplikation von R kommutativ ist, dann nennt man R auch einen kommuta-

tiven Ring.
(3) Wenn die Multiplikation von R ein neutrales Element besitzt, so wird dieses mit 1 be-

zeichnet, und man nennt R einen Ring mit Eins.
_|

Wir nutzen dieselben Konventionen wie im Fall von Kérpern: Der Multiplikationspunkt
kann ausgelassen werden, wenn keine Missverstdndnisse dadurch entstehen kdnnen. Es gilt
»Punkt- vor Strichrechnung«. Fiir die additive Gruppe (R, +) verwenden wir die iiblichen
Bezeichnungen: Das neutrale Element der Addition in einem Ring bezeichnen wir mit o,
das additive Inverse von a mit —a, und wir schreiben a — b statta + (—b).

In diesem Skript verstehen wir, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, unter
einem Ring immer einen Ring mit Eins. Dann ist das neutrale Element der Multiplikation
eindeutig bestimmt, so dass die in der Definition festgelegte Bezeichnung I sinnvoll ist. In
der Vorlesung treten sowohl kommutative als auch nicht-kommutative Ringe auf.

Fiira € Rundn € Nista" =a----- a das n-fache Produkt von a mit sich selbst. Fiirn = o
verstehen wir das wie {iblich als das leere Produkt, d.h. wir setzen a® = 1.

DEFINITION 15.2. Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifst eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b € R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die wir die Einheitengruppe
oder multiplikative Gruppe von R nennen und mit R* bezeichnen. -
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Ist R ein Ring und b € R eine Einheit, so ist das multiplikative Inverse von b eindeutig
bestimmt und wird auch mit b~ ' bezeichnet. Im Fall kommutativer Ringe,wo alsoab™ = b~'a
fiirallea € R gilt, verwendet man auch gelegentlich die Bruchschreibweise j fiir das Element
ab~'.Istder Ring nicht kommutativ, so sollte man diese Schreibweise vermeiden, weil unklar
bleibt, ob ab™ " oder b~ 'a gemeint ist.

BEISPIEL 15.3. (I) Die ganzen Zahlen bilden beziiglich der tiblichen Addition und Multipli-
kation einen kommutativen Ring. Esist Z* = {1, —1}.

(2) Istn € N_, soist Z/n mit der Addition und Multiplikation von Restklassen modulo
n ein kommutativer Ring. Das haben wir (ohne das Wort »Ring« zu verwenden) in Ab-
schnitt I.4.2.1 nachgepriift. Die Einheitengruppe (Z/n)* besteht aus den Restklassen
aller derjenigen Zahlen m € Z, die zu n teilerfremd sind, siehe Satz I.4.16.

(3) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring. Ein Ring ist genau dann ein Korper, wenn er
kommutativist und R* = R\ {0} gilt. Insbesondere stimmt fiir einen Kérper K die neu
eingefiihrte Schreibweise K™ mit der im vergangenen Semester eingefiihrten tiberein.

(4) Sei K ein Korper, n € N. Dann ist M, (K) mit der Addition von Matrizen umd dem
Matrizenprodukt ein Ring, der sogenannte Matrizenring. Ist n > 2, dann ist der Ring
M, (K) nicht kommutativ.

(5) Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, so ist Endy (V) mit der Addition von linearen
Abbildungen und der Verkettung von linearen Abbildungen als Multiplikation ein Ring,
der sogenannte Endomorphismenring von V. In diesem Ring entspricht die Potenz eines
Elements f also der entsprechend hédufigen Verkettung des Endomorphismus f mit sich
selbst, zum Beispiel: f3 = f o f o f.

(6) Die einelementige Menge R = {0} ist (mit der einzig méglichen Addition 0 + 0 = ound
Multiplikation o - 0 = 0) ein Ring, der sogenannte Nullring. Dies ist der einzige Ring, in
dem 1 = o0 gilt, denn in jedem Ring gilt 1 - a = a fiir alle a nach Definition des Elements 1
undo-a = o.

(7) Sind R, R, Ringe, soist R, X R, mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation
ein Ring, das sogenannte Produkt von R, und R,. Das bedeutet

(s %,) + Y2) = (e + 50,00 +5)s (x%5) - (0Y5) = (%%, 9172)-
Das Nullelement ist (0, 0), das Einselement ist (1, 1). Ist allgemeiner I irgendeine Menge
und sind R;,i € I, Ringe, soist das Produkt Hiel R; mit der komponentenweisen Addition

und Multiplikation ein Ring, das Produkt der Ringe R;.
(8) Ist R ein Ring und X eine Menge, so bildet die Menge Abb(X, R) aller Abbildungen von X
nach R einen Ring mit
(f +9)(x) = f(x) +9(x),
(f-9)(x) = f(x) - g(x).
Das Null- und Einselement sind die konstanten Abbildungen x — 0 und x — 1. Wenn R
kommutativ ist, dann ist auch dieser Ring kommutativ.
Wir kénnen Abb(X, R) identifizieren mit dem Produkt RX = erx R. Dabei entspricht
eine Abbildung f: X — R dem Element (f(x)), € R¥.

O

In jedem Ring Rgilto-a = 0 =a-ound (—1)a = —a = a- (—1) fur allea € R. Das folgt
aus dem Distributivgesetz. Aus ab = ac folgt allerdings im allgemeinen nicht, dass b = c ist;
ebenso impliziert ab = o nicht unbedingt, dass a = o oder b = o gilt. (Geben Sie fiir beide
Aussagen Beispiele im Matrizenring M,,(K).) Vergleiche aber Definition 15.28, Lemma 15.32.
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DEFINITION 15.4. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus von R nach S ist eine Abbildung
f:R — §,sodass gilt:

(a) firallex,y € Ristf(x +y) =f(x) +f(y),
(b) firallex,y € Ristf(xy) = f(x)f (),
(c) esgiltf(1) =1.
_|

BEMERKUNG 15.5. Istf: R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt f(0) = ound f(—x) =
—f'(x) fur allex € R. Ferner induziert f einen Gruppenhomomorphismus R* — S$* zwischen
den Einheitengruppen, denn aus ab = 1 folgt f (a)f (b) = f(ab) = f(1) = 1,also f(a) € $*. ¢

Wie man leicht nachpriift, ist die Verkettung von Ringhomomorphismen wieder ein Ring-
homomorphismus. Fiir jeden Ring R ist die identische Abbildung id; ein Ringhomomor-
phismus.

BEISPIEL 15.6. SeiR ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
@:Z — R.Denn nach Definition eines Ringhomomorphismus muss ¢(1) = 1 gelten, wobei
links die ganze Zahl 1 und rechts das Element 1 € R gemeint sind. Es folgt fiir allen € N5 |,
dass -
pn) =1+4+---+1,

wobei in der Summe rechts das Element 1 € R zu sich selbst addiert wird, und die Summe
aus n Summanden besteht. Schlieflich hat man ¢(—n) = —¢(n), so dass ¢ auch auf den
negativen ganzen Zahlen eindeutig festgelegt ist. Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass es
sich bei dieser Abbildung tatsdchlich um einen Ringhomomorphismus handelt.

Wir haben diese Abbildung in dem speziellen Fall, dass R ein Korper ist, schon im Ab-
schnitt I.4.2.2 betrachtet; siehe auch Ergdnzung 18.21.

Wie bei Kérpern bezeichnen wir das Bild der ganzen Zahl n unter diesem Ringhomomor-
phismus oft auch einfach wieder mit n. In diesem Sinne kénnen wir n als Element jedes
Rings R auffassen. Allerdings kann, wie schon bei Kérpern, dann m = nin R gelten, auch
wenn die ganzen Zahlen m und n unterschiedlich sind. O

BEISPIEL 15.7. Wir kénnen nun Lemma I.4.13 eleganter formulieren: Die natiirliche Abbil-
dung Z — Z/n ist ein Ringhomomorphismus (und dies ist der Ringhomomorphismus aus
Beispiel 15.6 fiir den Ring Z/n). O

BEISPIEL 15.8. Sei K ein Korper.

(1) SeiV ein K-Vektorraum. Sei Endg, (V) die Menge aller Gruppenendomorphismen V —
V der additiven Gruppe (V, +). Mit der iblichen Summe von Abbildungen als Addition
und der Verkettung von Abbildung als Multiplikation ist Endg, (V) ein (im allgemeinen
nicht-kommutativer) Ring. Das Einselement ist die Abbildung idy,.

Fir a € K ist die Skalarmultiplikation mit a ein Gruppenendomorphismus V. — V,
also ein Element von Endg, (V). Hier benutzen wir eines der Distributivgesetze fiir die
Skalarmultiplikation auf V.

Wir erhalten so einen Ringhomomorphismus K — Endg, (V). Die Kompatibilitat mit
der Addition entspricht »dem anderen« Distributivgesetz, die Kompatibilitdt mit der
Multiplikation V dem »Assoziativgesetz«. Dass Skalarmultiplikation mit 1 € K die
identische Abbildung ist, ist ein weiteres der Vektorraumaxiome.
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(2) Seinun V eine kommutative Gruppe, die wir additivschreiben, und sei¢: K — Endg,, (V)
ein Ringhomomorphismus. Dann erhalten wir durch a - v := ¢(a)(v) eine Skalarmulti-
plikation und damit die Struktur eines K-Vektorraums auf V.

Mit dem Begriff des Homomorphismus erhalten wir wie tiblich auch einen Begriff von
Isomorphismen zwischen Ringen:

DEFINITION 15.9. Ein Ringisomorphismus ist ein Ringhomomorphismus f: R — S, derart dass
ein Ringhomomorphismus g: S — R existiert, der eine Umkehrabbildung zu f ist, d.h. so
dassgo f =idg undf og = idg gilt. =

Wie bei Gruppen und Vektorrdumen beweist man:

LEMMA 15.10. Seif: R — S ein Ringhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn
f ein Isomorphismus ist.

DEFINITION 15.11. SeiS ein Ring. Eine Teilmenge R C S heif3t Unterring, wenn R eine Unter-
gruppe der additiven Gruppe von S ist, fiir alle x, y € R auch das Produkt xy in R liegt, und
das Einselement von S in R liegt. —

BEISPIEL 15.12. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und % eine
Basis von V. Dann ist die Abbildung Endy (V) — M, (K),f — M%(f), ein Ringisomorphis-
mus. 0

ERGANZUNG 15.13. Seien wie in Beispiel 15.12 K ein Korper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Man kann zeigen, dass jeder Isomorphismus Endg (V) — M, (K) die Form
f— Mﬁg ) fiir eine Basis %8 von V hat. Das ist ein Spezialfall des Satzes von Skolem und
Noether'. O Ergidnzung 15.13

Ist R C Sein Unterring, so ist R mit der Addition und Multiplikation von S selbst ein Ring
und die Inklusionsabbildung R — S, x — x, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist
andererseits i: R — S ein injektiver Ringhomomorphismus, so ist 1(R) ein Unterring von S
und die Abbildung R — 1(R) ein Ringisomorphismus.

BEISPIEL 15.14. Zwei eng verwandte Beispielklassen von Ringen, die im weiteren Verlauf
der Vorlesung eine grofie Rolle spielen werden, sind die folgenden.

(1) Seien K ein Kérper und A € M, (K). Dann ist

n
K[A] := {ZaiAi; neN, aq ¢ K}

i=0

ein Unterring von M,,(K). Der Ring K[A] ist kommutativ.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether
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(2) Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Dann ist

n
K[f] := {Zaji; neN,aq € K}
i=0

ein Unterring des Endomorphismenrings Endy (V). Hierbei bezeichnet f* die i-te Potenz
von f im Ring Endg (V), d.h. die i-fache Verkettung von f mit sich selbst. Der Ring K[f] ist
kommutativ.

Ist Vendlichdimensional und # eine Basis von V,dann schrinkt sich der Isomorphismus
Endg (V) — M, (K) aus Beispiel 15.12 ein zu einem Isomorphismus K[f] — K[A].

O
15.2. Ideale
DEFINITION 15.15. Sei@: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann heiflen
Imf :=f(R)
das Bild und
Kerf :=f'({o})
der Kern des Ringhomomorphismus f. =

Weil ein Ringhomomorphismus f insbesondere ein Homomorphismus der zugehérigen
additiven Gruppen ist, folgt aus Lemma [.8.24, dass f genau dann injektivist, wenn Ker(f) =
{o} gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass in dieser Situation Im f wieder ein Ring ist. Weil meist 1 ¢ Ker f

gilt, ist der Kern eines Ringhomomorphismus in der Regel kein Ring in unserem Sinne,
allerdings stets ein sogenanntes Ideal:

DEFINITION 15.16. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge a C R heift Ideal von R, falls a eine
Untergruppe von (R, +) ist und falls fiir allea € aund x € R gilt: xa € aund ax € a. -

BEMERKUNG 15.17. Fiir die Bezeichnung von Idealen werden hiufig Frakturbuchstaben
benutzt (vor allem a, b, ¢ und fiir Ideale mit speziellen Eigenschaften auch m, n, p, q). Daher
hier eine Liste.

a b cd e f g hij k 1 m
a b ¢ 2 e f g Hh i j €& [ m
A B ¢ D ¢ F 6 H T J K LM
n o p q r s t u v w X vy z
n o p g v s t u v W r v 3
N O P QR G T UV W X Y 3

Und noch einmal handgeschrieben (in einer Annidherung der Siitterlin-Schreibschrift?; fiir
das kleine »s« gibt es zwei Formen, je nachdem, wo im Wort es steht):

o bt o iq{}i@%@muxc q ot |6 b gy
O6LJe ;qwg&;ﬁmm%qu FUN MR 3

O

2https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift


https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift

14 15. RINGE

BEISPIEL 15.18. (I) Injedem Ring sind {o} (das Nullideal) und R (das sogenannte Einsideal)
Ideale.

(2) Ist a ein Ideal eines Rings R, das eine Einheit von R enthilt, so gilt 1 € R und folglich
a=R.

(3) Ist K ein Korper, so sind {0} und K die einzigen Ideale von K. Ist andersherum R ein
kommutativer Ring, in dem {0} und R die einzigen Ideale sind, dann ist R (warum?) ein
Korper.

(4) Istf:R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f) C R ein Ideal. Wir wissen
bereits, dass es sich um eine Untergruppe von (R, +) handelt, da f insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus ist. Auferdem gilt fiir x € R, a € Ker(f), dass f(xa) =
f(x)f(a) = o, alsoxa € Ker(f), und genauso zeigt man ax € Ker(f). Wir werden spiter
sehen, dass fiir jeden Ring R und jedes Ideal a C R ein Ringhomomorphismus R — S
mit Kern a existiert. (Siehe Abschnitt 18.4.)

O

BEISPIEL 15.19. Wir betrachten den Ring Z der ganzen Zahlen. Istd € Z, so ist die Menge
(d) :={xd; x € Z}

aller Vielfachen von d ein Ideal (und wir werden in Satz 15.39 sehen, dass im Ring Z alle
Ideale diese Form haben). O

ERGANZUNG 15.20. Der Begriff Ideal geht auf Ernst Kummer? zuriick, der ihn im Bereich
der Zahlentheorie einfiihrte und als Abkiirzung fiir »ideale Zahlen« verstand. Dort treten
Ringe auf, in denen das Analogen der eindeutigen Primzaktorzerlegung zwar nicht mehr
fiir die Elemente des Rings gilt, aber wo man eine analoge Aussage fiir die Ideale des Rings
beweisen kann. Siehe auch Ergdnzung 15.55. O Erginzung 15.20

Der Durchschnitt von Idealen ist wieder ein Ideal. Wir erhalten so den Begriff des von einer
Teilmenge von R erzeugen Ideals.

DEFINITION 15.21. SeiR ein Ring und sei M C R eine Teilmenge. Wir schreiben (M) fiir den
Durchschnitt aller Ideale von R, die M als Teilmenge enthalten, und nennen (M) das von der
Teilmenge M erzeugte Ideal. Es handelt sich dabei um das kleinste Ideal von R, das M enthilt,
das heifit: Ist a C R ein Ideal mit M C a, so gilt (M) C a. -

Im Fall M = {x,, ..., x,, } schreibt man auch (x,, ..., x,) statt ({x,, ..., x,, } ). Der Fall von Idealen,
die von einem einzigen Element erzeugt werden, ist besonders wichtig; diese Ideale nennt
man Hauptideale. Ist R ein kommutativer Ring und a € R, so gilt

(a) = {xa; x € R}.
Esist (0) = {0} das Nullideal und (1) = R das Einsideal von R.

In einem kommutativen Ring kann man die Elemente eines Ideals der Form (x, ..., x, ) dhn-
lich explizit beschreiben wie die Elemente eines von einer Menge erzeugten Untervektor-
raums in einem Vektorraum. Es gilt

n
(X, ooy Xp) = {Zaix,-; a; € R} ;
i=1

denn die rechte Seite ist, wie man nachrechnet, ein Ideal, und es ist klar, dass sie in der linken
Seite enthalten ist.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer
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15.3. Der Polynomring iiber einem (kommutativen) Ring

Ist K ein K6rper und A eine quadratische Matrix in M, (K), dann mochten wir die Polynom-
funktion K — K, A — det(A — AE,), untersuchen (bzw. die Funktion A — det(AE, — A), die
sich spiter als etwas »schoner« erweist und sich von der vorgenannten Funktion nur um
den Faktor (—1)" unterscheidet), um die Eigenwerte von A zu untersuchen. Der Ring der Po-
lynomfunktionen K — K hat aber (im Fall endlicher Korper) einige unschone Eigenschaften
(es ist kein Integritédtsring im Sinne von Definition 15.28 unten). Es ist daher niitzlich, eine
Variante dieses Rings einzufithren, den sogenannten Polynomring.

Sei R ein kommutativer Ring. Wir wollen den Polynomring iiber R definieren, wobei wir uns
ein Polynom als einen »formalen Ausdruck« der Form

n
ZaiXi, a; € R,
i=0

vorstellen, also als eine Linearkombination von Potenzen der »Unbestimmten« X mit Koeffi-
zienten g; € R. Dabei sollen zwei Polynome genau dann gleich sein, wenn alle Koeffizienten
gleich sind (wobei wir erlauben, zusitzliche Summanden o - X" hinzuzufiigen, um auch zwei
Polynome vergleichen zu kénnen, in denen die Summationsgrenzen unterschiedlich sind).
Der Begriff des Polynoms wird sich daher im allgemeinen Fall vom Begriff der Polynom-
funktion (Abschnitt I.4.3) unterscheiden, siehe Bemerkung 15.27.

Es ist auch klar, wie wir mit Polynomen »rechnen« méchten, d.h. wie die Addition und Mul-
tiplikation von Polynomen vonstatten gehen sollte: Polynome werden »koeffizientenweise«
addiert, d.h.

n n n
> X+ X = (a;+b)X',
1=0 1=0 1=0
wobei man beachte, dass wir uns durch »Auffiillen mit Nullen« immer auf den Fall zuriickzie-
hen kdnnen, dass beide Summen denselben Summationsbereich haben. Die Multiplikation
ist eindeutig dadurch festgelegt, dass das Distributivgesetz gelten soll, und dass

XX =X fiirallei,j > o
gelten soll. Es folgt dann

i=0 \j+k=i
fiir das Produkt von zwei allgemeinen Polynomen. Dabeiisto <j <m,0 <k <n.

Ein technisches Problem bei der ganzen Sache ist, wie man das Symbol X in die Definition
einbaut, bzw. was X eigentlich »ist«. Die Losung, die wir wihlen, ist, das X zundchst einmal
zu vergessen. Ein Polynom soll ja durch seine Koeffizienten festgelegt sein und wir miissen
nur beschreiben, wie mit Tupeln von Koeffizienten gerechnet werden soll. Danach kénnen
wir das Element X des Polynomrings definieren als das Polynom mit Koeffizienten a; = o
fir allei # 1und a, = I. In der Tupelschreibweise schreiben wir die Koeffizienten in der
Reihenfolge (ag, a,,a,, ... ).

DEFINITION 15.22. Der Polynomring R[X] tiber R in der Unbestimmten X ist der Ring aller
Folgen (g;);cy mit nur endlich vielen Eintrigen # o, mit elementweiser Addition und der
Multiplikation

(a;); - (b); = Z a;by

j+k=i

Dies ist ein kommutativer Ring mit1 = (1,0, 0,...) (und 0 = (0,0, ... )). Die Elemente von
R[X] heilen Polynome.
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Wir setzen X := (0,1,0,0,...) € R[X] und erhalten dann

(ag,a.,a,,...) = Z aX,
i>o
wobei nur endlich viele ¢; von Null verschieden sein diirfen. Insbesondere kdnnen wir jedes
Element von R[X] in eindeutiger Weise in der Form } . _a;X' schreiben (fast alle a; = 0).

Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass fiir diese Verkniipfungen tatsichlich alle Ringaxio-
me erfiillt sind. Der Ring R[X] ist ein kommutativer Ring.

Die Abbildung R — R[X],a — (a, 0,0, ... ) ist ein injektiver Ringhomomorphismus und wir
fassen vermoge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von R[X] auf. Diese
Elemente heifien konstante Polynome.

An Stelle von X kann man natiirlich auch andere Buchstaben verwenden, um die Unbestimm-
te zu bezeichnen, wir kénnen also auch von den Polynomringen R|[x|, R[T], usw. sprechen.

BEMERKUNG 15.23. Achtung: Ist S ein Ring, R C S ein Unterring und & € S, dann verwendet
man die eckigen Klammern auch mit einer etwas anderen (allgemeineren) Bedeutung, und
zwar bezeichnet R[a] dann nicht den Polynomring in der Unbestimmten a (was ja auch pro-
blematisch wire, weil dann a zwei verschiedene Bedeutungen hitte), sondern den Unterring
von S, der aus allen polynomialen Ausdriicken in a besteht:

Rla] = {Zaiai; neNa; € R} cs.
i=0

Beispiele dafiir sind die Ringe K[A] und K|[f] aus Beispiel 15.14. Ein anderes Beispiel ist der

Kérper Q[v/2] = {a+b+/2; a,b € Q} C R -hiersind die h6heren Potenzen von /2 (warum?)

verzichtbar. Allgemeiner verwendet man diese Notation auch, wenn ¢: R — S ein (nicht

notwendig injektiver) Ringhomomorphismus ist, fiir a € S schreibt man dann

n
R[(Z] = {Z(p(ai)ai; ne N7ai S R} Q S.
i=0

Mit der in Satz 15.24 eingefithrten Terminologie ist also R[a] C S das Bild des Einsetzungs-
homomorphismus R[X] — S, f — f(a), der durch X — aund ¢: R — S gegeben ist.

Wenn man mochte, dann kann man die Schreibweise R[X] als Spezialfall der hier beschrie-
benen Notation betrachten, denn der Ring R[X] besteht ja genau aus allen polynomialen
Ausdriicken in X mit Koeffizienten in R. O

Allgemeiner kann man Polynomringe in mehr als einer Unbestimmten definieren, etwa
RX,,X,,...,X,] oder sogar R[X;, i € I] fir eine beliebige Menge I. Man kann dabei den Fall,
dass die Indexmenge I unendlich viele Elemente hat, zulassen; es werden aber nur endliche
Summen und Produkte der Unbestimmten und ihrer Potenzen gebildet, d.h., dass in jedem
einzelnen Polynom nur endlich viele der Unbestimmten X; auftreten kdonnen.

Istf = Z?:O a; X' € R[X] ein Polynom mit Koeffizienten in R und x € R, so kénnen wir x fiir
die Unbestimmte X »einsetzen«: Wir definieren

f(x) = iaixi €R.

Im folgenden Satz wird das noch etwas verallgemeinert und prézisiert. Erstens konnen wir
nicht nur Elemente aus R einsetzen, sondern Elemente aus einem Ring S, sobald wir »wissen,
wie die Koeffizienten (aus R) als Elemente von S aufgefasst« werden sollen. Formal verlangen
wir, dass ein Ringhomomorphismus R — S gegeben ist. Zweitens erhalten wir fiir fixiertes x
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auf diese Weise einen Ringhomomorphismus R[X] — R (bzw. im allgemeineren Fall R[X] — §),
das heifdt (f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) und fir f = 1 gilt f(x) = 1.

SATzZ 15.24 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, ¢: R — S ein Ringho-
momorphismus und x € S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus ®: R[X] — S
mit ®(a) = @(a) fiirallea € R und ®(X) = x, ndmlich

n n
Z a X — Z o(a;)x’.
i=0 i=0

BEWEISs. Aus den Bedingungen ®(a) = ¢(a) fiir allea € R und ®(X) = x ergibt sich,
weil ® ein Ringhomomorphismus ist, die angegebene Formel fiir das Bild eines beliebigen
Polynoms unter . Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Formel wirklich einen Ringho-
momorphismus beschreibt. Das folgt aus einer einfachen direkten Rechnung, die ausnutzt,
dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. O

Wir schreiben in der Situation des Satzes auch f(x) = ®(f).

Die Abbildung ¢ wird oftmals nicht explizit angegeben, wenn »klar« ist, um welche Abbil-
dung es sich handelt. Die drei (fiir uns) wichtigsten Fille sind

(1) R=Sund ¢ = idg,
(2) R C Sistein Unterring und ¢ ist die Inklusionsabbildung R — S, x — x.

(3) R = K ist ein Kérper, S = M, (K) der Matrizenring (n € N), und ¢: K — M, (K) ist
gegeben durch a — aE,.

BEISPIEL15.25. (1) SeiK = Q,A = (; i) und f = X* — 5X + 5. Dann ist (mit ¢ wie in
Punkt (3) der vorhergehenden Liste)

— A2 _ A2 _ (7 ©0) (5 1I0 5 0\ _ (7 ©
f(A)=A*—-5E,A+5E, =A 5A+5E2_<IS 22) <15 20>+<0 S)-(() 7).

(2) Die Ringe K[A] und K[f] aus Beispiel 15.14 sind gerade die Bilder der Einsetzungshomo-
morphismen

K[X] = M,(K), X — A, und K[X] — Endg(V), X — f.

Dass es sich um Ringhomomorphismen handelt, besagt, dass die Multiplikation von
Polynomen der Multiplikation in M, (A) (also dem Matrizenprodukt) bzw. in Endg (V)
(also der Verkettung von Endomorphismen) entspricht. Zum Beispiel wird unter dem
rechten Ringhomomorphismus das Polynom X? — 1 auf den Endomorphismus f? — idy,
abgebildet:

fP—idy: V=V, v f(f(v))—v.

O

DEFINITION 15.26. Sei R ein kommutativer Ring, f = Zfio a; X' € R[X] mitay # 0.Dann
heifdt ay der Leitkoeffizient von f und N der Grad von f, in Zeichen deg f. Das Element a, heifdt
der Absolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f'. Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Wir setzen formal deg 0 = —o0. (Dass das eine gute Idee ist, ergibt sich in Kiirze aus Lem-
ma 15.30.) Es ist also fiir f € R[X] der Grad deg(f) genau dann > o, wenn f # o gilt.
_|
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Ein Polynom vom Grad 1 heift auch lineares Polynom, unter einem quadratischen Polynom
versteht man ein Polynom vom Grad 2. Manchmal spricht man auch von kubischen Polynomen
im Sinne von Polynomen vom Grad 3.

BEMERKUNG 15.27. SeiR ein Ring. Istf € R[X] ein Polynom, so erhalten wir die Abbildung
R — R,x — f(x). Abbildungen dieser Form nennen wir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring Pol(R) des Rings Abb(R, R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung

R[X] — Pol(R),
die f € R[X] abbildet auf die zugehorige Polynomfunktion x — f(x), ist ein Ringhomo-
morphismus vom Polynomring R[X] in den Ring der Polynomfunktionen R — R, der nach
Definition von Pol(R) surjektiv, aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Kérper mit
unendlich vielen Elementen, so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus, siehe
Korollar 1.4.28.

Uber einem endlichen Kérper K hat es gewisse Vorteile, mit dem Ring K[X] zu arbeiten, der -
wie wir in den nachfolgenden Abschnitten sehen werden - eine relativ einfache Struktur
hat. Insbesondere gilt fiir f,g € K[X] mitf,g # o, dass auch das Produkt fg # o ist. Diese
wichtige Eigenschaft besprechen wir im folgenden Abschnitt {iber Integritdtsringe. O

15.4. Integrititsbereiche

15.4.1. Definition. Sei R ein Ring. In diesem Abschnitt betrachten wir nur kommutati-
ve Ringe. Wir haben schon Beispiele von Ringen gesehen, in denen so genannte Nullteiler
existieren — Elemente x, so dass xy = o fiir ein y # 0 — die von 0 verschieden sind. Das ist
sozusagen eine unangenehme Eigenschaft, und wir werden uns daher an vielen Stellen auf
nullteilerfreie Ringe einschridnken, also auf Ringe, in denen o der einzige Nullteiler ist. Wir
machen dafiir die folgende Definition.

DEFINITION 15.28. Ein kommutativer Ring R heif3t Integritdtsbereich (oder Integrititsring),
wenn R # {0} und fir allex,y € R mitxy = o gilt: x = o odery = o. -

BEISPIEL 15.29. Der Ring Z und alle Kérper sind Integritdtsbereiche. Der Ring Z/n ist genau
dann ein Integritdtsring, wenn n eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z/n ja sogar ein Kérper.
Andernfalls konnenwirn = abmit1 < a,b < nschreiben,und danngiltin Z/n,dassa,b # o
aber ab = o ist. O

LEMMA 15.30. Sei R ein kommutativer Ring und seienf, g € R[X]. Dann gilt

(1) deg(f +g) < max(degf,degg),
(2) deg(fg) < degf + deg g, und falls R ein Integritditsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.

Wie wir sehen werden, gelten die Aussagen des Lemmas (mit unserer Definition deg(o) =
—oo) auch fiir den Fall, dass f oder g das Nullpolynom ist, wenn man mit —oc in der »offen-
sichtlichen« Weise rechnet, das heifit es gelte

—00 < —00, —oo <nfiirallene N,

und
—00 4 (—00) = —00, —oo+n=n+ (—o0) =—ocfiirallen € N.

Insbesondere ist dann max(—oo,n) = nfirallen € NU {—o0}.
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BEWEIs. Esist klar, dass fiir f = o0 oder g = o beide Aussagen richtig sind (und das
erkldrt, warum es sinnvoll ist, dem Nullpolynom auf diese formale Art den Grad —oco zuzu-
weisen).

Nun gelte f # ound g # 0. Wir schreiben
m n
) =S axi,  gx)=> bx
i=o0 i=0

mita,, # ound b, # 0.Ist m # n, so ist der Grad von f + g gleich der gréfieren der beiden
Zahlen mund n. Ist m = n, dann ist ebenfalls deg(f + g) = max(m, n), es sei denn, es gilt
a,, = —b,.Im letzteren Fall ist deg(f + g) < max(m,n). Damit ist Teil (1) bewiesen.

Fiir Teil (2) miissen wir nur beobachten, dass

m-+n
F(X)g(X) = Z Z a;b, X
i=0 \j+k=i

gilt, und daher jedenfalls deg(fg) < m + n = degf + degg ist. Weil j,k > o gilt, hat die
Summe fiir i = m + n nur den einen Summanden a,,b,. Ist R ein Integrititsring, so ist das
Produkta,b, # 0,und es folgt deg(fg) = m + n. O

KOROLLAR 15.31. Sei R ein Integrititsring. Dann ist auch R[X]| ein Integritdtsring. Es gilt R[X]* = R*.

BEWEIS. Es folgt aus Lemma 15.30, dass das Produkt von zwei Polynomen f, g € R[X] \
{0} nicht = o sein kann. Es ist auch klar, dass R[X] nicht der Nullring ist, sofern R nicht der
Nullring ist. Also ist R[X] ein Integrititsring.

Istf € R[X]*, so existiert g € R[X]| mit fg = 1, also ist deg(fg) = 0. Aus Lemma 15.30 folgt
dann deg(f) = deg(g) = o (hier benutzen wir erneut, dass R ein Integrititsring ist!), also
sind f und g konstante Polynome und es folgt f € R*. O

Machen Sie sich klar, dass fiir einen endlichen Korper K der Ring Pol(K) der Polynomfunk-
tionen K — K (siehe Bemerkung 15.27) kein Integritétsring ist.

15.4.2. Teilbarkeit in Integrititsringen. Eine wichtige Eigenschaft von Integritits-
ringen ist die sogenannte Kiirzungsregel.

LEMMA 15.32. Ist R ein Integritdtsring, und sinda,b,c € Rmita # o und ab = ac, so folgtb = c.

BEWEIS. Aus ab = ac folgta(b —c) = ab —ac = o,alsob — ¢ = o,weilwira # o
vorausgesetzt haben und R ein Integrititsring ist. O

Wir wollen nun den Begriff des Teilers, den wir vom Ring der ganzen Zahlen her kennen,
fiir allgemeine Integrititsringe definieren.

DEFINITION 15.33. SeiR ein Integritétsring. Seiena,b € R

(1) Wir sagen, a sei ein Teiler von b (oder b sei durch a teilbar, in Zeichen a | b), fallsc € R
existiert mit ac = b. Es ist dquivalent zu sagen, dass b ein Vielfaches von a sei. Wenn a kein
Teiler von b ist, dann schreiben wir a { b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c € R* existiert mit ac = b.
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Da das Element c in Teil (2) der Definition eine Einheit sein muss, konnen wir die Gleichung
ac = b auch umschreiben als bc™' = a; wie die Sprechweise suggeriert, kommt es also
nicht auf die Reihenfolge von a und b an. (Die Relation »assoziiert zu« ist symmetrisch,

Abschnitt I.3.14, Definition 1.3.67, siehe auch Definition 15.64 unten.)

LEMMA 15.34. Seien R ein Integritdtsringund a,b € R.

(1) Essind dquivalent:
(i) alb,
(ii) b € (a),
(ili) (b) < (a)
(2) Essind dquivalent:

(1) a und b sind assoziiert zueinander,
(ii) a|bundb|a,
(i) (@) = (b).

BEWEIs. Der Beweis von Teil (1) ist einfach. In Teil (2) ist klar, dass fiir assoziierte Ele-
mente a und b gilt, dass (a) = (b) ist. Wegen Teil (1) ist das dquivalent zu der Bedingung, dass
a|bundb|a. Gilt umgekehrt (a) = (b), etwa b = caund a = db, so folgt a = cda und damit
(1 —cd)a = 0. Weil R ein Integritdtsring ist, folgt a = o (also auch b = o) oder 1 — ¢d = 0, und
das impliziert, dass c und d Einheiten von R sind, also dass a und b zueinander assoziiert
sind. O

Grundlegende Eigenschaften der Teilbarkeit wie die folgenden lassen sich dann leicht be-
weisen:

alb,blc = alc
und

alb,alc = al|(b+c)
firallea,b,c € R.

Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Integritéitsrings so allgemein ist, dass keine all-
gemeine »verniinftige« Theorie von Teilbarkeit zu erwarten ist (konkret: im allgemeinen
gibt es kein analoges Ergebnis zur eindeutigen Primfaktorzerlegung, die wir in Z haben).
Besonders gut verhalten sich Integritétsringe, in denen wir eine Division mit Rest, dhnlich
wie in Z, haben.

Im Ring der ganzen Zahlen kénnen wir Division mit Rest durchfiihren: Sind a und b ganze
Zahlen, so existieren q,r € Z mita = qb + r und |r| < |b|. Dabei sind q und r sogar eindeutig
bestimmt: Es ist g die grofite ganze Zahl, die <  ist, und r = a — gb. Die Division mit Rest
ist eine essenzielle Eigenschaft des Rings der ganzen Zahlen, aus der sich viele niitzliche
Eigenschaften folgern lassen, und es ist daher naheliegend zu untersuchen, ob es in anderen
Ringen eine dhnliche »Division mit Rest« gibt. (Siehe auch Ergénzung 1.3.44.)

SATZ 15.35 (Polynomdivision). Sei R ein kommutativer Ring und seien f,g € R[X], so dass der
Leitkoeffizient von g in R* liegt. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X] mitdegr <
deg g und so dass

f=ag+r.

Fiir uns ist vor allem der Fall wichtig, dass R ein Korper ist. In diesem Fall ist die Bedingung,
dass der Leitkoeffizient von g eine Einheit ist, dazu dquivalent, dass g # o gilt.
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BEWEIS. Wir fithren Induktion nach dem Grad von f. Die Voraussetzung an g impliziert
insbesondere, dass g # 0, also deg(g) € Nist. Ist deg(f) < deg(g), so konnen wir einfach
q = o,r = f setzen.

Seinunm := deg(f) > deg(g) =: n.Insbesondereistdannf # o.Seia € Rder Leitkoeffizient
von f und b € R* der Leitkoeffizient von g. Dann ist

hi=f —ab'Xm g

ein Polynom vom Grad < m, denn f und ab~'X™ "g sind Polynome vom Grad m mit demsel-
ben Leitkoeffizienten a. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir h in der Form q,g + r
mit deg(r) < deg(g) schreiben. Wir setzen dann q := g, + ab~'X™ " und erhalten

f=h+ab ' X" "g=qg+r+ab ' X" "g=qg +r.

Die Eindeutigkeit kann man folgendermafien begriinden: Ist

f=q9+r=q9+r,
mit deg(r,), deg(r,) < deg(g), dann folgt
r, =1 = (9 — 92)9,

und das ist aus Gradgriinden nur moglich, wenn g, — q, = O ist. Also ist g, = g, und damit
auchr, =r,.

Vergleiche auch Lemma I.4.26 und Beispiel I.4.27. (I
DEFINITION 15.36. Ein Integritdtsring R heifdt euklidischer Ring, falls eine Abbildung

6:R\ {o} - N
(eine sogenannte Gradabbildung) existiert, so dass fiir allea,b € R, b # o, Elementeg,r € R
existieren, so dassr = o oder 6(r) < 6(b)unda = gb +r. =

Eswird in der Definition nicht verlangt, dass g und r fiir gegebene a und b eindeutig bestimmt
sind.

BEISPIEL 15.37. (I) Der Ring Z ist euklidisch, als Gradfunktion kénnen wir den Absolutbe-

trag verwenden: 6(a) = |a|. Das folgt daraus, dass wir im Ring Z die Division mit Rest
haben.

(2) Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K[X] mit der Gradfunktion 6(f) = deg(f)
ein euklidischer Ring. Dies folgt daraus, dass wir im Ring K[X] die Polynomdivision
durchfiihren kénnen.

(3) Der Ring Z[i] = {a + ib; a,b € Z} ist euklidisch (siehe die Ubungsaufgaben).

Menschen, die von der Algebra nichts wissen, kénnen sich auch nicht die
wunderbaren Dinge vorstellen, zu denen man mit Hilfe der genannten Wissenschaft
gelangen kann.

Gottfried Wilhelm Leibniz
Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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DEFINITION 15.38. (1) EinIdeal ain einem Ring R heif3t Hauptideal, wenn ein Elementa € R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x € R}.

(2) Ein Integrititsring R heif3t Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Der Erzeuger eines Hauptideals ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Ist R ein Inte-
gritatsring, so folgt aus Lemma 15.34, dass Elemente a, b genau dann dasselbe Hauptideal
erzeugen, wenn sie zueinander assoziiert sind.

SATZ 15.39. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere gilt:

(1) Der Ring Z ist ein Hauptidealring.

(2) Ist K ein Korper, dann ist der Polynomring K [X| in einer Unbestimmten iiber K ein Hauptidealring.

BEWEIS. SeiR ein euklidischer Ring mit Gradfunktion é. Sei a C R ein Ideal. Ist a das
Nullideal, dann handelt es sich trivialerweise um ein Hauptideal: ¢ = (0). Andernfalls sei
a € a\ {0} ein Element, fiir das der Wert §(a) minimal ist. Wir wollen zeigen, dass a = (a)
gilt. Die Inklusion D ist klar, weil a nach Definition in a liegt.

Seinun x € a. Wir benutzen jetzt, dass R euklidisch ist und schreiben x = ga + r mitr = o
oder 6(r) < 6(a). Istr = o, so folgt x = qa € (a), wie gewiinscht. Der Fallr # 0, 6(r) < 6(a)
kann gar nicht eintreten, denn esistr = x — qa € a, und a war so gewdhlt, dass kein Element
aus a \ {0} unter 6 einen kleineren Wert als 6(a) annimmt. O

BEISPIEL 15.40. Der Ring Z[X] ist kein Hauptidealring (zum Beispiel ist das Ideal (2, X)
kein Hauptideal - warum?). Insbesondere ist Z[X] kein euklidischer Ring: Die Funktion
deg ist keine Gradabbildung mit den in der Definition euklidischer Ringe geforderten Ei-
genschaften, und es gibt auch keine andere Abbildung Z[X] \ {o} — N, die diese Eigenschaften
hat.

Insbesondere sehen wir, dass der Polynomring tiber einem Integritétsring R nicht unbedingt
ein euklidischer Ring. Wenn man das Studium der Ringtheorie noch ein kleines bosschen
weiterfithrt, kann man zeigen, dass R[X| genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein
Korper ist. O

Es gibt auch Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind, es ist aber nicht ganz einfach, hierfiir
Beispiele zu geben (siehe zum Beispiel [Sch]6.10).

DEFINITION 15.41. SeiR ein Integritdtsring, seiena, b € R.

(1) Ein Element d € R heifdt grofiter gemeinsamer Teiler von a, b, wenn d | a, d | b, und fiir jedes
Element d’, das a und b teilt, d’ | d. Man schreibt oft ggT(a, b) fiir einen gréfiten gemein-
samen Teiler von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung — diese Notation ist nicht
ganz unproblematisch!).

(2) Ein Elementd € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a, b,wenna | d, b | d, und fir
jedes Element d’, das von a und b geteilt wird, d | d’. Man schreibt oft kgV/(a, b) fiir ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung —
diese Notation ist nicht ganz unproblematisch!).

(3) Die Elemente a, b heiflen teilerfremd, falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b
ist.
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Man beachte, dass das Zeichen > in der Definition des Begriffs des gréfiten gemeinsamen
Teilers nicht auftritt — in einem allgemeinen Integritétsring steht uns ja keine Anordnung
der Elemente zur Verfiigung. Angewandt auf den Ring der ganzen Zahlen stimmt die obige
Definition aber mit der tiblichen Definition tiberein (siehe Lemma 1.3.53). (Wenn Sie den
Begriff der partiellen Ordnung kennen (Abschnitt I.3.14.3), dann ist die »richtige« Sichtweise,
dass der grofite gemeinsame Teiler von zwei Elementen das grofite Element unter allen
gemeinsamen Teilern beziiglich der durch Teilbarkeit gegebenen partiellen Ordnung ist
(wenn ein solches grofites Element existiert). Siehe Beispiel 1.3.81.)

BEMERKUNG 15.42. SeiR ein Integritétsring.

(1) Sind a,b € R und erfiillen d, und d, die Eigenschaft eines grofiten gemeinsamen Teilers,
dann giltd, |d, und d, | d,, also sind d; und d, zueinander assoziiert. Andererseits ist fiir
jeden grofiten gemeinsamen Teiler d von a und b und jede Einheit u € R* offenbar auch
ud ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Ahnlich verhilt es sich mit dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen.

Weil grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches nur bis auf Mul-
tiplikation mit Einheiten aus R eindeutig bestimmt sind, ist es eine ungenaue Notation,
d = ggT(a, b) zu schreiben (und entsprechend fiir kgV(a, b)).

Zum Beispiel sind im Ring Z sowohl 2 als auch —2 ein grofiter gemeinsamer Teiler von
—6 und 14.

(2) Im allgemeinen miissen ein grofiter gemeinsamer Teiler bzw. ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches zweier Elemente nicht existieren. Selbst wenn ein grofiter gemeinsamer Teiler
dvona,b € R existiert, kann man d im allgemeinen nicht in der Form xa + yb ausdriicken
(wie es im Ring der ganzen Zahlen moglich ist, siehe Lemma 1.3.53 bzw. den folgenden
Punkt (3)). Im allgemeinen folgt aus der Bedingung, dass I ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b ist, also nicht, dass das von a und b erzeugte Ideal das Einsideal ist.

(3) Ein Elementd € R ist genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn (a, b) C (d)
gilt (siehe Lemma 15.34). Wenn (a, b) = (d) ein Hauptideal ist, dann folgt mit demselben
Lemma, dass d ein grof3ter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Wir sehen insbesondere, dass in einem Hauptidealring ein grofiter gemeinsamer Teiler
zweier Elemente immer existiert. Aufierdem erzeugen in diesem Fall Elemente a und b
genau dann das Einsideal, wenn 1 grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

(4) Ist R sogar euklidisch, dann kann man den gréfiten gemeinsamen Teiler von a und b mit
dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) berechnen.

Siehe auch Bemerkung 15.54. O

BEMERKUNG 15.43 (Der euklidische Algorithmus). Ist R ein Hauptidealring und sind a,b €
R, so ist (a,b) ein Hauptideal. In euklidischen Ringen kann man mit dem sogenannten
Euklidischen Algorithmus recht leicht ein Element d € R berechnen, fiir das (a,b) = (d) gilt.
Wie in Bemerkung 15.42 erldutert, bedeutet das genau, dass d ein ggT von a und b ist. Wir
nehmen dazu an, dass a, b # 0 ist, denn sonst ist nichts zu tun.

Der Algorithmus besteht darin, induktiv eine Folgea,, a,, a,, ... von Elementen in R wie folgt
zu definieren bzw. zu berechnen:

a,:=a, a;:=b
und fiiri > 1 definieren wir a; durch Division von a;_, durch a;_; mit Rest, d.h. wir schreiben

a_, = q;_a;_, + 4.
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Der Algorithmus bricht ab, sobald a;,,;, = 0 ist, das Ergebnis ist dann d := a;, wie wir
nachfolgend begriinden werden. Weil fiir die Gradfunktion é von R gilt, dass

8(a;) > 6(a,) > 6(ag) > ---
(solange a; # o gilt), ist das nach endlich vielen Schritten der Fall.

Dann folgt aus a;_, = g;a;_, + a;, dass (a;_,,a;) = (a;_,,a;_,) gilt, und aus der letzten Glei-
chunga, | = q,a, folgta,_, € (a;), also

(@) = (@, @) = (@5, 1) = -+ = (a,b),
wir haben also tatsichlich einen Erzeuger des Hauptideals (a, b) gefunden.

Oft ist es niitzlich, dass der Algorithmus auch eine Moglichkeit liefert, eine Darstellung der
Form a, = xa + yb zu berechnen. Dazu betrachten wir die Gleichungskette

A = Ap—z — Gp—1%%—1
= Gy — G (B3 — Te—2%—2)
= Q15+ (1T + G 1G—2) %2
= Q15+ (T + GGz (A y — Gpo5p5)

)

aus der wir die gewiinschte Darstellung a, = xa, + ya, = xa + yb erhalten. O

15.4.3. Faktorielle Ringe. Wir wollen nun eine Klasse von Ringen definieren und un-
tersuchen, in der ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt, die wir vom Ring
der ganzen Zahlen kennen (Satz I.3.56).

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p > 1, die sich nicht als Produkt ab mit a,b € Z,
I < a,b < pschreiben ldsst. Um diesen Begriff auf beliebige Integrititsringe zu {ibertragen,
ist es sinnvoll, die Einschrankung auf Zahlen > 1 fallenzulassen und auch Zahlen < —1zu
betrachten, die sich nicht in nichttrivialer Weise als Produkt schreiben lassen. Das Nullele-
ment und die Einheiten 1, —1 € Z* spielen eine Sonderrolle. Der Begriff, den man so erhilt,
ist der des »irreduziblen Elements«, Definition 15.44 (1). Oft ist eine andere Eigenschaft von
Primzahlen aber wichtiger, nimlich die sogenannte Primeigenschaft. Wenn eine Primzahl p
ein Produkt teilt, dann teilt sie auch einen der Faktoren:

plab = plaoderp|b.

Siehe Satz I.3.52 fiir einen Beweis. Wir haben diese Eigenschaft von Primzahlen in Ab-
schnitt I.4.2.1 benutzt, um zu zeigen, dass der Restklassenring Z/p fiir eine Primzahl p
ein Korper ist. Diese Eigenschaft ist die Grundlage von Teil (2) der folgenden Definition. In
allgemeinen Integritdtsringen miissen diese Eigenschaften nicht zusammenfallen!

DEFINITION 15.44. SeiR ein Integritdtsring.

(1) Ein Elementp € R\ (R* U {o}) heift irreduzibel, falls fiir alle a,b € R mit p = ab gilt:
a € R* oderb € R*.

(2) Ein Elementp € R\ (R* U {o}) heifst prim (oder Primelement), falls fiir alle a, b € R mit
p|abgilt:p|aoderp|b.

Ist R ein Integritdtsring und sind p,a,b € R mit p = ab # 0, dann ist a genau dann eine
Einheit in R, wenn p und b assoziiert sind. Denn wenn a eine Einheit ist, so folgt direkt aus
der Definition, dass p und b assoziiert zueinander sind. Und wenn p und b assoziiert sind,
sagenwir p = ubmitu € R*, so folgt ub = ab und mit der Kiirzungsregel, dassa = u € R* ist.
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Wir kénnten also Teil (1) der Definition auch so formulieren, dassp € R \ (R* U {0}) genau
dann irreduzibel ist, wenn in jeder Darstellung p = ab einer der Faktoren zu p assoziiert ist.

SATZ 15.45. Sei R ein Integrititsring. Ist p € R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so
gilt auch die Umkehrung.

BEWEIS. Sei zunichst p prim. Wenn sich p als Produkt p = ab schreiben ldsst, so folgt
aus der Primeigenschaft p | a oder p | b. Nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass der erste
Fall eintritt. Andererseits impliziert p = ab auch, dass a ein Teiler von p ist. Wir haben also
a|pundp|a,und es folgt, dass a und p zueinander assoziiert sind. Wie oben bemerkt, zeigt
das die Irreduzibilitét von p.

Seinun R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel. Wir wollen zeigen, dass p prim ist. Seien
alsoa,b € R mit p|ab. Nehmen wir an, dass p 1 a gilt, alsoa ¢ (p). Dann ist (p) C (a,p)
eine echte Teilmenge. Hier ist (a, p) das von a und p erzeugte Ideal, das wir folgendermafien
explizit beschreiben konnen:

(@,p) = {xa +yp; x,y € R}.
In der Tat ist klar, dass hier D gilt, daaund pin (a, p) liegen und wegen der Idealeigenschaft
folglich auch alle Ausdriicke der Form xa + yp. Andererseits ist leicht zu sehen, dass die

rechte Seite ein Ideal ist, und weil (a, p) das kleinste Ideal ist, das a und p enthilt, folgt die
Gleichheit.

Weil R ein Hauptidealring ist, ist das Ideal (a, p) ein Hauptideal, es gibt also ein Elementd € R
mit (a,p) = (d). Es folgt dann d | p und wegen der Irreduzibilitit von p und weil (p) # (d)
ist, dass (d) = R sein muss. Damit erhalten wir 1 € (d) = (a, p), also existieren x, y € R mit
ax + yp = 1. Wir sehen jetzt, dass p | (1 — ax), also erst recht p | (b — abx), und wegen p | ab folgt
nunp |b. O

LEMMA 15.46. Sei R ein Hauptidealring, und seien
aogalgazg...

Ideale von R, die ineinander enthalten sind. Man spricht von einer aufsteigenden Kette von Idealen in
R.

Dann existierti > 0, sodass a; = u, fiir allej > i. Man sagt, die Kette sei stationdr.

BEWEIS. SeiR ein Hauptidealring und sei
o Ca;, Ca, C---

eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Dann ist auch die Vereinigung a := Ui>o a; ein
Ideal. In der Tat, fiirx, y € a existiereniundj mitx € a;,y € a;. Seiohne Einschrinkungi < j,

alsoa; C a;. Dann giltx +y € a; C a. Auflerdem gilt fir allez € R, dass zx € a; C aist.

Weil R ein Hauptidealring ist, existiert ein Elementa € R mit a = (a). Dann muss aber a
in einem der Ideale g, liegen, es folgt a = (a) C g; und damit die Gleichheit a = a; und
insbesondere a; = q; fiir allej > i. g

Ringe, die die Eigenschaft aus dem Lemma haben, in denen also jede aufsteigende Kette
von Idealen stationir ist, heiflen auch noethersche Ringe (nach der Mathematikerin Emmy
Noether?).

Fir R = Z bzw. R = K[X] (K ein K6rper) kann man das Lemma noch einfacher beweisen,
indem man den Absolutbetrag bzw. die Gradfunktion benutzt.

SATZ 15.47. Sei R ein Hauptidealring. Dann lisst sich jedes Element aus R \ (R* U {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

4https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
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BEWEIS. Wegen Satz 15.45 ist es dquivalent zu zeigen, dass sich jedes Element als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen schreiben ldsst. Angenommen, das wire nicht der Fall, sei
alsoa, € R\ (R* U {o}) ein Element, das sich nicht als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben ldsst. Insbesondere kann dann a, nicht irreduzibel sein, es existiert also eine
Produktdarstellung a, = a;b, mit Nicht-Einheiten a,, b;,. Wenn diese Elemente beide als
Produkt irreduzibler Elemente geschrieben werden kénnten, dann bekdmen wir auch eine
entsprechende Darstellung fiir a,. Das ist nicht méglich, wir kénnen also (indem wir nétigen-
falls a, und b, vertauschen) annehmen, dass auch a, sich nicht als Produkt von irreduziblen
Elementen schreiben lésst.

Wenn wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir eine Folge von Elementen
ai:ai+lbi+l, 1=0,I1,2,...,

von R, die simtlich keine Einheiten sind. In Termen von Idealen folgt, dass (a;) C (a;_,) fiir
allei > o gilt, wir erhalten also eine aufsteigende Kette

(ao) c (aI) - (az) c---
von Idealen in R, die nach Lemma 15.46 stationdr wird, es gibt also ein i mit (a;) = (a; ).

Das impliziert aber, dass b; ; im Widerspruch zu unserer Konstruktion doch eine Einheit in
R ist. O

LEMMA 15.48. Sei R ein Integritdtsring, seienp,, ...,p, € R primund seienq,, ..., q, € R irreduzibel.
Gilt

so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der q; gilt fiir allei = 1, ..., r, dass p, und q;
zueinander assoziiert sind.

BEWEISs. Seip € R ein Primelement, d.h. aus p | ab folgt p | a oder p| b (fiir alle a, b € R).
Per Induktion folgt dann ausp|a,----- a, fir Elemente a; € R, dass p einen der Faktoren des
Produktsa,----- a, teilt: Es existiert i mit p | a;.

Wir beweisen nun eine etwas allgemeinere Aussage als die des Lemmas, ndmlich: Seien
u € R*,seienp,,....,p, € Rprimundseiengq,, ...,q, € R irreduzibel. Gilt

so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der g; gilt fur allei =1, ..., r, dass
p; und g; zueinander assoziiert sind.

Die Aussage des Lemmas folgt, indem wir u = 1 setzen.

Wir fithren Induktion nach r. Der Fall r = 0, indem links das leere Produkt 1 steht, ist trivial,
da irreduzible Elemente per Definition keine Einheiten sein kénnen.

Furr > 1giltp, |p,----+p, = uq,-- - --q,, dass p, eines der g, teilt. (Dass p | u, ist unmdoglich, da u
eine Einheit und p, keine Einheit ist.) Nach Umnummerierung der ¢; kénnen wir annehmen,
dass p, | q,, etwa q, = ep,. Weil g, irreduzibel und p, als Primelement keine Einheit ist, folgt
daraus, dass ¢ € R* und sodann, dass q, und p, zueinander assoziiert sind.

Es folgt auch (siehe Lemma 15.32), dass

und per Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.
Vergleiche auch den Beweis der Eindeutigkeit der PrimfaktorzerlegunginZin Satz1.3.56. [
Da Primelemente stets irreduzibel sind (Satz 15.45), zeigt Lemma 15.48, dass eine Zerlegung

als ein Produkt in Primelemente immer bis auf Reihenfolge und Ubergang zu assoziierten
Elementen eindeutig ist.



15.4. INTEGRITATSBEREICHE 27

DEFINITION 15.49. Ein Integritatsring R heifit faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R* U {o}) als Produkt von Primelementen schreiben lasst. =

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«. Eine (etwas aus der Mode gekommene) alternative Bezeichnung fiir faktori-
elle Ringe ist ZPE-Ringe — das steht fiir »Zerlegung in Primelemente eindeutig«. Auf Englisch
werden faktorielle Ringe oft als »UFD« bezeichnet, das ist die Abkiirzung fiir »unique facto-
rization domain«. Wir kénnen Satz 15.47 nun wie folgt formulieren.

KOROLLAR 15.50. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

SATZ 15.51. Sei R ein Integrititsring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.

(ii) Jedes Elementaus R \ (R* U {o}) ldsst sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

BEWEIs. Esistklar, dass (ii) = (i) gilt. Fiir die Implikation (i) = (ii) miissen wir zeigen,
dass in einem faktoriellen Ring jedes irreduzible Element prim ist. Sei also R faktoriell und
p € Rirreduzibel. Dann kénnen wir p als Produkt von Primelementen schreiben, etwa

Aus der Irreduzibilitit folgt dann aber direkt, dass r = 1 und folglich p = p, ein Primelement
sein muss. g

BEISPIEL 15.52. DaZ ein Hauptidealring ist, ist Z faktoriell. Wegen Z* = {1, —1} gilt auch
die folgende, etwas prizisere Aussage: Jede ganze Zahla € Z, a # 0, lasst sich schreiben
alsa = ep, .-+ p, mite € {1,—1} und (positiven) Primzahlen p;. Dabei ist ¢ eindeutig
bestimmt (ndmlich gleich dem Vorzeichen von a), und die p; sind eindeutig bestimmt bis auf
die Reihenfolge. Siehe auch Satz 1.3.56. O

Fiir die ganzen Zahlen kannten wir diese Aussage ja schon aus der Linearen Algebra 1.
Im anderen wichtigen Beispiel fiir Hauptidealringe, das wir kennengelernt haben, ist sie
hingegen neu, und wird in den kommenden beiden Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

BEISPIEL 15.53. Sei K ein Korper. Nach dem Gezeigten ist der Polynomring R = K[X]
faktoriell. Es gilt R* = K* und wir erhalten: Jedes Polynom f € K[X],f # o, lasst sich
schreiben als Produkt f = uf; --- - f,,wobeiu € K*| f; € K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f), und die f; sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die f; irreduzibel sind, gilt deg f; > o fiirallei.) ¢

BEMERKUNG 15.54. Sei R ein faktorieller Ring.

(1) Sei P C R eine Menge von Primelementen mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Primele-
ment g € R genau ein p € P existiert, das zu q assoziiert ist. Wir nennen dann P ein
Vertretersystem der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit. Wir kdnnen dann fiir ein
Elementa € R\ {0} die Primfaktorzerlegung in der Form

a=u H p"P(“)

peP
schreiben, wobei u € R* eine Einheit ist und v,(a) € Nund v,(a) = o fiir alle bis auf
endlich viele p € P gilt (daher ist das Produkt ein endliches Produkt, wenn alle Faktoren,

die = 1 sind, weggelassen werden, denn fiir v,(a) = o ist p@ = p° = 1).Ist a eine
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Einheit, so sind alle v,(a) = 0, und umgekehrt. Bei dieser Schreibweise sind u und alle
Zahlen v,(a) eindeutig bestimmt.

Dann gilt p* | a genau dann, wenn vy(a) > kist.

Im Fall R = Z wihlt man als die Menge P iiblicherweise die Menge der (positiven)
Primzahlen. Ist R = K[X] der Polynomring {iber einem Kérper, dann ist die tibliche
Wahl fiir P die Menge der normierten primen Polynome. Man erhilt dann genau die oben
diskutierten Beispiele wieder.

(2) Seiennuna,b € R\ (R*U{o}). Wir schreiben wie in Punkt (1) die Primfaktorzerlegungen

als

a=u H pvp(a)7 b=u H pvp(h)'

peP peP
Esgilta|b genau dann, wennv,(a) < v,(b) fiiralle p € P gilt.

(3) Mit der Notation aus Punkt (2) ist

H pmin(vp (a),v,(b))
peP

ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in R, und

H pmax(vp(a),vp(b))
peP

ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b in R (Definition 15.41). Durch die Wahl
von P erhélt man in dieser Art und Weise einen ausgezeichneten grofiten gemeinsamen
Teiler und ein ausgezeichnetes kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Jeder
andere grofite gemeinsame Teiler (bzw. jedes andere kleinste gemeinsame Vielfache)
im Sinne von Definition 15.41 ist, wie in jedem Integritdtsring, zu den oben genannten
ggT/kgV assoziiert.

Insbesondere existieren ggT und kgV in faktoriellen Ringen immer. Allerdings folgt
aus ggT(a,b) = 1 nicht in jedem faktoriellen Ring, dass Elemente x, y existieren mit
xa + yb = 1 -in Hauptidealringen ist das aber richtig (Bemerkung 15.42), und nur in
diesen »funktionieren« die Begriffe ggT und kgV wirklich gut.

O
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Fundort: http://wuw.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

Du wolltest doch Algebra, da hast du den Salat.
Jules Verne, Reise um den Mond, 4. Kapitel

ERGANZUNG 15.55. Wir skizzieren zwei Beispiele von Integritdtsringen, die nicht faktoriell
sind.

(1) Die Teilmenge

Zliv5) :={a+ib\/5;a,beZ} CC
ist ein Unterring. Man kann zeigen, dass dieser Integritdtsring nicht faktoriell ist. Das
Element 2 ist in diesem Ring irreduzibel, jedoch kein Primelement, denn es teilt das

Produkt
(1—iV/5)(1+iV5) =6=2-3,


http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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aber teilt weder 1 —iy/5noch 1+ i/5.

Dieser und dhnliche Ringe werden in der algebraischen Zahlentheorie genauer unter-
sucht. Die Theorie auf den nicht-faktoriellen Fall auszudehnen ist dort sehr wichtig,
und war der Ausgangspunkt dafiir, den Begriff des Ideals einzufiihren (siehe Ergin-
zung 15.20). Man kann zeigen, dass die Ideale im Ring Z[i/5] eine eindeutige »Zerlegung«
in sogenannte Primideale (vgl. Ergdnzung 15.75) zulassen, und dies ist oft ein guter Er-
satz fiir die Zerlegung von Elementen des Rings als Produkt von Primelementen, die in
diesem Ring eben nicht immer méglich ist.

(2) SeiK ein Korper. Die Teilmenge

n

K[T%, T3] := {ZaiTi; neN, g ck, a = 0} C K[T]
i=0

ist ein Unterring. Dieser Ring ist ein weiteres Beispiel eines Integritatsrings, der nicht

faktoriell ist, denn T® = (T?)3 = (T3)? hat zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible

Elemente.

In der algebraischen Geometrie wird dieser Ring »in geometrischer Weise« interpretiert.
Man kann eine Verbindung herstellen zu der hier abgebildeten »Kurve« in der Ebene
(die Abbildung entspricht dem Fall K = R), und dann in préziser Weise begriinden, dass
die Eigenschaft des obigen Rings, nicht faktoriell zu sein, damit zusammenhingt, dass
die abgebildete Kurve am Ursprung nicht »glatt« ist, also an diesem Punkt auch »nach
beliebig starkem Hereinzoomen« nicht wie eine Gerade aussieht.

Der Zusammenhang zwischen
dem Ring K[T?, T3] und der
Gleichung y* — x3 = o
kommt daher, dass die Abbil-
dung K[X, Y] — K[T], X — T3,
Y — T?, ein Ringhomomor-
phismus mit Bild K[T?, T3] und
Kern (Y?* — X3) ist.

(Es ist in Ordnung, wenn Sie
diese ganze Bemerkung etwas
kryptisch finden...)

Die Menge {(x,y)! € R?; y* = x3}

0O Ergénzung 15.55

15.4.4. Nullstellen von Polynomen. SeiR ein Ring.

DEFINITION 15.56. Seif € R[X].Ein Element a € R heift Nullstelle von f, falls f (a) = 0. -

Seinun R ein Integritatsring. Wir haben gesehen, dass dann auch R[X] ein Integrititsring ist
(Korollar 15.31).

LEMMA 15.57. Ein Element a € R ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € R[X], wenn X — a das
Polynom f teilt.
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BEwWEIs. Wennf ein Vielfaches von X —a ist,dannist natiirlich f () = o.Ist andererseits
a eine Nullstelle von f und schreiben wir f im Sinne der Division mit Rest als

f=q-X—a)+r

mit deg(r) < 1, dann ergibt Einsetzen von a, dass r(a) = f(a) = o. Weil r ein konstantes
Polynom ist, folgtr = 0,alsof =g (X — ). O

Insbesondere sehen wir, dass ein Polynom vom Grad n hdchstens n verschiedene Nullstellen
haben kann (siehe auch Satz I.4.25).

Ein Polynom vom Grad I nennen wir auch ein lineares Polynom. Ein lineares Polynom, das f
teilt, nennen wir einen Linearfaktor von f. Ist R = K ein Korper, so ist jedes lineare Polynom
vom Grad I zu einem eindeutig bestimmten Polynom der Form X — a,a € K assoziiert.
Uber beliebigen Ringen ist diese Aussage natiirlich nicht richtig; es kann dann auch lineare
Polynome geben, die keine Nullstellen in dem Ring haben, zum Beispiel R = Z und f =
2X —1 € Z[X].

DEFINITION 15.58. Sei R ein Integrititsring, f € R[X].

(1) Ista € R, so gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahlm € N, so dass (X —a)™ | f,
aber (X — a)™"! { f. Wir schreiben mult, (f) := m. Das Element « ist genau dann eine
Nullstelle von f, wenn m > 1. Wir sagen dann, a sei eine Nullstelle der Vielfachheit (oder:
Multiplizitit) m.

Eine Nullstelle mit Vielfachheit 1 nennen wir auch einfache Nullstelle, eine mit Vielfachheit
2 entsprechend doppelte Nullstelle usw.

(2) Wirsagen, ein Polynom f € R[X]\ {0} zerfalle volistindig in Linearfaktoren, wenn f Produkt
von linearen Polynomen, d.h. von Polynomen vom Grad 1 ist.

DEFINITION 15.59. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom, also jedes Polynom in K[X] \ K, eine Nullstelle in K besitzt. -

Per Induktion zeigt man, dass man algebraisch abgeschlossene Korper dquivalent dadurch
charakterisieren kann, dass jedes nichkonstante Polynom vollstindig in Linearfaktoren
zerfallt.

Weder der Kérper Q noch der Koérper R sind algebraisch abgeschlossen (iiberlegen Sie sich
Beispiele von nichtkonstanten Polynomen, die keine Nullstelle haben). Auch ein endlicher
Korper kann nicht algebraisch abgeschlossen sein (warum?). Es ist auch gar nicht so einfach,
Beispiele von algebraisch abgeschlossenen Kérpern anzugeben. Das zugidnglichste Beispiel
ist der Kérper C.

THEOREM 15.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kirper C der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen.

Dieses schwierige Theorem beweisen wir nicht im Rahmen der Vorlesung iiber lineare
Algebra. Es wird iiblicherweise auf verschiedene Arten in den Vorlesungen Algebra und
Funktionentheorie bewiesen, kann aber auch mit Mitteln der Analysis I bewiesen werden.
Siehe Ergdnzung 16.32 fiir einen trickreichen Beweis, der nur sehr wenig Analysis benotigt
und ansonsten mit linearer Algebra auskommt.
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15.4.5. Der chinesische Restsatz. SeiReinRing,a C Reinldeal. Fiir Elementex,y € R
schreiben wir
x=y moda, wennx —y € a.

In den meisten Fillen, die fiir uns relevant sind, ist a = (a) ein Hauptideal; dann schreiben
wir auchx =y mod a, und dies ist gerade dquivalent zu a | x — y. Man sagt, x sei kongruent
zu y modulo a. Kongruenz ist eine »Aquivalenzrelation« (siehe Definition 15.64 unten).

Im folgenden Satz betrachten wir fiir Elemente a, b eines (Integritédts-)Rings R das von a und
b erzeugte Ideal
(a,b) = {xa + yb; x,y € R}

und betrachten die Bedingung, dass dieses gleich R ist. Weil ein Ideal a genau dann gleich dem
ganzen Ring ist, wenn es die I enthilt, ist das gewissermafien eine abkiirzende Schreibweise
dafiir, dass x,y € R existieren mitxa + yb = I. Ist R ein Hauptidealring (und das ist der Fall,
der fiir uns spiter relevant sein wird), ist die Bedingung dazu dquivalent, dass I ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b ist (Bemerkung 15.42).

SaTz 15.61 (Chinesischer Restsatz). Seien R ein Integritdtsringunday, ....a, € R, sodass (a;, ;) =
Rfiirallei # j.Seia =a; - - - - - a,.
Seienb,, ..., b, € R. Dann existiert ein Element b € R, so dass
b=b; moda; firalei=1,..,r
gilt.

Ist b’ ein weiteres solches Element, so gilt b = b’ mod a. (Wir sagen, die Losung der vorgegebenen
Kongruenzen sei eindeutig bestimmt modulo a.)

BEWEIS. Voriiberlegung. Wir zeigen zuerst, dass unter der Voraussetzung, dass fiir alle
i # j die Elemente a; und g; das Einsideal erzeugen, auch fiir alle i die Elemente a; und a; :=
H]. 2% das Einsideal erzeugen. Sei zur Vereinfachung der Notation ohne Einschriankung

i = 1. Jedenfalls existieren x;, y; € R,j = 2,...,n, so dass xja, + y;a; = 1. Daraus erhalten wir
n
H(xjal +y4) =1,
]=2
und wenn wir den Ausdruck auf der linken Seite ausmultiplizieren, sind alle Summanden
Vielfache von a,, bis auf den Term H;lzzyjaj. Wir erhalten also tatsdchlich einen Ausdruck

der Form

Nach dieser Voriiberlegung konnen wir fiir jedes i € {1, ...,n} Elemente x;, y; € R finden, so
dass

X;a; + y;ia; =1,
alsoy;a; =1 mod a;. Nach Definition der a; ist auch klar, dass y;a; = 0 mod g; fiir allej # i

gilt. Wir setzen nun
n
b= Z b,y;a;.
i=1

In der Tat gilt dann fiir jedes i, dass
b=by,a;=b; mod a;,
wie gewiinscht. Damit ist die Existenzaussage bewiesen.

Seiennun b,b’ € Rmith = b; mod g; und b’ = b; mod g fiir alle i. Es folgt b — b’ € (q;)
firallei,alsob—b' € ﬂ?:I (a;). Es gentigt also zu zeigen, dass ﬂ?:I(a,-) = (a) gilt (wobei die
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Inklusion D Kklar ist; allerdings ist das auch die Inklusion, die uns hier nicht interessiert).
Mithilfe der Voriiberlegung konnen wir das per Induktion beweisen und uns damit auf den
Fall n = 2 zuriickziehen. Dann haben wir Elemente a,,a, € R gegeben, die das Einsideal
erzeugen, etwa x;a, + x,a, = I, und wollen fiir ¢ € (a;) N (a,) zeigen, dass ¢ € (a,a,) gilt. Wir
konnen ¢ = y,a, = y,a, und damit

XyC = X1 = X,¥,d, = Y, (1 — x,4,)

schreiben, also y, = x,y,a, + y,x,a, € (a,). Es folgt, dass ¢ = y,a, ein Vielfaches von a,a, ist,
wie wir zeigen wollten. O

Man kann den Satz noch etwas allgemeiner fassen und mit fast demselben Beweis abhandeln,
siehe Ergdnzung 18.29.

BEISPIEL 15.62. Wir betrachten das folgende Beispiel. Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen.
Wir wollen eine ganze Zahl x finden, so dass

x =73 mod 5,

x=2 mod 6,

x=1 mod IIL

Es folgt aus dem chinesischen Restsatz, dass solche Zahlen existieren, und dass je zwei
Losungen modulo 5 - 6 - 11 = 330 kongruent sind.

Um ein x zu finden, kénnen wir die Schritte aus dem allgemeinen Beweis nachvollziehen.
Wir schreiben zuerst die I als »Linearkombination« einer der Zahlen 5, 6, 11 und dem Produkt
der anderen Zahlen, d.h.
I = 5x; + 66y,
I =06x, + 55y,
I = IIx; + 30ys5.
Diese Darstellungen lassen sich mit dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) fin-
den. Im konkreten Fall gilt zum Beispiel
I1=5-(—13)+66-1
1=6-(-9)+551
I=11-114+ 30" (—4).

Dann koénnen wir
X=3-66-1+2-55-1+1-30-(—4) =188

setzen. Hier ist in jedem Summanden der erste Faktor die rechte Seite der Kongruenz die x
erfiillen soll, und dann kommt das Produkt aus der obigen Darstellung der 1. In der Tat hat
188 bei Division durch 5 den Rest 3, bei Division durch 6 den Rest 2 und bei Division durch 11
den Rest 1. O

ERGANZUNG 15.63. Die Aussage des chinesischen Restsatzes findet man bereits in dem
Buch »Sun Zi Suanjing« ds chinesischen Mathematikers Sun Zi’ (um 3.Jh.) - daher der Name.
U Ergédnzung 15.63

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)
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15.5. Der Quotientenkorper eines Integrititsrings

Wir wollen in diesem Abschnitt zu einem Integrititsring R einen Kérper K konstruieren,
der R als Unterring enthilt. Unser Modell dafiir ist der Fall der ganzen Zahlen Z, die als
Unterring im Korper Q der rationalen Zahlen enthalten sind. Im allgemeinen Fall imitieren
wir die Konstruktion der Bruchzahlen aus ganzen Zahlen.

Ein unmittelbarer Nutzen dieser Konstruktion wird fiir uns sein, dass wir den Begriff der
Determinante auch fiir Matrizen iiber (Integritits-)Ringen einfithren konnen (Abschnitt 15.6)
und einige der Ergebnisse der Theorie iiber Kérpern auf den Fall von Ringen iibertragen
konnen. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir dann Determinanten von Matrizen
benutzen, deren Eintréige in einem Polynomring liegen, um das »charakteristische Polynom«
einer Matrix zu definieren (Kapitel 16).

Wir beginnen damit, den Begriff der Aquivalenzrelation einzufiihren, der in dieser Vor-
lesung noch an mehreren Stellen eine Rolle spielen wird. Siehe auch Abschnitt 1.3.14.2,
Definition 1.3.67, wo dieser Begriff schon im Rahmen der Ergdnzungen vorgestellt wurde.

DEFINITION 15.64. SeiM eine Menge.
(1) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M. (Elemente x,y € M »stehen in der
gegebenen Relation zueinander«, wenn (x, y) € R gilt.)
(2) Eine Relation R auf M heift Aquivalenzrelation, wenn gilt
(a) (Reflexivitat) Fiir allex € Mist (x,x) € R.
(b) (Symmetrie) Fiir allex,y € Mist (x,y) € R genau dann, wenn (y,x) € R.
(c) (Transitivitat) Fir allex,y,z € Mmit (x,y) € R, (y,2) € Rgilt (x,z) € R.

Aquivalenzrelationen bezeichnet man oft mit dem Symbol ~, d.h. man schreibt dann x ~ y
statt (x,y) € R. Aber auch die Symbole =, #, =, <, <, | bezeichnen Relationen. Welche
davon sind Aquivalenzrelationen?

DEFINITION 15.65. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die Teilmengen von M der Form
[m] := {m’ € M; m’ ~ m} fiir ein m € M heifen die Aquivalenzklassen beziiglich R.

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit M /~. —

Zwei Aquivalenzklassen in M sind entweder disjunkt oder gleich. (Warum?)

BEISPIEL 15.66. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen.

(1) SeiX eine Menge. Die Gleichheit von Elementen auf X definiert eine Aquivalenzrelation.
Jede Aquivalenzklasse besteht aus genau einem Element von X.

(2) SeiR ein Integritétsring. Die Relation, dass zwei Elemente aus R zueinander assoziiert
sind (Definition 15.33), ist eine Aquivalenzrelation. Siehe auch Bemerkung 15.54. Dort
wird - mit der nun neu eingefiihrten Terminologie — aus jeder der Aquivalenzklassen
beziiglich dieser Aquivalenzrelation genau ein Element ausgewihlt. Man spricht auch
von einem Vertretersystem der Aquivalenzklassen.

(3) Sein > o eine natiirliche Zahl. Kongruenz modulo n ist eine Aquivalenzrelation. Die
Menge der Aquivalenzklassen ist die zugrundeliegende Menge des Restklassenrings
Z/n. Siehe Beispiel 1.3.70 und Beispiel 1.3.73.

O
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Uberlegen Sie sich auch Beispiele fiir Relationen auf einer Menge X (also Teilmengen von
X x X), die keine Aquivalenzrelationen sind. Kénnen Sie jeweils ein Beispiel finden, das
genau eine der drei Bedingungen reflexiv, symmetrisch, transitiv nicht erfiillt?

Sei R ein Integritdtsring, und M = R x (R\ {0} ). Wenn Sie Schwiergkeiten haben, der folgen-
den Diskussion zu folgen, dann sollten Sie zuerst alles im speziellen Fall R = Z durchgehen
und dabei im Hinterkopf behalten, dass das Ziel ist, den Korper Q zu konstruieren.

Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation auf M:
(a,b) ~ (c,d) < ad=bhc.
Siehe auch Beispiel I.3.72.

Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass es sich hier tatsichlich um eine Aquivalenzrelation
handelt. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich. Fiir die Transitivitit seien Paare
mit (a,b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (e, f) gegeben. Es folgt

adf = bcf = bde, alsod(af —be) =0
und weil d # o und R ein R ein Integritdtsring ist, dass af — be = 0. Das bedeutet genau, dass
(a7 b) - <e7f) gllt

SATZ 15.67. Sei K := M/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben 5 fiir die Aquivalenzklasse
eines Elementes (a,b) € M. Es gilt dann also

a ¢
B = a = ad = bC.
Dann ist K mit der Addition
a n c ad + bc
b d b
und der Multiplikation
a c_ac
b d bd

ein Korper, der sogenannte Quotientenkorper von R, den wir auch mit Quot(R) bezeichnen.

Die Abbildung R — K, a — £ ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Man schreibt oft a statt ¢ und
fasst R als Teilmenge von K auf.

Eine andere gebrauchliche Bezeichnung fiir den Quotientenkorper eines Integritétsrings R
ist Frac(R) (als Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung »field of fractions«).

BEWEIS. Zunichst ist nachzupriifen, dass die angegebenen Vorschriften iiberhaupt
Abbildungen definieren, dass sie also wohldefiniert sind. Denn wir haben dabei jeweils Repra-
sentanten der Aquivalenzklassen benutzt, und miissen begriinden, dass eine andere Wahl
von Reprisentanten derselben Aquivalenzklassen dasselbe Ergebnis liefern.

c_ ¢

Seien also § = Z—: und § = &.Danngiltab’ = a’bund cd’ = ¢'d und daher

ad +bc adb’d’ + beb'd’ B ad +bc

bd bdb'd’ - pd
und
a _dc
bd bd

Wir erhalten also tatsdchlich Abbildungen + und -von K x K nach K.

Die Korperaxiome sind leicht nachzurechnen, die Rechnungen laufen genauso ab, wie man
die Korperaxiome fiir den Korper QQ aus den entsprechenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen
beweisen wiirde. Wir behandeln daher nur beispielhaft einige der Axiome.
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Fiir das Assoziativgesetz der Addition rechnen wir

<g E) e ad+bc+€_ (ad + be)f + bde _ adf + bef + bde _a. (;+;>

b )T T T T bdf bdf b
Das neutrale Element der Addition ist 2, das Negative von { ist 7%, denn

a —a ab—ba o
b T T
Das Assoziativgesetz der Multiplikation ist leicht einzusehen. Das neutrale Element der
Multiplikation ist {. Ein Element { mita € R,b € R\ {0} ist genau dann gleich dem
Nullelement 3, wenna = oist. Fiira,b € R\ {0} ist 2 das multiplikative Inverse von 7. Das

Distributivgesetz zu iiberpriifen, lassen wir als Ubungsaufgabe.

Es bleibt nun noch, die Abbildung 1: R — K, a — { anzuschauen. Weil

b I1+1-b b
lm+wzaf _¢ T :%+;:m@+wm

und )
mw:%:mmw

und offensichtlich 1(1) = ] = 1 gilt, handelt es sich um einen Ringhomomorphismus. Gilt
= %, so folgta-1 =1-b, alsoa = b, mithin ist t injektiv. O
Der Satz zeigt, dass fiir jeden Integritatsring R ein injektiver Ringhomomorphismus von R
in einen Korper existiert. Ist R ein Ring, der kein Integritétsring ist, kann es einen injektiven

Ringhomomorphismus von R in einen Korper offenbar nicht geben.

Die zu Beginn des Beweises diskutierte Wohldefiniertheit ist eine konzeptionelle Schwie-
rigkeit, die mit dem Begriff der Aquivalenzrelation verbunden ist. Machen Sie sich die
Problematik daran bewusst, dass zum Beispiel die Vorschrift (%, %) — “T*C fiir rationale

Zahlen 7, 7 € Q nicht wohldefiniert ist - sie definiert keine Abbildung Q x Q — Q. Suchen
Sie andere Beispiele von wohldefinierten/nicht wohldefinierten Zuordnungsvorschriften.
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Die ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.

L. Kronecker

BEISPIEL 15.68. Der Quotientenkorper von Z ist der Kérper Q der rationalen Zahlen. Hierzu
ist nicht viel zu sagen, denn wir haben ja die allgemeine Konstruktion des Quotientenkorpers
genau an die Regeln der tiblichen Bruchrechnung angelehnt. O

BEISPIEL15.69. SeiK ein Korper. Der Polynomring K[X] ist, wie wir in Korollar 15.31 gesehen
haben, ein Integritétsring. Sein Quotientenkorper wird mit K(X) bezeichnet und heifit der
Korper der rationalen Funktionen iiber K (in einer Unbestimmten).

Seine Elemente sind Briiche der Form J;, wobei f und g Polynome in K[X] sind, und g # o gilt.

Auch wenn g nicht das Nullpolynom sein darf, kann g natiirlich Nullstellen in K haben. Ein
Element von K(X) definiert daher im allgemeinen nicht durch Einsetzen von Elementen aus
K eine Abbildung K — K. Die Nullstellen von g sind sozusagen Polstellen, die man aus K
herausnehmen miisste, um den Definitionsbereich einer solchen Abbildung zu erhalten. ¢
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BEMERKUNG 15.70. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkorper von R. In Be-
merkung 15.54 hatten wir die Primfaktorzerlegung eines Elementsa € R \ {0} in der Form

a=u H p"@

peP
geschrieben, wobei wir ein Vertretersystem P der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit
gewihlt hatten, und die v,(a) natiirliche Zahlen sind, von denen fiir gegebenes a héchstens
endlich viele von Null verschieden sind, und wo u € R* eine Einheit von R ist.

Das konnenwir nun auf Elemente von K* ausdehnen. Fiira € K* erhaltenwir eine (eindeutig
bestimmte) Zerlegung
a=1u H pvp(a)

peP
wo nun die v,(a) € Z ganze Zahlen sind (von denen wieder alle bis auf endlich viele ver-
schwinden) und wieder u € R* ist. O

15.6. Determinanten iiber Ringen

Sei R ein kommutativer Ring. Wir bezeichnen mit M, ,(R) die Menge aller n x n-Matrizen
mit Eintrédgen in R. Mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen ist dies
wieder ein Ring; die Bedingungen dafiir kann man mit denselben Rechnungen iiberpriifen,
die wir in der Linearen Algebra I fiir Matrizen iiber einem Korper durchgefiihrt haben
(Abschnitt I.5.3). Die Leibniz-Formel ergibt iiber jedem Ring R Sinn, und wir erhalten eine
Abbildung

n
M,(R) >R, A= (ay);;+ det(A):=> sgn(o) [ a;q-
0€ES, i=I
Wie gehabt nennen wir det(A) die Determinante der Matrix A.

Weil wir unten die folgende einfache Tatsache benétigen, halten wir sie als Lemma fest.

LEMMA 15.71. Sein € Nund ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Indem wir ¢ aufjeden Eintrag an-
wenden, erhalten wir einen Ringhomomorphismus M, (R) — M,,(S), den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
Dann gilt fiir alle Matrizen A € M, (R), dass

p(det(A)) = det(p(A))
ist.

BEWEIS. Der Beweis ist (hoffentlich) nicht schwierig fiir Sie - tiberlegen Sie sich, warum
die Aussage des Lemmas richtig ist! 0

Sei nun speziell R ein Integrititsring, K sein Quotientenkorper. Wir kénnen dann M, ,(R)
als Teilmenge von M,,.,,(K) betrachten. Fiir A € M,,,,(R) ist dann die Determinante det(A),
diewir gerade definiert haben, gleich der Determinante, die wir aus der Theorie iiber Kérpern
erhalten, wenn wir A als Element von M, (K) betrachten. Es gelten, wie iiber jedem Korper,
auch iiber K die iiblichen Rechenregeln, zum Beispiel:

SATZ 15.72. Seien A, B € M,,,,(R). Dann gilt det(AB) = det(A) det(B). (Da beide Seiten dieser
Gleichung Elemente von R sind, gilt diese Gleichheit auch in R.)

Zu einer Matrix A € M, (R) kénnen wir die Komplementirmatrix A%! bilden (siehe Ab-
schnitt I.9.3), die wieder in M, (R) liegt. Die Cramersche Regel Satz I.9.32 besagt, dass

AA% = A%A — det(A)E,
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gilt. Alle hier auftretenden Matrizen liegen in M, (R), und fiir die Gleichheit spielt es keine
Rolle, obwir die Matrizen als Elemente von M, (R) oder von M,,(K) auffassen. Daraus erhalten
wir (vergleiche Korollar 1.9.33) das folgende Korollar.

KOROLLAR 15.73. SeiA € M,,.,,(R). Es existiert genau dann eine Matrix B € M,,,.,,(R) mit AB =
BA = E,, (also ein multiplikatives Inverses von A in dem Ring M,,.,,(R)), wenn det(A) € R*.

ERGANZUNG 15.74. Esist nicht schwer zu zeigen, dass beide Sitze auch iiber beliebigen kom-
mutativen Ringen gelten. Fiir den Determinantenproduktsatz kann man folgendermafien
vorgehen.

Als Voriiberlegung bemerken wir, dass fiir einen Ringhomomorphismus f: R, — R, und
eine Matrix A = (a;);; € M,(R,) gilt, dass f(det(A)) = det(f(A)), wenn wir mit f(A) die
Matrix bezeichnen, die aus A durch Anwenden von f auf jeden Eintrag von A entsteht. Diese
Gleichheit folgt direkt aus der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel.

Sei R ein kommutativer Ring, und seien A = (a;); ;, B = (b;);; € M, (R).

Wir betrachten nun den Ring Z[X; j, ,], i,j =1,...,n], also den Polynomring tiber Z in 2n®
Unbestimmten X; ;, Y; ;. Wir erhalten einen (e1ndeut1g bestimmten) Einsetzungshomomor-
phismus

(p:Z[Xi], ijo ,}—I ]—>R X '—>al}, Yl]Hbl]

Die Bilder der Elemente von Z unter ¢ smd elndeutlg festgelegt, denn 1 € Z muss auf
I € R abgebildet werden, und daraus ergeben sich die Bilder aller ganzen Zahlen daraus,
dass @ insbesondere ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist.
(Vergleiche Beispiel 15.6.)

Wir schreiben A = (X,})IJ,B = (Y;))ij € Mp(Z[Xy,
ist, gilt det(AB) = det(A) det(B), wie wir oben begrundet haben.

Y;;]). Weil Z[X; ;, Y; ;] ein Integritdtsring

Auf diese Gleichheit konnen wir den Ringhomomorphismus ¢ anwenden. Mit Lemma 15.71
erhalten wir dann

det(A) det(B) = ¢(det(A))gp(det(B)) = @(det(AB)) = det(AB).

Im Fall der Cramerschen Regel konnen wir dhnlich argumentieren. Zunéchst folgt aus dem
Produktsatz, dass die Determinante einer iiber R invertierbaren Matrix eine Einheit in R
ist. Sei nun andererseits A € M, (R) eine Matrix mit det(A) € R*. Wie iiber einem K6rper
konnen wir zu A die Komplementirmatrix A% bilden. Durch Reduktion auf den Fall des
Integritatsrings Z[X;] genau wie beim Beweis des Produktsatzes sehen wir, dass das Produkt
von A und A% die Matrix det(A)E, ist. Es folgt nun aus der Invertierbarkeit von det(A), dass
auch A invertierbar ist, und genauer erhalten wir die Formel A" = det(A) 'A%,

Man nennt diese Methode die »Reduktion auf den universellen Fall«. O Erginzung 15.74

15.7. Erginzungen *

ERGANZUNG 15.75 (Primideale). Die Primeigenschaft (Definition 15.44)kann man nicht nur
fiir Elemente, sondern auch fiir Ideale in einem Ring definieren (und zwar auch in Ringen,
die keine Integritétsringe sind).

DEFINITION 15.76. SeiR ein Ring. Ein Ideal p C R heif3t Primideal, wenn p # R gilt und wenn
fiir allex,y € R gilt: Fallsxy € p,dannistx € podery € p. =
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Ist R ein Integrititsringund p € R \ {0}, so sieht man mit Lemma 15.34 leicht, dass p genau
dann ein Primelement ist, wenn das Hauptideal (p) ein Primideal ist.

Andererseits kann zwar o per Definition kein Primelement sein, aber das Nullideal kann
ein Primideal sein, genauer gilt:

LEMMA 15.77. Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:
(i) Der Ring R ist ein Integritditsring.
(ii) Das Nullideal in R ist ein Primideal.

Mit etwas mehr Arbeit kann man die folgende Aussage zeigen:
SATZ 15.78. Seif: R — Sein Ringhomomorphismus.

(1) Wenn S ein Integrititsring ist, dann ist Ker(f') ein Primideal in R.
(2) Wenn f surjektiv ist und Ker(f) ein Primideal ist, dann ist S ein Integritdtsring.

Seinun K ein Korper. Sei f: Z — K der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus von Z
nach K, siehe Beispiel 15.6. Der obige Satz sagt, dass p := Ker(f) ein Primideal von Z ist.

Ist p # 0, dann wird das Hauptideal p von einer ganzen Zahl p # o erzeugt, von der wir
ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dass sie positiv ist. Da p ein Primideal ist, ist
p eine Primzahl. Es ist dann leicht zu sehen, dass p die Charakteristik des Koérpers K ist
(Abschnitt I.4.2.2).

Gelte nun p = Ker(Z — K) = o, mit anderen Worten: Sei der Ringhomomorphismus
f:Z — K injektiv. Dann wird jede von Null verschiedene ganze Zahl auf eine Einheit in K
abgebildet und wir kénnen f fortsetzen zu einem Ringhomomorphismus
a  fla)
Q — K, P )
Dieser ist wieder injektiv, und sein Bild ist ein Teilkérper von K. Wir kénnen also Q mit
einem Teilkorper von K identifizieren, genauer: Es gibt einen Isomorphismus von QQ auf
einen Teilkorper von K. O Erginzung 15.75

ERGANZUNG 15.79. Der Ring Z[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell. Das kann man
benutzen um zu beweisen, dass sich eine Primzahl p > 2 in N genau dann als Summe von
zwei Quadraten schreiben ldsst, wennp =1 mod 4 gilt. Siehe die Hausaufgaben auf den
Ubungsblittern 1, 2, 3.

Allgemein spielt die Ringtheorie eine sehr prominente Rolle in der elementaren und alge-
braischen Zahlentheorie, sowohl was die Untersuchung dhnlich konkreter (und einfacher)
Fragen wie dieser angeht, als auch, was den weiteren konzeptionellen Aufbau der Theorie
betrifft. O Erginzung 15.79

ERGANZUNG 15.80 (Der Satz von Mason und Stothers). Im Skript zur Linearen Algebra war
kurz von der abc-Vermutung die Rede (Abschnitt I.3.5), die man als Vermutung {iber eine
Eigenschaft des Rings Z der ganzen Zahlen verstehen sollte. Fiir den Polynomring K[X] tiber
einem Korper K kann man eine analoge Aussage formulieren, deren Beweis interessanter-
weise gar nicht so schwierig ist. Dies ist der Satz von Mason und Stothers.

Um den Satz zu formulieren, definieren wir formal die »Ableitung« f” eines Polynoms
f= Z?:O a;X' € R[X] (R ein kommutativer Ring) durch

n

! _ : i—1

f - E laiX )
i=1
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also einfach durch Anwenden der iiblichen Ableitungsregeln fiir Polynome. (Eine Interpreta-
tion wie iber den reellen Zahlen, wo ein Grenzwertbegriff zur Verfiigung steht, ist natiirlich
im allgemeinen Fall nicht méglich. Dennoch ist diese Definition 6fters niitzlich.) Man muss
iiber allgemeinen Grundringen insofern ein bisschen aufpassen, als auch Polynome vom
Grad > 1als Ableitung das Nullpolynom haben kénnen (zum Beispiel gilt das fiir X* € F,[X]).
Uber einem Kérper der Charakteristik 0, also einem Kérper, der den Korper Q als Teilkérper
enthilt, tritt dieses Phinomen natiirlich nicht auf.

Sei nun K ein Korper. Das Radikal rad(f) eines Polynoms f € K[X] wird definiert als das
Produkt aller normierten irreduziblen Polynome, die f teilen. Es unterscheidet sich von
f also héchstens um den Leitkoeffizienten und dadurch, dass diese Teiler in der Primfak-
torzerlegung von f mit einem héheren Exponenten auftreten kénnen. Zum Beispiel ist
rad(X") = X fiir alle n > 1. Wenn f vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt (also zum Beispiel,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist), dann ist deg(rad(f)) die Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f in K.

THEOREM 15.81 (Satz von Mason-Stothers). Sei K ein Kérper und seiena,b,c € K[X] \ {o}. Es
gelte ggT(a,b) = 1 und mindestens eines der Polynome a’, b', ¢ sei ungleich Null. Auflerdem gelte

a-+b=c.

Dann gilt
max(deg(a),deg(b),deg(c)) < deg(rad(abc)) — 1.

Ein Beweis von Snyder wird auf der englischen Wikipedia-Seite® skizziert.

Als eine leichte Folgerung aus dem Theorem kann man zeigen, dass im Polynomring K|[X]
iiber einem Kérper der Charakteristik o das Analogon der Fermatschen Vermutung’ gilt:

KOROLLAR 15.82. Seien K ein Korper der Charakteristik o,n € Nund x,y,z € K[X] paarweise
teilerfremde Polynome, von denen mindestens eines Grad > 1 hat und so dass

xn +yn — ZYI
im Ring K[X] gilt. Dannistn < 2.

BEWEIS. Dax,yund z paarweise teilerfremd sind, gilt rad(xyz) = rad(x) rad(y) rad(z),
und natiirlich gilt rad(x) | x, also deg(rad(x)) < deg(x), entsprechend fiir y und z. Aus dem
Satz von Mason und Stothers erhalten wir demnach

ndeg(x) = deg(x") < deg(x) + deg(y) + deg(z) — 1

und dieselbe Abschitzung auch fiir n deg(y) und ndeg(z). Indem wir diese Ungleichungen
addieren, sehen wir, dass

n(deg(x) + deg(y) + deg(z)) < 3(deg(x) + deg(y) + deg(z)) — 3
Da die Summe der Grade der drei Polynome als > o vorausgesetzt wurde, ist das nur fiir
n < 2 moglich. O

Zusatzfrage, die vermutlich nicht einfach ist. Die Bedingung, dass K Charakteristik o habe, ist hier
nicht verzichtbar. Kénnen Sie sehen, warum?

In der algebraischen Zahlentheorie und in der algebraischen Geometrie zeigt sich, dass die
Ringe Z und K[X] (K ein Korper) viele Gemeinsamkeiten haben, und diese Analogie wird dort
ausgebaut auf eine grofere Klasse von Ringen (die nicht mehr notwendig Hauptidealringe,
noch nicht einmal unbedingt faktoriell sind), die sogenannten Ganzheitsringe in Zahl-
korpern einerseits und in Funktionenkdrpern andererseits. Das ermdglicht es manchmal,

6 https://en.wikipedia.org/wiki/Mason},E2%80%93Stothers_theorem
"https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz
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zwischen eher zahlentheoretischen und eher geometrischen Fragestellungen und Methoden
hin- und herzugehen und hat zu einer sehr engen Verzahnung der modernen algebraischen
Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie gefiihrt. O Ergdnzung 15.80

Und noch zwei »Platzhalter«, die ich hoffentlich spiter einmal mit mehr Inhalt fiillen kann.
Fiir den Moment gebe ich IThnen nur Verweise auf andere Quellen.

ERGANZUNG 15.83. Bernstein-Polynome®, siehe auch die englische Wikipedia®. Dies ist
eine interessante Familie von Polynomen, die sowohl fiir theoretische Fragen als auch in
der Praxis (Stichworte Computergrafik, Bezier-Kurven, Computer Aided Design) eine Rolle
spielen. U Ergidnzung 15.83

ERGANZUNG 15.84 (Resultante und Diskriminante). Siehe zum Beispiel [Bo-A] 4.4. Die
Diskriminante eines Polynoms (mit Koeffizienten in einem Korper K) ist ein allgemeiner
Ausdruck in den Koeffizienten des Polynoms (eine »Formel«), die genau dann den Wert o hat,
wenn das Polynom (in irgendeinem Erweiterungskorper von K) eine mehrfache Nullstelle
hat.

Zum Beispiel ist die Diskriminante eines quadratischen Polynoms aX? +bX +c gleich b* — 4ac
und Sie wissen (oder konnen es anhand der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
leicht nachpriifen), dass dieses Polynom genau dann eine doppelte Nullstelle hat, wenn
b* — gac = o gilt.

Es ist interessant, dass es fiir Polynome beliebigen Grades mdglich ist, anhand einer solchen
Formel festzustellen, ob mehrfache Nullstellen vorliegen (in irgendeinem Erweiterungskor-
per von K), dass es aber andererseits fiir Polynome vom Grad > 5 keine allgemeine Formel
fiir die Nullstellen selbst gibt. O Ergéinzung 15.84

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
9nttps://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial
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KAPITEL 16

Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom

16.1. Das charakteristische Polynom

Sei K ein Korper. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus von V. Wir haben in der Linearen Algebra 1 den Begriff des Eigenwerts definiert
und gesehen, dass A € K genau dann ein Eigenwert von f ist, wenn det(f — A idy) = o
gilt, oder dquivalent, wenn det(A idy —f) = o gilt. Man kann also alle Eigenwerte von f
finden, indem man alle A findet, fiir diedet(A idy —f) = oist; das fithrt auf eine polynomiale
Gleichung fiir A, in der A" und (in der Regel) kleinere Potenzen von A auftreten. Mit der neu
eingefiihrten Sprache der Polynomringe und des Einsetzungshomomorphismus kénnen
wir die Theorie der Teilbarkeit in Polynomringen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung
hier mit einigem Nutzen anwenden, und wir machen daher die folgende Definition. (Wir
bevorzugen jetzt die Version mit det(A idy —f) = 0, die vielleicht zun4chst etwas unnatiir-
licher aussieht(?), aber den Vorteil hat, dass das im folgende definierte charakteristische
Polynom von f normiert ist.)

DEFINITION 16.1. (I) Sein > ound A € M, (K). Dann heifit das Polynom charpol , (X) :=
det(XE, — A) € K[X] das charakteristische Polynom der Matrix A.

(2) Seif:V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, % eine
Basis von V,A = M%(f). Dann ist charpol , (X) unabhéngig von der Wahl der Basis %
und heif3t das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Wir bezeichnen dieses

Polynom mit charpolf € K[X].

Hier ist XE, — A eine Matrix mit Eintriagen im Polynomring K[X], also ein Element von
M, (K[X]). Wie in Abschnitt 15.6 erklirt, ist die Determinante einer solchen Matrix durch
die Leibniz-Formel definiert, wir kénnen also das charakteristische Polynom der Matrix A

schreiben als
n

charpol, = ) " sgn(0) [ [(8;0(»X — ai0()),
o€S, i=I

wobei wir

5 = ! wennz' :J. (Kronecker-delta)
/ O wenni#j

setzen. Fiir die Definition des charakteristischen Polynoms kann man also auf die Diskussion
in Abschnitt 15.6 verzichten. Um die Aussage tiber die Unabhiangigkeit in Teil (2) zu beweisen,
die aus dem nichsten Lemma folgt (bzw. dazu dquivalent ist), benutzen wir aber Satz 15.72.

Das Lemma besagt, das zueinander konjugierte Matrizen dasselbe charakteristische Poly-
nom haben. Insbesondere ist das charakteristische Polynom fiir alle darstellenden Matrizen
eines Endomorphismus dasselbe (natiirlich muss »oben und unten« dieselbe Basis verwen-
det werden).

41
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LEMMA 16.2. Seien K ein Korper,n € N,A € M,,(K)und S € GL,(K). Dann gilt

charpol, = charpol,, ., .

BEwEIs. Wir kénnen S und S™' als Elemente von M, (K[X]) auffassen und haben dann
nach Satz 15.72, dass
det(XE, — SAS™") = det(S(XE,, — A)S™") = det(S) det(XE, — A) det(S™") = det(XE, — A).
Das ist die Behauptung des Lemmas. O

BEISPIEL 16.3. Wir berechnen das charakteristische Polynom in einigen konkreten Beispie-
len. Im Prinzip ist klar, was zu tun ist: Es ist eine Determinante auszurechnen, und dafiir
kann man die iiblichen Verfahren benutzen.

(1) Sei
I O 2
A=12 1 o €M (Q)
o1 I
Es gilt
charpol, = det(XE; —A)
X—1 o —2
=det| —2 X—1 O =X—-1)p8—2-2
o -1 X-—1

= X3 —3X* +3X -5,
wobei zur Berechnung der Determinante nach der ersten Zeile entwickelt wurde.

a b

(2) SeiK ein Kérperund A = <C d) € M,(K). Dann gilt

X—a —b
— X-—d

Der Absolutterm ist also det(A), der Koeffizient von X ist — Spur(A) (siehe auch unten).

charpol, = det ( > =X—-a)X—d)—bc=X*—(a+d)X + (ad — bc).

(3) Seien K ein Korper,n € Nund seiA = (a;);; € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist
auch XE, — A eine obere Dreiecksmatrix und folglich gilt

charpol, = (X —a,)----- (X —a,,).

Alle Aussagen iiber das charakteristische Polynom lassen zwei Fassungen zu, eine fiir Ma-
trizen und eine analoge fiir Endomorphismen eines endlichdimensionalen Vektorraums.
Die Ubersetzung zwischen den beiden Sichtweisen ist einfach, so dass wir im folgenden
meist nur eine der beiden Versionen explizit ausschreiben - je nachdem, wie der Beweis
natiirlicher ist.

LEMMA 16.4. Sei A € M, (K). Dann gilt
charpol, = X" +4a, X"+ - +aX+a,,
d.h. charpol , ist normiert vom Grad n. AufSerdem ista, = det(—A) = (—1)" detA.

BEwEIs. Dass das charakteristische Polynom normiert vom Grad n ist, folgt aus der
Definition und der Leibniz-Formel. Dass wir ein normiertes Polynom erhalten, ist der Grund,
warum wir mit det(XE, — A) statt mit det(A — XE,)) arbeiten (aber es gibt auch Quellen, die
es anders machen).



16.1. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 43

Auferdem gilt a, = charpol, (0) = det(0-E, — A) = (—1)" det(A). Beim mittleren Gleich-
heitszeichen benutzen wir Lemma 15.71 fiir den Einsetzungshomomorphismus K[X] — K,
X — o. O

Das folgende einfache Lemma ist mehrfach niitzlich.

LEMMA 16.5. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus
von V. Sei U C V ein Untervektorraum mit f (U) C U und sei W C V ein Komplementdirraum zu U.

Sei g := f|y die Einschrinkung von f auf U, und sei h die Verkettung

W—>V£>V—>W,

wobei links die Inklusion von W nach V und rechts die Projektion von V = U & W auf W steht (also die
AbbildungU ® W — W,u+w— w(u € Uwe W)).

Dann gilt
charpolf = charpolg -charpol, .

Beweis. Ubung. O

Wir haben die Definition des charakteristischen Polynoms damit motiviert, dass seine
Nullstellen, bzw. dquivalent die Nullstellen der zugehorigen Polynomfunktion gerade die
Eigenwerte der zugehorigen Matrix bzw. des zugehorigen Endomorphismus sind. Das halten
wir noch einmal im folgenden Satz fest.

SATZ 16.6. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne charpol . das charakteristische Polynom von f. Ein Element A € K ist genau dann

eine Nullstelle von charpol [, wenn Aein Eigenwert von f ist.
Wir konnen aber den Satz noch prizisieren.

SATZ 16.7. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne y := charpol " das charakteristische Polynom von f.

(1) Sei A € K. Esgilt mult, (y) > o genau dann, wenn A ein Eigenwert von f ist.

In diesem Fall gilt
dim V,(f) < mult,(y).

Man nennt dim V) (f) auch die geometrische Vielfachheit und mult, (y) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts A.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn charpol L vollstindig in Linearfakto-
ren zerfillt und fiir alle Eigenwerte A von f die Gleichheit dim V, (f) = mult, (y) gilt.

BEWEIS. zu (1). Dass mult,(y) > o gilt, ist dazu dquivalent, dass A eine Nullstelle von
X ist, also dass det(Aid —f) = o gilt. Wie oben besprochen, heifit das genau, dass A ein
Eigenwert von f ist.

Um die Abschitzung dim V,(f) < mult,(y) zu zeigen, nutzen wir aus, dass wir charpolf
als das charakteristische Polynom der darstellenden Matrix von f beziiglich einer Basis
unserer Wahl berechnen kénnen. Die Basis, die wir betrachten wollen, konstruieren wir,
indem wir eine Basis von V,(f) zu einer Basis % von V erginzen. Dann sind die ersten
r := dim(V,(f)) Vektoren in dieser Basis Eigenvektoren von f zum Eigenwert A. Die Matrix

MZ(f) hat also die Form <A§’ B

D

) (als Blockmatrix geschrieben). Es gilt dann charpolf =
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charpol, . -charpol ; = (X — A)" charpol , (diese Rechnung kann man als einen Spezialfall
von Lemma 16.5 betrachten), also mult, (y) > r.

zu (2). Dass f diagonalisierbar ist, ist dazu dquivalent, dass die (direkte) Summe der Eigen-
rdume von A gleich V ist, also dazu, dass die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume
zu den verschiedenen Eigenwerten gleich n ist. Nun ist deg(y) = n, und die Summe der
Vielfachheiten der Nullstellen von y ist genau dann n, wenn y vollstidndig in Linearfaktoren
zerfillt. Das Kriterium folgt deswegen aus Teil (1). a

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom eines Endomorphismus (bzw. einer
Matrix) vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, hat (auch unabhingig von der Frage, ob die
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte tibereinstimmen) eine
natiirliche Interpretation. Dazu machen wir die folgende Definition.

DEFINITION 16.8. Eine Matrix A € M, ,(K) heif’t trigonalisierbar, wenn A zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heif3t trigonalisierbar, wenn
eine Basis % von V existiert, so dass die beschreibende Matrix M7 (f) beziiglich dieser Basis
eine obere Dreiecksmatrix ist. =

SATZ 16.9. Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f
von V ist genau dann trigonalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom volistindig in Linearfaktoren
zerfillt.

BEWEIS. Das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix zerfallt offen-
bar vollstdndig in Linearfaktoren (Beispiel 16.3 (3)), also gilt das auch fiir trigonalisierbare
Endomorphismen.

Um die Umkehrung zu zeigen, fithren wir Induktion nach der Dimension n des Vektorraums
V.Im Falln < 1istjede (n x n)-Matrix eine obere Dreiecksmatrix. Sei nun n > 1 und sei f ein
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.
Dann besitzt das charakteristische Polynom eine Nullstelle A, also hat f einen Eigenvektor
ve V\{o}

Wir setzen b, := vund ergénzen diesen Vektor (der ja # o ist, weil es sich um einen Eigenvek-

tor handelt) zu einer Basis % = (b,, ..., b,). Aus Lemma 16.5, angewandt auf die Zerlegung

V=U®WnmitU := (b))und W = (b,, ..., b,), folgt

charpolf = (X —A) - charpol,,

wobei h: W — W die in Lemma 16.5 beschriebene Abbildung ist.
Weil charpol L vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt, folgt aus der Eindeutigkeit der Primfak-

torzerlegung im Ring K[X], dass das auch fiir charpol, gilt. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert also eine Basis € = (c,, ..., c,) von W, so dass M% (g) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Die Matrix, die f beztiglich der Basis (b,,c,, ..., ¢,) darstellt, hat die Form

(& am)

und ist mithin eine obere Dreiecksmatrix. Also ist f trigonalisierbar. O

16.1.1. Die Spur einer Matrix. Wir kommen noch einmal auf die Spur einer Matrix
(oder eines Endomorphismus) zuriick, siehe Abschnitt I.9.4. Fiir eine Matrix A = (aij) €
M,,(K) haben wir

ij

n
Spur(A) = Zaﬁ €K
i=I
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definiert. Die Spur von A ist also einfach die Summe der Diagonaleintrage. Wir haben gezeigt
(Korollar I.9.37), dass zueinander konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, so dass wir
die Spur eines Endomorphismus f als die Spur irgendeiner darstellenden Matrix von f
beziiglich einer Basis des zugrundeliegenden Vektorraums definieren konnen. Das Ergebnis
ist unabhingig von der Wahl der Basis.

Mithilfe des charakteristischen Polynoms erhalten wir einen neuen Beweis, dass zueinander
konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, denn es gilt:

LEMMA 16.10. (1) Sei A € M, (K), und schreibe charpol, = X" +a, X"' +--- +aX + a,.
Dann gilt Spur(A) = —a

n—I1*
(2) Istf ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums V mit charpol = X"+a, X"+
-+ a, X +ag, sogilt Spur(f) = —a,_,.

BEWEIS. zu (I). Die Behauptung folgt leicht aus der Definition des charakteristischen
Polynoms als Determinante und aus der Leibniz-Formel. Ein Summand der Leibnizformel,
etwa zu einer Permutation o € S, kann ndmlich nur dann einen Beitrag zum Koeffizienten
von X" liefern, wenn in dem zugehorigen Produkt mindestens n — 1 der Diagonaleintrige
von XE, — A auftreten, also (i) = ifiir alle bis auf h6chstens einiin {1, ..., n} gilt. Dann muss
aber o = id sein. Der zur Identitit geh6érige Summand ist H?:I (X — a;;), und der Koeffizient

von X" in diesem Ausdruck ist —>_" a;i.

Teil (2) folgt nun, indem wir den ersten Teil auf eine darstellende Matrix von f anwenden. [J

16.2. Das Minimalpolynom

Neben dem charakteristischen Polynom ordnet man jeder Matrix (bzw. jedem Endomorphis-
mus) ein weiteres Polynom zu, das sogenannte Minimalpolynom. Wie wir sehen werden,
enthalten diese beiden Polynome wesentliche Informationen iiber die zugrundeliegende
Matrix, und insbesondere iiber ihre Eigenwerte und Eigenrdume. Zum Beispiel werden wir
am Ende dieses Kapitels beweisen, dass eine Matrix genau dann diagonalisierbar ist, wenn
ihr Minimalpolynom vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen
hat.

Sei K ein Korperund sein € N.SeiA € M, ,(K), und sei ®: K[X] — M,,,,(K) der Ring-
homomorphismus mit ®(a) = aE, fiir allea € K und ®(X) = A (eine Instanz des Einset-
zungshomomorphismus, Satz 15.24), . Wir schreiben K[A] fiir das Bild von ® — dies ist ein
kommutativer Unterring von M, (K), der K enthilt (und auch ein K-Vektorraum ist).

Weil ® insbesondere ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen ist, der Vektorraum K[X]
nicht endlichdimensional, der Zielraum M, (K) jedoch endlichdimensional ist, kann ® nicht
injektiv sein. Der Kern von @ ist also nicht das Nullideal. Es handelt sich um ein Hauptideal
in K[X], etwa Ker(®) = (p), p # 0. Das Ideal (p) dndert sich nicht, wenn wir p mit einem
Element aus K* multiplizieren. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 16.11. Sei wie oben A € M,(K) und ®:K[X] — M,(K), X — A. Das Mini-
malpolynom minpol , von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p € K[X] mit
Ker @ = (p). =

Etwas konkreter kdnnen wir das so formulieren: Fiir p := minpol , gilt p(A) = 0, und alle
Polynome g € K[X] mitq(A) = owerden von p geteilt. Insbesondere haben alleg € K[X]\ {o}
mit q(A) Grad deg(q) > minpol . Wir kdnnen also dquivalent sagen: Das Minimalpolynom
minpol, von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p kleinsten Grades, so dass
p(A) = o gilt.
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Wie iiblich konnen wir eine analoge Definition fiir Endomorphismen endlichdimensionaler
K-Vektorrdaume machen.

DEFINITION 16.12. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und
f € Endg (V). Sei ®: K[X] — Endg (V) der Einsetzungshomomorphismus mit X — f.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p, das das Ideal Ker(®) erzeugt, heifit das
Minimalpolynom des Endomorphismus f. =

Die konkrete(re) Beschreibung fiir das Minimalpolynom einer Matrix lasst sich natiirlich
auf den Fall von Endomorphismen iibertragen.

BEISPIEL 16.13. Sei K ein Koérper,n € N.

Ist A = diag(a,,...,a,) eine Diagonalmatrix, so gilt fiir jedes Polynom f € K[X], dass
f(A) = diag(f(a,), ...,f(a,))- Schreiben wir {a,, ...,a, } = {A,, ..., A, } mit paarweise verschiede-
neni,, ..., A, (r <n),sogilt

r
minpol, = H(X —A),
i=I
denn es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass dieses Polynom die Matrix A annulliert,
aber keiner seiner echten Teiler diese Eigenschaft hat.

Ist speziell A = aE, ein Vielfaches der Einheitsmatrix, a € K*, so gilt minpol, = X — a. Das
Minimalpolynom der Nullmatrix ist das konstante Polynom 1. O

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass jedenfalls alle Zahlen zwischen 0 und n als Grad
des Minimalpolynoms auftreten konnen. Weil dimg (M, (K)) = n? ist, ist nicht schwer zu
sehen, dass der Grad des Minimalpolynoms hochstens n? sein kann. Wir werden spéter (als
Folgerung des Satzes von Cayley-Hamilton) zeigen, dass aber sogar immer deg(minpol, ) <
n gilt.

Die Begriffe des Minimalpolynoms fiir Matrizen und Endomorphismen sind in der offen-
sichtlichen Art und Weise miteinander kompatibel. Das geht damit einher, dass zueinander
konjugierte Matrizen dasselbe Minimalpolynom haben. Diese beiden Tatsachen halten wir
im folgenden Lemma fest.

LEMMA 16.14. Sei K ein Kérper.

(1) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim V und sei 7 eine Basis von V. Ist f ein
Endomorphismus von V, so gilt

mmpolf = mmpolM%(f)

(2) Seienn € N,A € M,,(K), S € GL,(K). Dann haben A und SAS™" dasselbe Minimalpolynom.

€ K[X].

BEWEISs. zu (1). Es geniigt zu zeigen, dass fiir ein Polynom p € K[X] genaudannp(f) = o
gilt, wenn p(M%(f)) = oist. Das folgt direkt daraus, dass die Abbildung M%(—): Endg (V) —
M,(K),g — M%(g), ein Ringisomorphismus ist.

Wir kénnen die Situation in dem folgenden »kommutativen Diagramm« veranschaulichen

(»kommutativ« heift hier, dass die Verkettung ®, o M%(—) mit @, tibereinstimmt).

K[X]

e
M.@

EndK(V) =

o

(-)

M, (K)
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Hier bezeichnet ®; den Einsetzungshomomorphismus, der durch X > f bestimmt ist, und
®, denjenigen mit X — A.

Um Teil (2) zu beweisen, kann man Teil (1) anwenden (denn A und SAS™" sind darstellende
Matrizen des Endomorphismus f,: K" — K" beziiglich unterschiedlicher Basen). Alternativ
kann man ein analoges Argument fiir den Ringisomorphismus M,,(K) — M, (K), B — SBS™',
durchfiihren. Dass diese Abbildung ein Ringisomorphismus ist, impliziert, dass p(SAS™") =
Sp(A)S~! fiir jedes p € K[X] gilt. Insbesondere sind die Aussagen p(A) = ound p(SAS™') = o
fiir jedes p dquivalent. O

16.3. Der Satz von Cayley-Hamilton

In diesem Abschnitt beweisen wir den wichtigen Satz von Cayley—Hamilton. Der Satz ist be-
nannt nach Arthur Cayley' (1821-1895), der als einer der ersten Mathematiker systematisch
mit Matrizen gearbeitet hat, und William Rowan Hamilton? (1805-1865) (den wir im Zusam-
menhang mit den Quaternionen schon in der Linearen Algebra 1 erwdhnt hatten). Sowohl
Cayley als auch Hamilton haben aber nur Spezialfille des Satzes bewiesen. Den ersten allge-
meinen Beweis (jedenfalls iiber dem Kérper C) gab im Jahr 1878 Ferdinand Georg Frobenius®

(1849-1917).

As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be
perceived but not explained.

Arthur Cayley

(angeblich) in: The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (ed. 1895)
(ich habe aber die 14 Bande mit jeweils

mehreren hundert Seiten nicht alle durchgeschaut...)

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen fiir den Beweis. Seien K ein Kérper und V ein
K-Vektorraum.

DEFINITION 16.15. Seif € Endg (V). Ein Untervektorraum U C V heif3t f-invariant, wenn
f(U) C Ugilt. .

DEFINITION 16.16. Seif € Endg(V). Ein Untervektorraum U C V heifit f-zyklischer Unter-
raum, falls u € U existiert mit U = (u, f(u),f*(u), ... ). =

Offenbar ist jeder f-zyklische Unterraum auch f-invariant. Ein f-invarianter Unterraum
muss jedoch nicht f-zyklisch sein. (Suchen Sie hierfiir ein Beispiel.)

LEMMA 16.17. Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. SeiU = (u,f (u),f*(u),...) C Vein
endlichdimensionaler f -zyklischer Unterraum und seii = dim U. Dannistu, f (u), ..., f* ' (u) eine Basis
von U.

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
2https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
3https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 84, 1—63 (1878)

In den Untersuchungen iiber die Transformation der quadratischen
Formen in sich selbst hat man sich bisher auf die Betrachtung des allge-
meinen Falles beschrinkt, wihrend die Ausnahmen, welche die Resultate
in gewissen speciellen Fillen erfahren, nur fiir die terniiren Formen er-
schopfend behandelt worden sind (Bachmann, dieses Journal Bd. 76, S. 331;
Hermite, dieses Journal Bd. 78, S.325). Ich habe daher versucht, die
Liicke zu erginzen, die sich sowohl in dem Beweise der Formeln findet,
welche die Herren Cayley (dieses Journal Bd. 32, S. 119) und Hermite
(dieses Journal Bd. 47, S.309) fiir die Coefficienten der Substitution ge-
geben haben, als auch in den Betrachtungen, welche Herr Rosanes (dieses
Journal Bd. 80, 8.52) iiber den Charakter der Transformation angestellt

3. Nach Formel (2.) geniigt jede Form A einer gewissen Gleichung,
und der Grad der Gleichung niedrigsten Grades y(A) = 0 ist nicht grosser
als . Ist f(r) eine durch w(r) theilbare ganze Function, f(r) = w(r)y (),
g0 ist f(A) =yw(A)y(A)=0. Da die charakteristische Function ¢(r) durch
w(r) theilbar ist, so ist folglich stets ¢(A)=0. Sind f(r) und g(r) irgend
zwel ganze Functionen von r, und ist k(s) ihr grosster gemeinsamer Divisor,
so lassen sich zwei ganze Iunctionen F(r) und G(r) so bestimmen, dass
f(r)G(r)—g(r)F(r) = h(r) ist. Daher ist auch f(A4) G(A4)—g(A)F(A) = h(A).
Greniigt also A den Gleichungen f(A4) =0 und g(4) =0, so muss es auch
die Gleichung A(A) =0 befriedrigen.

ABBILDUNG 1. Zwei Ausschnitte aus der Arbeit Uber lineare Substitutionen
und bilineare Formen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 84,
1-63 (1878) von F. G. Frobenius. In dem zweiten Ausschnitt ist der »Satz von
Cayley-Hamilton« markiert. Dass das Minimalpolynom, das im Artikel mit
P bezeichnet wird, das charakteristische Polynom (hier: ¢) teilt, wurde vorher
bewiesen. Aus F. G. Frobenius, Gesammelte Abhandlungen I, Hrsg. ] -P. Serre,
Springer 1968

BEWEIS. Seij maximal mit der Eigenschaft, dass u,f(u), ..., f/~*(u) eine linear unabhin-
gige Familie von Vektoren ist. Weil U endliche Dimension hat, existiert ein solches j. Die
Maximalitdt von j impliziert, dass 4, ..., a;_; € K existieren mit

j—1

fu)=> " af'(u).

=0



16.3. DER SATZ VON CAYLEY-HAMILTON 49

Folglich ist (u, ..., /7' (u)) ein f-invarianter Unterraum, er enthilt also alle Elemente der
Form f"(u) und stimmt somit mit U iiberein. Es folgt j = i, und daraus folgt die Behauptung.
O

DEFINITION 16.18. Seien K ein Kérper,n € N. Seiy = X" + Z::; a;X! € K[X] ein normiertes
Polynom vom Grad n. Dann heifit die Matrix

o —a,
I O —a,
I
o
I —a,
(wobei alle Eintrige, die nicht hingeschrieben sind, = o sind) die Begleitmatrix vony. =

BEMERKUNG 16.19. Ein Untervektorraum U C V ist genau dann f-zyklisch, wenn f(U) C U
gilt und eine Basis von U existiert, so dass die Matrix von fi; beziiglich dieser Basis die Form
einer Begleitmatrix hat. O

LEMMA 16.20. Sei A € M, ,(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms y (vom Grad n). Dann
gilt charpol, =y.

BEWEIS. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1ist die Sache klar. Im allgemeinen Fall
ist die Determinante der Matrix

X a,
-1 X a,
_I :
X :

—1 X+a,

zu berechnen. (Wir lassen die Nullen wieder der Ubersichtlichkeit halber weg.) Durch Ent-
wicklung nach der ersten Spalte erhalten wir als Determinante

X a, o 4
-1 X a, °
X - det 1 : +det| 7T
. e} :
X :
—I X + anil —1I X + anfl

Die Determinante im linken Summanden kénnen wir nach Induktionsvoraussetzung schrei-
ben, die Determinante im zweiten Summanden ist gleich a,, wie man durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht. Wir haben also insgesamt

X-(X""+a, X"+ +a)+a,
und das ist gleich y, wie behauptet. 0

Nun kénnen wir den Satz von Cayley-Hamilton formulieren und beweisen.
(K), sogilt charpol , (A) = o(€ M,,,(K)).

(2) Istf ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpol ’ f) =
o(€ Endg(V)).

SaTz 16.21 (Cayley-Hamilton). (1) IstA € M

nxn
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Jedenfalls fiir eine Diagonalmatrix A ist die Aussage (von Teil (1)) klar. Diese einfache Beob-
achtung kann man sogar zu einem vollstindigen Beweis machen, siehe Bemerkung 16.30.

Andererseits sei schon hier die Warnung formuliert, dass die folgende Gleichungskette
charpol, (A) = det(A-E, —A) = det(o) =0

kein Beweis des Satzes ist, weil es sich ndmlich gar nicht {iberall um Gleichungen handeln
kann, denn links steht eine Matrix in M, (K), rechts aber ein Element des Korpers K. Siehe
Bemerkung 16.22

BEwEIs. Esistklar, dass die Aussagen (1) und (2) auseinander hervorgehen, es geniigt
daher, den zweiten Teil zu zeigen.

Seialsof € Endg(V)undy = charpolf. Es geniigt zu zeigen, dass y(f)(v) = ofiirallev € V
gilt, denn das bedeutet ja gerade, dass der Endomorphismus y(f)) die Nullabbildung ist.

Sei also v € V. Wir betrachten den f-zyklischen Unterraum U = (v,f(v),f*(v),...). Es
gilt dann f(U) C U. Seii = dim(U). Die darstellende Matrix von fj;: U — U, u ~— f(u)
beziiglich der Basis v,f(v), ..., f*!(v) von U (Lemma 16.17) ist eine Begleitmatrix, genauer
die Begleitmatrix des charakteristischen Polynoms & von fi;.

Das charakteristische Polynom von f ist nach Lemma 16.5 ein Vielfaches von £. Wir sehen so,
dass es gentigt, Charpolf(f) (v) = oin dem speziellen Fall zu zeigen, dass V ein f-zyklischer

Vektorraum mit Basis v, f(v), ..., f"(v) ist.

Wir betrachten also nun diesen Fall und schreiben nach wie vor y = charpolf. Dann ist

X(f)(v) = o aber leicht nachzurechnen. Ist ndmlich y = X" + Z::; a,X', so lesen wir aus der
letzten Spalte der Begleitmatrix ab, dass

n—I

frv) =f(f"'v) = Z —af'(v),

also .
X)) =f"(v) + Zafi(v) =o.
i=o0 .

Es gibtviele andere Moglichkeiten, den Satz zu beweisen, selbst auf der englischen Wikipedia-
Seite* werden mehrere skizziert.

BEMERKUNG 16.22. Esistverlockend, die folgende »Rechnung« als einen Beweis des Satzes
von Cayley-Hamilton anzusehen:

det(XE, — A)(A) = det(AE, — A) = det(o) = o.

Das Problem mit diesem »Beweis« (genauer mit dem ersten Gleichheitszeichen) ist, dass
das Produkt XE,, durch Einsetzen von A fiir X nicht das Matrizenprodukt AE, ergibt. In der
Tat ist XE,, die Matrix (in M, (K[X])) auf deren Diagonale iiberall X steht und deren Eintrige
auflerhalb der Diagonalen gleich o sind. Setzen wir fiir alle X nun die Matrix A ein, so
erhalten wir eine Matrix mit Eintrdgen in M, (K), nicht eine Matrix mit Eintrégen in K (wie
AE, esist).

Andere Wege zu sehen, dass man so nicht argumentieren kann, sind die folgenden:

(1) Im Satz von Cayley-Hamilton bedeutet = 0, dass der Ausdruck charpol , (A) die Nullma-
trix ist, aber det(AE, — A) ist ein Element des Grundkérpers K'!

4https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
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(2) Analog zur Determinante konnen wir auch die Spur einer Matrix mit Eintragen in K[X]
definieren. Die Spur ist einfach die Summe aller Diagonaleintriage. Sei A € M, (K) und
f = Spur(XE, — A) € K[X]. Dieselbe Methode wiirde auch zeigen, dass f(A) = o ist.
Es gilt aber f(X) = Spur(XE,, — A) = nX — Spur(A), und es ist klar, dass im allgemeinen
nicht nA = Spur(A)E,, gilt.

O

Nach Definition des Minimalpolynoms kénnen wir den Satz von Cayley-Hamilton dquiva-
lent auch als Teilbarkeitsaussage formulieren. So erhalten wir auch die schon angekiindigte
Abschitzung fiir den Grad des Minimalpolynoms einer Matrix (bzw. eines Endomorphis-
mus).

KOROLLAR 16.23. IstA € M, (K), so gilt minpol , | charpol . Insbesondere gilt deg(minpol , ) <
n.

Als weiteres Korollar erhalten wir, dass fiir eine Begleitmatrix charakteristisches Polynom
und Minimalpolynom iibereinstimmen. Insbesondere sehen wir, dass jedes normierte Poly-
nom vom Grad n > o als charakteristisches Polynom und auch als Minimalpolynom einer
(n x n)-Matrix auftreten kann.

KOROLLAR 16.24. SeiA € M, (K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms y (vom Grad n).
Dann gilt charpol, = minpol, = y.

BEWEIsS. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton ist minpol , ein Teiler von charpol ,,
also gentigt es zu zeigen, dass deg(minpol,) > nist. Nun ist nach Definition des Begriffs
Begleitmatrix Ae; = e;  fiiri =1,...,n — 1, und wirep = Z:io ;X' ein Polynom vom Grad
0 <m < nmitp(A) = o, sowire auch p(A)e, = 0, aber es ist

p(A)e, = age; +a;Ae; + -+ +a,ATe; = age; + -+ ey,

unde,...,e,.,  ist eine linear unabhingige Familie. O

16.3.1. Folgerungen aus dem Satz von Cayley-Hamilton. Zunichst erlaubt der Satz
von Cayley-Hamilton einen Zugang zur konkreten Berechnung des Minimalpolynoms einer
Matrix.

BEMERKUNG 16.25 (Berechnung des Minimalpolynoms). Um das Minimalpolynom einer
Matrix A € M, (K) tiiber einem Korper K zu berechnen, kann man das charakteristische
Polynom berechnen. Das erfolgt durch Berechnung der Determinante einer (n x n)-Matrix
in M, (K[X]), was lastig sein kann, aber wofiir uns mehrere Verfahren zur Verfiigung stehen.

Danach sollte man die Zerlegung des charakteristischen Polynoms in irreduzible Polynome
im faktoriellen Ring K[X| bestimmen. Hierfiir gibt es kein allgemeines Verfahren, aber in
konkreten Fillen, insbesondere fiir nicht zu grofie Matrizen, ist das in der Regel méglich.
(Konkreter: Ubungsaufgaben sind so gewihlt, dass das machbar ist.)

Danach kann man in alle Teiler des charakteristischen Polynoms die Matrix einsetzen und
so den (eindeutig bestimmten) normierten Teiler kleinsten Grades finden, der die Matrix
annulliert.

Beim Ausprobieren sollte man noch die Aussage von Satz 16.26 im Hinterkopf haben, der
besagt, dass jeder irreduzible Teiler des charakteristischen Polynoms auch das Minimalpo-
lynom teilt. Man muss also nur diejenigen irreduziblen Teiler von charpol, untersuchen,
die in der Primfaktorzerlegung mit Exponent > 1 auftreten, und schauen, ob der Exponent
im Minimalpolynom kleiner ist. O
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Der folgende Satz zeigt eine noch engere Verbindung zwischen charakteristischem Poly-
nom und Minimalpolynom eines Endomorphismus. Es wird uns aber im weiteren Verlauf
der Vorlesung geniigen, die etwas schwichere Aussage des darauf folgenden Korollars zur
Verfiigung zu haben, fiir den wir einen kurzen direkten Beweis erkldren. Sie konnen daher
den Beweis des Satzes, wenn Sie mdchten, zunichst iberspringen.

SATZ 16.26. Seif € Endg(V), und seip € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind dquivalent:
(i) pistein Teiler von charpol ,

(ii) pistein Teiler von minpol "
BEWEIS. (i) = (ii). Wir fithren Induktion nach dim V. Ist dim V' < 1, so ist notwen-
digerweise charpolf = minpolf. SeinundimV > 1.Seiv € V \ {0} und sei wieder

U= (v,f(v),f*(v),...) der f-zyklische Untervektorraum, der von den Vektoren fi(v) er-
zeugt wird. Seig = fjy € Endg(U) die Einschrdnkung von f.

Sei W C V ein Komplementéirraum von U, und sei w: V — W die Projektion auf W (d.h. fiir
v=u+wéec Vmitu € Uyw € Wgelter(v) = 7(u+ w) = w). Seih € Endg(W) der
Endomorphismus von W, der durch h(w) = 7(f (w)) gegeben ist.

Wir sind dann in der Situation von Lemma 16.5, es gilt folglich charpolf = charpolg charpol, .

Weil p irreduzibel ist, und damit ein Primelement im Ring K|[X], folgt aus unserer Voraus-
setzung, dass p | charpolg oder p| charpol, . Im ersten Fall folgt direkt der Satz: Weil U ein

f-zyklischer Untervektorraum ist, ist ndmlich charpolg = minpolg, und weil minpol " (g)=o0

ist, gilt minpolg \ minpolf.
Wenn p | charpol, gilt, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass p | minpol, , und

wieder gilt minpolf(h) = 0, also minpol, | minpolf.

Die Implikation (ii) = (i) folgt direkt aus dem Satz von Cayley-Hamilton, der besagt, dass

minpol L ein Teiler von charpol : ist.

Alternativer Beweis. Eine ganz andere Moglichkeit, die Richtung (i) = (ii) zu beweisen, liefert
das folgende Lemma. Da der Ring K|[X| faktoriell ist, ist klar, dass aus dessen Aussage die
Implikation (i) = (ii) folgt.

LEMMA 16.27. Seien K ein Korper,n € Nund A € M, (K). Dann gilt

charpol,, | (minpol,)".

BEWEIS. Der Beweis, den wir geben, ist kurz und auch nicht schwierig, aber insofern
»trickreich«, als nicht offensichtlich ist, wie man auf dieses Argument kommen wiirde.

Vorbemerkung. Seip € K[X] irgendein Polynom. Wir betrachten den Polynomring K[X, Y] in
zwei Unbestimmten X und Y. Wenn wir in p = p(X) fiir X die neue Unbestimmte Y einsetzen,
erhalten wir p(Y) € K[X, Y]. Dann gilt im Ring K[X, Y], dass (X — Y) [ p(X) — p(Y). In der Tat,
im Fall p = X" haben wir

X—Y =X-Y)X"4+X2Y+.- XY 24+ Y,
wie man unmittelbar nachrechnet. Daraus folgt leicht der allgemeine Fall.

Sei nun zur Abkiirzung p = minpol , . Wie in der Vorbemerkung schreiben wir u(X) —u(Y) =
(X—7Y)-p(X,Y) fur ein Polynom p(X, Y) € K[X, Y]. Wir nutzen diese Umschreibung unten
in der Form, dass wir fiir X die Matrix XE, € M,,(K[X]) und fiir Y die Matrix A € M, (K) C
M, (K[X]) einsetzen, wir haben dann also

n
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wobei B := p(XE,,A) € M, (K[X]) ist. (Es gentigt uns, dass die obige Gleichung fiir irgendeine
Matrix B € M,,(K[X]) gilt, wir miissen nichts weiter iber Bwissen.)

Wir konnen nun wie folgt rechnen:
p" = det(u-E,) = det(u(XE,) — u(A)) = det((XE, — A)B) = charpol, -det(B),
wobei wir den Produktsatz fiir die Determinante von Matrizen in M, (K[X]) benutzt haben.

Also ist y" ein Vielfaches von charpol  , und das ist genau, was wir zeigen wollten. O

0

KOROLLAR 16.28. Seien K ein Korper,n € N,A € M,,(K) und A € K. Dann sind dquivalent:

(i) Aistein Eigenwert von A,
(ii) Aist eine Nullstelle von charpol ,,

(iii) Aist eine Nullstelle von minpol .

BEWEIS. Die Aquivalenz von (i) und (i) haben wir bereits bewiesen (Satz 16.7). Die
Aquivalenz von (ii) und (iii) ist eine direkte Folgerung aus dem vorherigen Satz, denn A ist
genau dann Nullstelle eines Polynoms p, wenn p durch das (irreduzible) Polynom X — A
teilbar ist. Es ist aber auch leicht, das Korollar direkt zu beweisen.

Dass jede Nullstelle vom Minimalpolynom auch eine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton.

Seinun A € K ein Eigenwert von A und v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Es gilt dann
A'v = A'v, und daraus folgt leicht, dass

p(A)(v) = p(A)v firallep € K[X]
ist.
Insbesondere sehen wir

minpol , (1)v = minpol, (A)v = o,

und da v als Eigenvektor nicht o ist, folgt minpol, (1) = o. O

Wir konnen auflerdem die Eigenschaften trigonalisierbar und diagonalisierbar nun in einfacher
Weise anhand des Minimalpolynoms charakterisieren. Wir formulieren dieses Ergebnis fiir
Endomorphismen, aber wie immer gilt natiirlich die analoge Formulierung fiir Matrizen.

KOROLLAR16.29. Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seif € Endg (V).
Dann gilt:

(1) Der Endomorphismus f ist genau dann trigonalisierbar, wenn minpol L vollstindig in Linearfaktoren
zerfillt.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn minpol vollstdndig in Linearfaktoren
zerfdllt und nur einfache Nullstellen besitzt.

Wir werden Teil (2) in etwas grofierer Allgemeinheit noch einmal im Kapitel iiber die Jor-
dansche Normalform beweisen (Satz 17.10), daher konnen Sie den Beweis auch an dieser
Stelle iiberspringen.
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BEwEis. Teil(1)folgt aus Satz16.9 und Satz 16.26, denn letzterer impliziert, dass minpolf

genau dann vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt, wenn das fiir charpolf gilt.

Es ist auch klar, dass fiir einen diagonalisierbaren Endomorphismus das Minimalpolynom
vollstandig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen hat. Denn wir kénnen
f dann beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix darstellen und deren
Minimalpolynom kann man direkt ablesen. (Vergleiche Beispiel 16.13.)

zu (2). Nun sei f ein Endomorphismus, dessen Minimalpolynom das Produkt von paarweise
verschiedenen Linearfaktoren ist. Seien A, ..., A, € K die paarweise verschiedenen Nullstel-
len von minpol . Nach Satz 16.26 sind das auch genau die Nullstellen von charpol ) also die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von f'.

Wir schreiben minpolf = (X — A,)p fiir ein Polynom p, das nach Voraussetzung ebenfalls

vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen hat, und fiir das p(A,) # o
gilt. Es sei U := Ker(p(f)). Dann gilt f(U) C U.

Behauptung. Es gilt V.=V, @ U.

Begriindung. Wir zeigen zuerst, dass V) NU = oist.Istf(v) = A,v,so folgt p(f)(v) = p(A,)v #
0,esseidennv = o(denn p(A,) # o, wie oben bemerkt).

Es bleibt zu zeigen, dass V; + U = Vist. Weil X — A, irreduzibel und kein Teiler von p ist,
ist 1 ein ggT von X — A, und p im Hauptidealring K[X], wir konnen folglich das konstante
Polynom 1 € K[X] in der Form (X — A;)g + ph = 1 ausdriicken (fiir geeignete g, h € K[X]).

Damit sehen wirv = (f —A,idy)(g(v)) + p(f)(h(f)(v)), und dies ist ein Elementvon U + V, ,
weilo = minpolf(f) =p(f)o (f —A/idy) = (f — A, idy) o p(f) gilt.

Nun folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass f; diagonalisierbar ist. Es ist andererseits
klar, dassf(V, ) C V, giltunddassfy diagonalisierbar ist. Es folgt, dass f diagonalisierbar
ist. O

16.4. Erginzungen®

BEMERKUNG 16.30. In dieser Bemerkung wird ein anderer Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton skizziert, in dem der Satz iber den komplexen Zahlen durch ein »Stetigkeitsargu-
ment« aus dem Fall von Diagonalmatrizen abgeleitet wird. Um das Argument durchzufiihren,
werden allerdings Grundkenntnisse der Analysis und Topologie benétigt. Hat man diese
Vorkenntnisse zur Verfiigung, erhilt man so ein schlagendes Argument fiir den Satz, und
dieses Beweisprinzip der Reduktion auf den Fall von Diagonalmatrizen lasst sich auch an
anderer Stelle einsetzen. Mithilfe der sogenannten Zariski-Topologie (nach Oskar Zariski),
die in der algebraischen Geometrie eine fundamentale Rolle spielt, 1dsst sich das Argument
auch iiber einem beliebigen Grundkoérper durchfiihren.

Wie oben bemerkt, ist die Aussage des Satzes von Cayley-Hamilton fiir Diagonalmatrizen
offensichtlich. Weil zueinander konjugierte Matrizen dasselbe charakteristische Polynom
und Minimalpolynom haben, folgt der Satz (in der Form, dass das Minimalpolynom das
charakteristische Polynom teile) damit fiir alle diagonalisierbaren Matrizen.

Sei nun zunichst K = C der Korper der komplexen Zahlen. Wir kénnen dann von stetigen
Abbildungen C™ — C™ sprechen und den Satz von Cayley-Hamilton mit dem folgenden
»topologischen« Argument beweisen. Die Abbildung

M,(C) = M,(C), A+ charpol, (A),
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ist eine stetige Abbildung, denn die Eintrége der Matrix charpol , (A) lassen sich als polyno-
miale Ausdriicke in den Eintrigen von A schreiben, und Polynomfunktionen sind stetig.

Nun gilt fiir jede stetige Abbildung, dass des Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge des
Wertebereichs ebenfalls abgeschlossen ist. (Das ist sogar dquivalent zur Stetigkeit.) Ange-
wandt auf die abgeschlossene Teilmenge {0} C M, (C) sehen wir damit, dass die Teilmenge
von M, (C), die aus allen Matrizen A mit charpol, (A) = o besteht, abgeschlossen ist.

Damit geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen: Jede abgeschlossene Teilmenge von M,,(C),
die alle diagonalisierbaren Matrizen enthilt, stimmt mit M, (C) tiberein. Mit anderen Wor-
ten miissen wir begriinden, dass in jedem Ball mit Radius ¢ > 0 um eine beliebige Matrix
stets eine diagonalisierbare Matrix liegt.

Dafiir benutzen wir, dass eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in n verschiede-
ne Linearfaktoren zerfillt, jedenfalls diagonalisierbar ist. Das folgt — ohne den Satz von
Cayley-Hamilton benutzen zu miissen — aus den obigen Ergebnissen. Denn das Minimalpo-
lynom muss dann auch in n verschiedene Linearfaktoren zerfallen, es hat also nur einfache
Nullstellen.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in n verschiedene Linearfaktoren zerfal-
le, bedeutet, dass es nur einfache Nullstellen hat (denn {iber dem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper C zerfillt es jedenfalls vollstindig in Linearfaktoren), also dass die Diskrimi-

nante AcharpolA € C dieses Polynoms von o verschieden ist (Bemerkung 15.84). Die Menge

der nicht-diagonalisierbaren Matrizen ist also enthalten in der Menge
{A € M, (C); AcharpolA = 0}.

Nun ist auch AcharpolA ein polynomialer Ausdruck in den Koeffizienten von A, und die Null-

stellenmenge eines Polynoms # o (in mehreren Variablen, in diesem Fall in den n* Variablen,
die zu den Eintrigen der Matrix A € M, (C) korrespondieren) kann keinen offenen Ball
enthalten. (Dies kann man durch Induktion nach Anzahl der Unbestimmten zeigen.)

Den Fall des Koérpers K = R der reellen Zahlen kann man dhnlich behandeln, wenn man
benutzt, dass das charakteristische Polynom eine Matrix A € M, (R) davon unabhingig ist,
ob man A als Element von M, (R) oder von M, (C) betrachtet. O

BEMERKUNG 16.31. Wir konnen jetzt Bemerkung I.10.18 noch prézisieren: Ist K ein Kérper
der Charakteristik o, d.h. dass der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z — K
injektivist,und sind A, B € M,,(K), so sind dquivalent:

(i) Fiir allei > 1gilt Spur(A?) = Spur(B).
(ii) Es gilt charpol, = charpol,.

Insbesondere haben also in dieser Situation A und B dieselben Eigenwerte, und ihre algebrai-
schen Vielfachheiten, also die Vielfachheiten als Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
stimmen ebenfalls iiberein. O

ERGANZUNG 16.32 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Von H. Derksen wurde ein Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben, der bis auf die beiden unten angegebenen
Fakten (1) und (2) nur lineare Algebra benotigt. Allerdings sind die Beweise, die mit Metho-
den von fortgeschrittenen Vorlesungen (speziell der Funktionentheorie einerseits und der
Algebra andererseits) gegeben werden konnen, letztlich erhellender, weil die Struktur der
Situation insgesamt klarer wird.

THEOREM 16.33 (Fundamentalsatz der Algebra). Istf € C[X] ein Polynom vom Grad > 1, dann
besitzt f eine Nullstelle in C.
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Die beiden »analytischen« Eigenschaften, die in Derksens Beweis bendtigt werden, sind

(1) Jedes Polynom in R[X] von ungeradem Grad besitzt eine Nullstelle in RR.

(2) Jedes quadratische Polynom in C[X] hat eine Nullstelle in C.

Den ersten Punkt erhélt man aus dem Zwischenwertsatz und der Betrachtung des Grenz-
werts der gegebenen Polynomfunktion fiir x — +oo. Der zweite Punkt folgt (mit einer

Methode zur Lésung quadratischer Gleichungen nach Wahl) daraus, dass jede komplexe
Zahl eine Quadratwurzel besitzt.

Der Beweis beruht auf einer trickreichen Formulierung, die es erlaubt, an mehreren Stellen
mit vollstédndiger Induktion zu arbeiten.

Siehe https://math.berkeley.edu/~ribet/110/£03/derksen.pdf. O Ergdnzung 16.32
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ANHANG F

Bemerkungen zur Literatur *

Die Bemerkungen zur Literatur im Skript zur Linearen Algebra 1, Abschnitt I.D, haben
natiirlich weiterhin Giiltigkeit und die dort angegebenen Biicher und Skripte (beziehungs-
weise gegebenenfalls die zweiten Bande/Teile, die teilweise dort auch schon verlinkt sind)
versorgen Sie mit allem Stoff (und noch deutlich mehr), den wir in der Linearen Algebra 2
behandeln werden.

Was hier noch ergidnzt werden soll, sind einige Bemerkungen dazu, welche Biicher/Texte
einen dhnlichen Ansatz verfolgen wie wir in der Vorlesung (und wo man vielleicht einen
anderen Blickwinkel findet). Denn im Vergleich zur Linearen Algebra 1 ist der Stoff von
Teil 2 schon etwas weniger standardisiert. Um den Satz iiber die Jordansche Normalform
zu beweisen, gibt es unterschiedliche Mdoglichkeiten, der Quotientenvektorraum wird oft
schon frither behandelt, oft schon im ersten Semester zur Linearen Algebra, und die anderen
Universalkonstruktionen, die wir erwdhnen (Tensorprodukt und dufiere Potenz) gehoren
nicht unbedingt zum Standardstoff. Bei den Bi- und Sesquilinearformen gibt es vor allem
insofern Unterschiede, ob ausschlieRlich tiber den Kérpern R und C gearbeitet wird, oder ob
der Fall eines allgemeinen Grundkdrpers zu Beginn ebenfalls betrachtet wird.

F.1. Literaturverweise zu einigen Vorlesungsthemen

F.1.1. Die Jordansche Normalform. Die Vorlesung richtet sich nicht genau nach einer
Vorlage, aber die Darstellung in den Biichern von Brieskorn (Lineare Algebra und Analy-
tische Geometrie II), Fischer (Lernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie) sind
nicht so weit davon entfernt, wie wir es machen. Ebenso kann ich das Buch [Vi] von Vinberg,
Kap. 6.4, empfehlen.

Ein anderer Zugang wird beispielsweise von Bosch [Bo] gewihlt. Dort wird der Satz iiber die
Jordansche Normalform aus dem »Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln tiber Hauptide-
alringen« gefolgert. Dieser Zugang ist konzeptioneller, erfordert aber einen betréichtlichen
Aufwand zur Entwicklung dieser allgemeinen Theorie.

F.1.2. Universalkonstruktionen. Tensorprodukte und die duflere Algebra werden
zum Beispiel auch in den Biichern von Bosch [Bo]und Waldmann (Lineare Algebra 2, https:
//doi.org/10.1007/978-3-662-53348-2) und im Skript von Loh (Lineare Algebra II') be-
sprochen.

F.1.3. Bilinearformen und Sesquilinearformen. Wie gesagt variiert hier der Grad
der Allgemeinheit, in der das Thema durchgenommen wird. Ich habe mich fiir einen Mit-
telweg entschieden, bei dem die Theorie solange, wie es mathematisch keinen Unterschied
macht, tiber allgemeinen Korpern aufgebaut wird, denn das hat — zum Beispiel fur die
Zahlentheorie - durchaus einen Nutzen. Ahnlich ist es auch im Buch von Lorenz (Lineare
Algebra 2), jedenfalls soweit es die Bilinearformen betrifft. Brieskorn (Lineare Algebra und
Analytische Geometrie II) geht noch einen Schritt weiter und lasst nicht nur Kérper, sondern
beliebige Schiefkorper als »Grundkorper« zu, und erhilt so die Theorie in der letztendlich

Thttp://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/linalg2_ss17/lecture_notes.pdf
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richtigen Allgemeinheit. Fiir den ersten Kontakt erschien mir das aber sozusagen zuviel des
Guten.
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