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KAPITEL 1

Einleitung

Die Kommutative Algebra behandelt die Theorie der kommutativen Ringe und von Moduln
iiber solchen Ringen. Der Begriff des Moduls iiber einem Ring ist die natiirliche Verallge-
meinerung des Begriffs des Vektorraums iiber einem Korper. Zwei wichtige Beispielklassen
kommutativer Ringe sind

Polynomringe tiber einem (algebraisch abgeschlossenen) Korper und ihre Quotienten nach Idealen. Ist k
ein (algebraisch abgeschlossener) Kérperund I = (f;, ..., f;,) € R = k[X,, ..., X, ] ein Ideal, so
reflektiert der Ring R / I viele geometrische Eigenschaften der gemeinsamen Nullstellen-
menge
V(I) = {(x,...,x,) €™ Vi: fi(x,...,x,) =0} C k"

der Polynome f; (siehe Korollar 4.24, Korollar 4.25). Wegen der Moglichkeit, geometrische
Eigenschaften in algebraische Eigenschaften eines Rings zu tibersetzen, ist die Kommutative
Algebra ein essenzielles Hilfsmittel der modernen algebraischen Geometrie.

Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper. Sei K /Q eine endliche Korpererweiterung, und sei
Og = {x € K; minpole € Z[X]}.

Diese Menge ist ein Unterring von K und der Ring Oy heif3t der Ring der ganzen Zahlen von K.
Er reflektiert wesentliche zahlentheoretische Eigenschaften des Korpers K. Dies wird in der
Vorlesung Algebraische Zahlentheorie genauer untersucht.Zum Beispiel hingt die Fermatsche
Vermutung' -

firn > 2undx,y,z € Zgiltx" + y" = z" hochstens, wenn xyz = o

- mit der Struktur der Ganzheitsringe in den Kérpern Q(¢), die durch Adjunktion einer
primitiven n-ten Einheitswurzel entstehen, zusammen. (Jedenfalls in dem Sinne, dass man
fiir diejenigen n, fiir die dieser Ring faktoriell ist, die obige Aussage ziemlich leicht beweisen
kann. Allerdings kann man zeigen, dass das nur fiir endlich viele n (die alle < 90 sind) der
Fall ist. Inzwischen wurde die Fermatsche Vermutung fiir alle n von Wiles und anderen
bewiesen, mit Methoden der algebraischen Zahlentheorie und algebraischen Geometrie,
die iiber den iiblichen Umfang des Master-Studiums deutlich hinausgehen.)

Im Sinne der Ubersetzung von algebraischen zu geometrischen Fragen (und umgekehrt),
werden wir fiir jeden Ring R die Menge Spec R aller Primideale von R zu einem »geometri-
schen Objekt« machen (einem topologischen Raum), siehe Abschnitt 2.1. In der algebrai-
schen Geometrie wird diese Sichtweise dann noch wesentlich ausgebaut. Die so verfiigbare
geometrische Intuition kann dann auch auf Situationen angewendet werden, die von zah-
lentheoretischen Fragen herkommen, etwa von Ringen der Form O. (Solange hier noch
nicht mehr dazu steht: Siehe auch Abschnitt ALG.3.8.)

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/GroBer_Fermatscher_Satz
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6 1. EINLEITUNG

Verweise der Form Kapitel LA1.4, Abschnitt LA2.15.1, Satz ALG.3.22 verweisen auf die Vor-
lesungsskripte zur Linearen Algebra 1[LA1], Linearen Algebra 2 [LA2]und Algebra [ALG].
Wenn Sie die entsprechenden PDF-Dateien unter den Dateinamen lal.pdf, 1a2.pdf be-

ziehungsweise algebra.pdf im selben Verzeichnis ablegen wie dieses Skript, dann sollten
diese Referenzen »anklickbar« sein.



KAPITEL 2

Ringe und Moduln

2.1. Ringe und Ideale

Wir beginnen mit der Wiederholung einiger Begriffe, die schon in der Linearen Algebra 2
und Algebra eingefithrt wurden (insbesondere Ringe, Ideale, Primideale und maximale Ideale)
und die wir in dieser Vorlesung genauer studieren werden.

2.1.1. Definitionen.

DEFINITION 2.1. Eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen +: R x R — R (Addition)
und = R x R — R (Multiplikation) heifst kommutativer Ring mit 1, falls gilt:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (Wir bezeichnen das neutrale Element beziiglich + stets
mit 0.), und

(b) die Multiplikation - ist assoziativ, besitzt ein neutrales Element (das wir immer mit 1
bezeichnen), verhilt sich distributiv beziiglich + und ist kommutativ.

Sofern nicht ausdriicklich etwas Anderes gesagt wird, verstehen wir in diesem ge-
samten Skript unter einem Ring immer einen kommutativen Ring mit 1.

Wir verwenden die iiblichen Bezeichnungen: Der Multiplikationspunkt wird tiblicherweise
ausgelassen. Das Inverse von a € R beziiglich der Addition wird mit —a bezeichnet, wir
schreiben a — b statta + (—b).

BEISPIEL 2.2. (1) Die Menge R = {0} mito+ 0 = 0,0-0 = 0, ist ein Ring, der sogenannte
Nullring. Dies ist der einzige Ring, in dem 1 = o gilt. Wir schreiben einfach R = o.
(2) Die ganzen Zahlen Z bilden mit der tiblichen Addition und Multiplikation einen Ring.

(3) IstReinRing,dannkonnenwir die Polynomringe R[X]in einer, R[X|, ..., X,,] in endlich vie-
len und R[X;; i € I] in beliebig vielen Unbestimmten bilden. Siehe Abschnitt ALG.A.2.2.

(4) Sind R,, R, Ringe, dann ist das kartesische Produkt R, x R, mit der komponentenweisen
Addition und Multiplikation ein Ring. Allgemeiner kann man fiir jede Indexmenge I
und Familie von Ringen R;, i € I, das Produkt Hiel R; mit den komponentenweisen
Operationen zu einem Ring machen.

O

DEFINITION 2.3. SeiR ein Ring.

(1) Ein Element a € R heifit Einheit, falls ein Element b € R existiert mit ab = 1. Die Menge
R* aller Einheiten in R bildet eine Gruppe beziiglich der Multiplikation, die sogenannte
Einheitengruppe.

(2) Ein Elementa € R heifdt Nullteiler, falls ein Element b € R, b # 0, existiert mit ab = o. Ist
R # ound hat R keine Nullteiler aufier o, so heif3t R Integritdtsring.

7



8 2. RINGE UND MODULN

(3) Ein Element a € R heif3t nilpotent, wenn n > 1 existiert mit a"” = o.

BEMERKUNG 2.4. Sindu € R* unda € Rnilpotent,soistu —a € R*. Esist ausreichend, das
fiir u = 1 zu zeigen, weil mit a auch u~'a nilpotent ist. Es gilt aber (1 — a) (Z ai> = 1. Die

i>o
Summe hier ist nur formal unendlich, weil mit a offenbar auch —a nilpotent ist. Vergleiche
die geometrische Reihe. Weil mit a auch —a nilpotent ist, folgt auchu +a € R*. O

DEFINITION 2.5. Seien R, S Ringe. Eine Abbildung f: R — S heifit Ringhomomorphismus,
wenn gilt:

(a) f(x+y) =f(x) +f(y) firallex,y € R,
(b) f(xy) = f(x)f (y) fiir allex,y € R,
(c) f(1) =1

Die Menge aller Ringhomomorphismen von R nach S bezeichnen wir mit Hom(R,S).

DEFINITION 2.6. Ein Ringhomomorphismus f: R — S heif3t Ringisomorphismus, wenn f
einen Umkehrhomomorphismus besitzt, d.h., wenn ein Ringhomomorphismus g: S — R
mitgof = idg, f o g = id;. —

Esist klar, dass jeder Ringisomorphismus bijektiv ist, und nicht schwer zu zeigen, dass jeder
bijektive Ringhomomorphismus ein Isomorphismus ist.

BEISPIEL 2.7. (I) SeiR ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomor-
phismus Z — R (siehe Beispiel ALG.3.2). Wenn wir eine ganze Zahl als Element von R
auffassen, ist immer ihr Bild unter diesem Ringhomomorphismus gemeint (insbeson-
dere fiir n > o die n-fache Summe 1 + - - - 4 1in R). Achtung: Dieser Ringhomomorphismus ist
im allgemeinen nicht injektiv.

(2) Ist: R — Sein Ringhomomorphismus und sind x, ..., x,, € S, dann existiert ein eindeu-
tig bestimmter Ringhomomorphismus ®: R[X,, ..., X, ] — Smit ®(a) = afiirallea € R
und ®(X;) = x; firi = 1,...,n. Wir nennen ® den (zu ¢ und x,, ..., x,, gehorigen) Einset-
zungshomomorphismus. Insbesondere haben wir den Einsetzungshomomorphismus im
Spezialfall n = 1. Allgemeiner kann man genauso den Fall beliebieg vieler Unbestimmter
betrachten.

O

DEFINITION 2.8. Eine Teilmenge S C R eines Ringes R heifst Unterring, falls 0,1 € Sund S
abgeschlossen beziiglich +, — und - ist. —|

DEFINITION 2.9. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge a C R heifit Ideal, wenn a eine Untergruppe
beziiglich der Addition ist, und wenn fiir allex € R,y € agilt, dassxy € a. =

BEMERKUNG 2.10. (I) Injedem Ring R sind {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal) Ideale.

(2) Der Durchschnitt von Idealen ist ein Ideal.
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(3) Sind R ein Ring und ist X C R eine Teilmenge, so ist

(X) := ﬂ a:{Zaixi;nZo,aieR,xieX}

aCR Ideal,XCa i=1
das kleinste Ideal von R, das X enthilt. Wir nennen (X) das von X erzeugte Ideal. Ist
X = {x,,...,x,}, so schreiben wir (x,, ...,x,) := (X). Beispiel: (0) = {o}, (1) = R. Ein
Ideal a heif3t endlich erzeugt, wenn endlich viele Elemente a,, ...,a, € a existieren mit
a = (a,,...,a,). Ein Ideal a heif}t Hauptideal, wenn ein Element a € a existiert mit a = (a).
Ein Integrititsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifst Hauptidealring.

(4) SeiReinRing.Sind a, C RIdeale, so heifit dasvon|J a, erzeugte Ideal die Summe der
Ideale a,,in Zeichen } | a,.Esgilt

Z a, = {Z x,; x, € a,, nur endlich viele x, ungleich 0} .
v v

¢
DEFINITION 2.11. Seien R ein Ring und a, b Ideale von R. Dann heif3t
ab = (ab; a € a,b € b) = {Zaibi; a; € a,b; € b}
das Produkt der Ideale a und b. | o

LEMMA 2.12. Seif: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist der Kern Ker f := f~'(0) von f ein
Ideal von R und das Bild Im f = f(R) von f ein Unterringvon R’.

DEFINITION 2.13. Eine R-Algebra ist ein (Ring A zusammen mit einem) Ringhomomorphis-
mus R — A (dieser Homomorphismus heifit auch der Strukturmorphismus. Ein Homomorphis-
mus zwischen R-Algebren ¢: R — A, : R — Bist ein Ringhomomorphismus f: A — B, so
dass f o @ = . Die Menge aller R-Algebren-Homomorphismen von A nach B bezeichnen
wir mit Homg (A, B). =

2.1.2. Der Quotient nach einem Ideal.
Definition des Quotientenbegriffs durch die universelle Eigenschaft.

DEFINITION 2.14. Seien R ein Ring und a ein Ideal. Eine R-Algebra 7: R — R heifit Quotient
von R nach a, wenn a C Ker(x) gilt und fiir jeden Ring S die Abbildung

Hom(R,S) — {f € Hom(R,S); Ker(f) D a}, ¢ —pom,

eine Bijektion ist. —

BEMERKUNG 2.15. (1) In der Definition kann man die Bedingung a C Ker(n) fallenlassen,
weil sie aus der zweiten Bedingung folgt (denn fiir S = R liegt id; in der rechten Seite
der Bijektion).
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(2) Alternativkann man einen Ringhomomorphismus R — S (also eine R-Algebra-Struktur
auf S)vonvorneherein fixieren und die Aquivalenz, dass f genau dann iiber r faktorisiert,
wenn a C Ker(f) gilt, dadurch ausdriicken, dass die Abbildung

Homg(R,S) — {f € Homg(R,S); Ker(f) D a}, ¢p—~pom,
eine Bijektion ist. Hier werden also auf beiden Seiten R-Algebra-Homomorphismen
betrachtet. (Das hat zur Folge, dass beide Seiten hochstens ein Element haben.)

(3) Im allgemeinen kann die obige Bedingung wie folgt ausformuliert werden: Seif: R — S
ein Ringhomomorphismus. Der Homomorphismus f faktorisiert genau dann iiber 7
(d.h., ldsst sich schreiben in der Form f = ¢ o 7 fiir ein : R — S), wenn Ker(f) O a.In
diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt.

Das bedeutet: Der »wie tiblich« konstruierte Quotient R / a (siehe unten) ist ein Quotient
im Sinne der obigen Definition — dies ist gerade der Homomorphiesatz.

(4) Aus der universellen Eigenschaft folgt, dass ein Quotient eindeutig bestimmt ist bis auf
eindeutigen Isomorphismus, siehe den Beweis von Satz LA2.18.4.

(5) Aus der obigen Definition geht nicht hervor, ob ein Quotient in diesem Sinne iiber-
haupt immer existiert. Man kann mit dieser abstrakteren Definition also nicht darum
herumkommen, die Konstruktion des Quotienten durchzufiihren.

O

Konstruktion des Quotienten. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal. Die Relation

X~y <<= x—y€a
definiert eine Aquivalenzrelation auf R, deren Aquivalenzklassen wir als die Nebenklassen
von a in R bezeichnen. Die Aquivalenzklasse von x € R ist

X:=x+a:={x+a;aca}l.
Die Menge R/a der Aquivalenzklassen wird durch die (wohldefinierten!) Verkniipfungen
X+y:=x+y, undx-y :=Xxy

zu einem kommutativen Ring, und die Abbildung 7: R — R / a,x — X, die als die kanonische
Projektion bezeichnet wird, ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

SATz 2.16 (Homomorphiesatz/Universelle Eigenschaft des Quotienten). Seien R ein Ring und
a C Rein Ideal. Sein: R — R / a die kanonische Projektion.

(1) Ein Ringhomomorphismus ¢: R — R’ faktorisiert genau dann iiber 7 (d.h. es existiert : R/a mit
P om = @), wenna C Ker ¢. Der Homomorphismus i ist dann eindeutig bestimmt. (Wie oben
bemerkt, besagt dieser Teil genau, dass m: R — R / a ein Quotient im Sinne der obigen Definition ist.)

(2) In diesem Fall gilt Im ¢ = Im , und  ist genau dann injektiv, wenn a = Ker ¢.

SATz 2.17 (Ideale des Quotienten). Seien R ein Ring und a C R ein Ideal. Seiw: R — R/a die
kanonische Projektion. Dann sind die Abbildungen

b— m(b) und ¢ — 7' (c)

zueinander inverse, inklusionserhaltende Bijektionen zwischen der Menge aller Ideale von R, die a enthalten,
und der Menge aller Ideale von R /a.

BEwEis. Urbilder von Idealen unter Ringhomomorphismen sind Ideale. Bilder von
Idealen unter surjektiven Ringhomomorphismen sind Ideale. Mit den Notationen aus dem
Satzistklar,dass 7' (¢) fiir alle cdas Ideal a = Ker(7) enthilt. Daher liefern die angegebenen
Zuordnungen tatsdchlich Abbildungen zwischen der Menge der Ideale in R, die a enthalten
und der Menge der Ideale im Quotienten R/a. Es ist auch klar, dass sie inklusionserhaltend
sind. Dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind, ist nleicht nachzupriifen. [
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Weitere Literatur zum Thema Ringe und Ideale: Kapitel LA2.15, Kapitel ALG.3, [ AM]
Ch.1,[M2] §1

2.2. Einschub: Topologische Riume

Ein grundlegender Bestandteil unserer Vorstellung von »geometrischen Objekten« ist es,
Aussagen dariiber treffen zu konnen, ob zwei Punkte nahe beieinander liegen, oder nicht.
Besonders direkt spiegelt sich das in einem metrischen Raum wider, d.h., einer Menge X
zusammen mit einer Metrik, oder Abstandsfunktion,d: X x X — R., die symmetrisch ist
(d(x,y) = d(y,x)), fiir die d(x, y) = 0 genau dann gilt, wenn x = y, und die die Dreiecksunglei-
chung
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) furallex,y,zeX

erfiillt. Ein wichtiges Beispiel sind die Rdume R" mit der Metrik d(x, y) := ||x — y||, wobei
|| — || die euklidische Norm bezeichnet:

ell = v/ T

Fir unsere Zwecke ist dieser Begriff allerdings nicht geeignet, da auf den Rdumen, die wir
betrachten werden, eine geeignete Metrik nicht existiert. Ein schwicherer/allgemeinerer Be-
griff ist der des topologischen Raumes. Die Ausgangsiiberlegung fiir dessen Definition besteht
aus den folgenden beiden Punkten:

(1) Die Frage, ob eine Abbildung stetig ist, hdngt eng mit der Ausgangsfrage zusammen,
wann Punkte nahe beieinander liegen. (Denken Sie an das g-6-Kriterium fiir Stetigkeit
von Abbildungen R" — R™.)

(2) Seif:R"™ — R™ eine Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann stetig, wenn fiir alle offenen’
Teilmengen V C R™ das Urbild f*(V) eine offene Teilmenge von R" ist. Um den Begriff
der Stetigkeit zu definieren, miissen wir also nur wissen, welche Teilmengen offen sind.
Genauere Informationen iiber die Metrik sind nicht erforderlich.

DEFINITION 2.18. Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Familie O
von Teilmengen von X, so dass gilt:

(@) e O, X €0,
(b) IstIeine Menge undsind U; € O,i € I,sogiltJ,_, U; € O.
(c) IstIeine endliche Menge und sind U; € O, i € I, so gilt ﬂiel U, e O.

Wir nennen eine Teilmenge U C X offen, wenn U € O ist. !

Die Familie O wird auch als eine Topologie auf X bezeichnet. Ist X eine Menge und sind O,
O’ Topologien auf X, so nennen wir O feiner als O’ (und dementsprechend O’ gréber als
O),wenn O’ C O.In der Regel sprechen wir einfach von dem topologischen Raum X und
erwihnen die Familie O nicht eigens.

DEFINITION 2.19. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Z C X heif3t abgeschlossen,
wenn ihr Komplement X \ Z offen in X ist. -

I'Wir nennen V C R™ offen, wenn fiir alle x € V ein ¢ > o existiert, so dass der offene Ball um x mit Radius ¢
ganz in V liegt.



12 2. RINGE UND MODULN

DEFINITION 2.20. Seien X, Y topologische Raume. Eine Abbildung f: X — Y heifdt stetig,
wenn fiir alle offenen Teilmengen V C Y das Urbild f (V) offen in X ist. -

Aquivalent kann man die Stetigkeit von f: X — Y dadurch charakterisieren, dass das Urbild
jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

BEMERKUNG 2.21. Genau wie man zwischen Vektorrdumen normalerweise nur lineare Ab-
bildungen (mit anderen Worten: Vektorraumhomomorphismen) betrachtet, betrachtet man
zwischen topologischen Rdumen typischerweise nur stetige Abbildungen. In der Sprache
der Kategorien (Abschnitt 3.1) sind stetige Abbildungen die Morphismen in der Kategorie der
topologischen Rdume. Eine stetige Abbildung X — Y zwischen topologischen Rdumen, die
eine stetige Umkehrabbildung besitzt, nennt man einen Homéomorphismus. Im Sinne von
Definition 3.3 kdnnen wir also sagen: Ein Homdomorphismus ist ein Isomorphismus in der
Kategorie der topologischen Rdume. Ein Homdomorphismus ist, weil er eine Umkehrab-
bildung besitzt, notwendigerweise bijektiv. Aber nicht jede bijektive Abbildung zwischen
topologischen Réumen ist ein Homdomorphismus! (Uberlegen Sie sich ein Beispiel ..., even-
tuell lohnt es sich, vorher noch Beispiel 2.22 anzuschauen.) O

BEISPIEL 2.22. (1) Sei X ein metrischer Raum, zum Beispiel X = R mit der euklidischen
Metrik. Mit der obigen Definition offener Mengen wird X zu einem topologischen Raum.
Die stetigen Abbildungen metrischer Riume im »iiblichen« Sinne sind dann genau die
stetigen Abbildungen im Sinne der vorherigen Definition.

(2) Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie ist die Topologie, in der alle Teilmengen von X
offen sind.

(3) Sei X eine Menge. Die chaotische Topologie (oder Klumpentopologie) ist die Topologie, in der
() und X die einzigen offenen Teilmengen von X sind.

O

DEFINITION 2.23. (1) Eintopologischer Raum X heif3t quasi-kompakt (oder iiberdeckungskom-
pakt), wenn fiir jede Familie U;, i € I, von offenen Teilmengen von X mit X = Ul,E ; Ui gilt:

Es gibt eine endliche Teilmenge I’ C I mit X = Uiel’ U;.

(2) Ein topologischer Raum X heift Hausdorffsch, wenn fiir alle x,y € X mitx # y offene
Teilmengen U, V C X existieren mitx € U,y € V,UNV = ().

Jeder metrische Raum ist Hausdorffsch. Eine Teilmenge Z C R" ist genau dann iiberde-
ckungskompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

DEFINITION 2.24. Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Die Teilraumto-
pologie auf Y (oder auch die induzierte Topologie) ist die Topologie fiir die die offenen Mengen
in Y genau die Mengen der Form U N Y mit U C X offen sind. =

DEFINITION 2.25. SeiX ein topologischer Raum und seiZ C X eine Teilmenge. Der Abschluss
Zvon Z in X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Z enthélt, mit anderen
Worten der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die Z enthalten. —

BEISPIEL 2.26. (I) Sei X ein topologischer Raum und sei Z eine Teilmenge von X. Genau
dann ist Z eine abgeschlossene Teilmenge von X, wenn Z = Z gilt.



2.3. PRIMIDEALE UND MAXIMALE IDEALE 13

(2) Der Abschluss des offenen Intervalls (a, b) in R (a < b) ist das abgeschlossene Intervall
[a,b]. Der Abschluss von Q in R ist R.

O

Literatur zum Thema topologische Ridume: Es gibt viele Biicher iiber (elementare) Topo-
logie und Sie kénnten das erste Kapitel in

K. Janich, Topologie, Springer, 8. Aufl., 2005.

https://doi.org/10.1007/0138142

anschauen. Aber fiir die Vorlesung Algebra 2 ist das schon {ibertrieben — uns reichen
erstmal die einfachsten Grundlagen. Wenn Sie zusitzlich zum Skript eine weitere
Quelle hinzuziehen mdchten, wiirde ich daher eines der géngigen Analysis-Biicher
empfehlen, zum Beispiel

O. Forster, Analysis 2, Vieweg+Teubner, 9. Aufl., 2010.
https://doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8

Kapitel I §1.

H. Heuser, Lehrbuch der Analysis Teil 2, Springer, 14. Aufl., 2008.
Kapitel XIX.

2.3. Primideale und maximale Ideale

DEFINITION 2.27. Sei R ein Ring.

(1) EinIdeal p C R heifdt Primideal, falls p # R und fiir allex,y € R mitxy € p gilt: x € p oder
yep.

(2) EinIdeal m C R heif$t maximales Ideal, falls m # R, und fiir alle Ideale m” # R mit m C m’
gilt: m = m’.

_|

BEMERKUNG 2.28. (1) Sei R ein Ring. Das Nullideal ist genau dann ein Primideal von R,
wenn R ein Integritdtsring ist. Das ist leicht zu beweisen, folgt aber auch aus dem néchs-
ten Satz.

(2) SeiR ein Integritétsring. Ein Hauptideal o # (a) C R ist genau dann ein Primideal, wenn
a ein Primelement ist. (Aber in aller Regel gibt es auch Primideale, die keine Hauptideale
sind.)

0
SATZ 2.29. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal.
(1) Das Ideal a ist genau dann ein Primideal, wenn R/a ein Integritditsring ist.
(2) Das Ideal a ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R /a ein Kérper ist.
Insbesondere gilt: Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
BEWEIs. Siehe Lemma ALG.3.17, Lemma ALG.3.19. O

SATZ 2.30. Sei R ein Ring, a ein Ideal von R, a # R. Dann besitzt R ein maximales Ideal m mit a C m.
Insbesondere besitzt jeder Ring R # 0O ein maximales Ideal.

BEWEIS. Siehe Satz ALG.3.22. O


https://doi.org/10.1007/b138142
https://doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8
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SATz 2.31. Die Bijektionen in Satz 2.17 erhalten die Eigenschaften Primideal und maximales Ideal.

BEWEIs. Wir schreiben 7: R — R/a fiir die kanonische Projektion. Fiir ein Ideal b C R
giltdannR /b = (R/a)/m(b),denndie VerkettungR — R/a — (R/a) /m(b)istsurjektivmit
Kern b. Deshalb folgt die Behauptung aus Satz 2.29. (Es geht natiirlich auch leicht direkt; und
fiir die Eigenschaft maximales Ideal ist die Behauptung insofern direkt klar, als die genannte
Bijektion zwischen Idealen in R und R/a inklusionserhaltend ist. O

BEISPIEL 2.32. SeiR ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell (Abschnitt ALG.3.4). Fiir ein
Ideal (a) # o sind dquivalent:

(i) Das Elementa € Rist irreduzibel.
(ii) DasIdeal (a) ist ein Primideal.

(iii) Das Ideal (a) ist ein maximales Ideal.

Das einzige nicht-maximale Primideal ist das Nullideal. Siehe Satz ALG.3.20. O

2.4. Das Primspektrum eines Rings

In diesem Abschnitt definieren wir (eine erste Version) des (Prim-)Spektrums eines Rings. Die
grundlegende Idee ist, jedem Ring ein »geometrisches Objekt« Spec(R) zuzuordnen, derart
dass man die Elemente des Ringes als Funktionen auf Spec(R) betrachten kann (auch wenn
wir das nur mit Abstrichen werden verwirklichen kénnen, ist es gut, diese Vorstellung als
Motivation mitzunehmen). Es ist dann méglich, mit Methoden der (kommutativen) Algebra
»geometrische« Eigenschaften von Rdumen der Form Spec(R) zu beweisen und andersherum
mit geometrischen Methoden Eigenschaften von Ringen zu beweisen. In der Vorlesung {iber
kommutative Algebra werden wir das Spektrum als topologischen Raum definieren. In
der algebraischen Geometrie wird dann darauf aufbauend das Spektrum mit der Struktur
eines »lokal geringten Raums« versehen, was es insbesondere ermdéglicht, Spektren von
Ringen zu geometrischen Objekten zu »verkleben«, die nur lokal wie das Spektrum eines
Rings »aussehen« (dies sollte man vergleichen mit dem Begriff einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit, die lokal aussieht wir eine offene Teilmenge von R").

Um die Interpretation der Elemente eines Rings als Funktionen auf einem Raum zu moti-
vieren, betrachten wir die folgenden beiden Beispiele.

BEISPIEL 2.33. SeiX ein topologischer Raum und sei R der Ring der stetigen Funktionen
X — R. (Die Ringstruktur ist wie iiblich durch Addition und Multiplikation der Abbil-
dungswerte gegeben. Null- und Einselement sind die konstanten Funktionen mit Wert o
beziehungsweise I.)

Seix € X. Dann ist die Auswertungsabbildung ®,: R — R, f — f(x), ein Ringhomomorphis-
mus. Weil konstante Abbildungen stetig sind, ist ®, surjektiv. Schreiben wir

m, := Ker(®,) = {f € R; f(x) = o},

so erhalten wir einen Isomorphismus R / m, = R. Insbesondere ist m, ein maximales Ideal
in R.

(Analog kann man zum Beispiel den Ring der differenzierbaren Funktionen U — R fiir eine
offene Teilmenge U C R" betrachten.) O
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BEISPIEL 2.34. Seinun R der Ring der Polynomfunktionen C — C. Dann ist R isomorph zum
Polynomring C[X] (indem wir einem Polynom f € C[X] die Funktion x — f(x) zuordnen).

Der Ring R = C[X] ist ein Hauptidealring, die maximalen Ideale in R sind die Ideale (f) fiir
irreduzible Polynome f. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, sind nur lineare Polynome
irreduzibel. Die Abbildung

x—my = (X—x)
ist also eine Bijektion zwischen C und der Menge der maximalen Ideale in C[X]. O

Das vorherige Beispiel legt nahe, als »geometrisches Objekt«, das wir einem Ring R zuord-
nen, die Menge der maximalen Ideale von R zu verwenden (die »geometrische Struktur«
bliebe noch zu diskutieren). Wiahrend das fiir eine wichtige Klasse von Ringen eine verniinf-
tige Definition wire, ist das im Allgemeinen nicht der beste Ansatz. Einer der Griinde ist,
dass wir eine »funktorielle« Konstruktion suchen sollten. Das bedeutet, dass wir jedem Ring-
homomorphismus @: R — S eine stetige Abbildung Spec(S) — Spec(R) der zugehérigen
topologischen Rdume zuordnen wollen. Der einzige verniinftige Kandidat dafiir wire es,
einem maximalen Ideal m C S das Urbild ¢~ (m) zuzuordnen. Im allgemeinen ist aber das
Urbild eines maximalen Ideals unter einem Ringhomomorphismus (zwar ein Ideal, aber)
kein maximales Ideal. (Uberlegen Sie sich ein Beispiel!) Dies ist also keine sinnvolle Defi-
nition. Andererseits sind Urbilder von Primidealen unter Ringhomomorphismen wieder
Primideale (siehe unten).

DEFINITION 2.35. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit Spec R die Menge der Primideale
in R und nennen Spec R das Spektrum oder Primspektrum von R. Wir bezeichnen mit Spm R
die Menge aller maximalen Ideale von R und nennen Spm R das Maximalspektrum von R.
Offenbar ist Spm R C SpecR. -

Als nichstes wollen wir die Menge Spec(R) mit der Struktur eines topologischen Raums
versehen. Die Idee hierfiir ist die folgende: Wir hatten als Motivation das Ziel angegeben,
Elemente von R als »stetige Funktionen« auf Spec(R) betrachten. Die Nullstellenmenge
einer stetigen Funktion sollte sicher abgeschlossen sein. Weil der Durchschnitt von abge-
schlossenen Teilmengen wieder abgeschlossen sein muss, muss dann auch die gemeinsame
Nullstellenmenge einer Teilmenge von R (verstanden als Funktionen) abgeschlossen sein. In
den obigen Beispielen ist f(x) = o dquivalent zu f € m,.

Ist A C R eine Teilmenge, so setzen wir
V(A) := {p € SpecR; A C p}.

Wir stellen uns V(A) als die gemeinsame Nullstellenmenge aller Elemente von A vor (natiir-
lich ist dies nur eine Motivation, weil wir nicht gesagt haben, wie wir die Elemente von R als
Funktionen betrachten konnen und was es bedeuten soll, dass eine Funktion einem Punkt
von Spec(R) den Wert o habe). Ist a das von A erzeugte Ideal, dann gilt offenbar V(a) = V(A).
Wir werden daher die Konstruktion V(—) in der Regel nur auf Ideale anwenden.

LEMMA 2.36. Sei R ein Ring.

(1) V((0)) = SpecR, V(1)) = 0.
(2) Sind a;,i € I, Ideale von R, so gilt

O V(g) =V <E a,.> .

(3) Sind a, b Ideale von R, so gilt
V(a) UV(b) =V(anb).
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BEWEIs. Die Teile (1) und (2) sind einfach zu zeigen. Weil die Zuordnung a — V(a)
offensichtlich inklusionsumkehrend ist, ist auch C in Teil (3) klar. Fiir die andere Inklusion
dort betrachten wir ein Primideal p mit a N b C p. Wenn p nicht in V(a) liegt, dann existiert
s € a\p.Istdannb € b,sofolgtsp € anNb C p,alsob € p. Folglich gilt in diesem Fall
p e V(b). O

SATzZ 2.37. Die Mengen V(a) fiir alle Ideale a C R bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie
auf Spec R, der sogenannten Zariski-Topologie.

BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus dem Lemma. O

Analog versehen wir das Maximalspektrum Spm(R) mit der induzierten Topologie (Defi-
nition 2.24) beziiglich der Inklusion Spm(R) C Spec(R), und sprechen auch hier von der
Zariski-Topologie. Benannt ist diese nach Oscar Zariski” (1899 - 1986).

BEISPIEL 2.38. (1) Sei R = K ein Kérper. Dann besteht Spec K aus nur einem Punkt. Alle
Teilmengen sind offen und abgeschlossen.

(2) Das Spektrum des Nullrings ist die leere Menge (genauer: der leere topologische Raum),
und der Nullring ist der einzige Ring, dessen Spektrum leer ist, denn jeder Ring # o
besitzt ein maximales Ideal, also insbesondere ein Primideal.

(3) SeiSpecR, R ein Hauptidealring. Ubung. Beschreiben Sie den topologischen Raum Spec(R).
Betrachten Sie speziell auch die Fille Spec Z und (fiir einen Kérper K) Spec K[X].

O

SATZ 2.39. Seip: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist
¢“: SpecS — SpecR, q— ¢ (q),
eine stetige Abbildung.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Teilmengen wieder abge-
schlossen sind. Sei a C R ein Ideal. Wir zeigen die folgende genauere Behauptung, aus der
insbesondere folgt, dass (¢®)~'(V(a)) eine abgeschlossene Teilmenge von Spec S ist.

Behauptung. Es ist (¢%)"(V(a)) = V(¢(a)S), wobei ¢(a)S das von ¢(a) in S erzeugte Ideal
bezeichne.

Begriindung. Es gilt

q€ (9" (V(a) &9 (q) € V(a) ®aC o '(q) & @(a) Cqgeqe Vip(a) = V(p(a)s).
O

Die Konstruktion, einem Ringhomomorphismus ¢ die Abbildung ¢* zwischen den Spektren
zuzuordnen, ist vertriglich mit Verkettung (in dem Sinne, dass ( o ¢)* = ¢? o P* gilt) und
ordnet der Identitatsabbildung R — R die Identitatsabbildung Spec(R) — Spec(R) zu. (Mit
der Sprechweise aus Kapitel 3 sagen wir: Diese Konstruktion ist »funktoriell«, oder genauer,
einem Ring sein Spektrum und einem Ringhomomorphismus die assoziierte Abbildung
zwischen den Spektren zuzuordnen, ist ein kontravarianter Funktor (Definition 3.7) von der
Kategorie der Ringe in die Kategorie der topologischen Rdume. Siehe Abschnitt 3.1.4.)

2https://de.wikipedia.org/wiki/Oscar_Zariski
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BEMERKUNG 2.40. Die offenen Teilmengen der Form D(f) := SpecR \ V(f) heiffen ausge-
zeichnete offene Teilmengen. Sie bilden eine Basis der Topologie, d.h. dass jede offene Teilmenge
von Spec R eine Vereinigung von Teilmengen dieser Form ist. Auflerdem sind endliche Durch-
schnitte von ausgezeichneten offenen Teilmengen wieder ausgezeichnete offene Teilmengen
sind. Es gilt ndmlich

SpecR\ V(a)=| JD(f) und D(f) N D(g) = D(fy).
fé€a
%

BEISPIEL 2.41. (1) Die Elemente von Spec(C[X]) sind einerseits das Nullideal (0) und an-
dererseits die maximalen Ideale (X — a),a € C.

(2) Die Elemente von Spec(R[X]) sind einerseits das Nullideal (0) und andererseits die
maximalen Ideale. Die maximalen Ideale sind die on irreduziblen Polynomen erzeugten
Ideale (f). Es gilt deg(f) < 2 und nach Skalierung kénnen wir f als normiert annehmen.
Im Fall deg(f) = 1 hat f also die Form f = (X — a), « € R.Im Fall deg(f) = 2 gilt
f=(X—-a)(X—a)fireina € C\ R (das bis auf Ubergang zum komplex Konjugierten
eindeutig bestimmt ist).

(3) Die Inklusion R[X| C C[X]induziert (wenn wir sie als injektiven Ringhomomorphismus
betrachten) die folgende Abbildung auf den Spektren: Das Nullideal wird auf das Nul-
lideal abgebildet. Fiir a € R wird das maximale Ideal (X — a) C C[X] abgebildet auf das
maximale Ideal (X —a) C R[X]. Fira € C\ R wird das maximale Ideal (X — a) C C[X]
abgebildet auf das maximale Ideal ((X — a)(X — @)) C R[X].

O

Literatur zum Thema Spektrum eines Rings:
[AM]Ch. 1, Exercises 15-28. [GW] (2.1) - (2.4).

2.5. Lokale Ringe, Lokalisierung

Wir besprechen nun eine wichtige Konstruktion, um aus einem Ring weitere Ringe zu
konstruieren, die sogenannte Lokalisierung. Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung
der Konstruktion des Quotientenkdrpers eines Integritatsrings. Einerseits wollen wir Ringe
von Briichen betrachten, wo nicht alle Elemente # o als Nenner zugelassen sind. Zum
Beispiel ist die Teilmenge
a
Z(z) = {E, a,b € Z, ZTb}

ein Unterring von Q. Andererseits wollen wir die Konstruktion auf Ringe verallgemeinern,
die keine Integrititsringe sind.

DEFINITION 2.42. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge S C R heif3t multiplikative Teilmenge (oder
multiplikatives System), falls 1 € Sund fiir s, s” € S stets ss’ € S gilt. =

Sei R ein Ring und S C R eine multiplikative Teilmenge. Die auf der Menge R x S durch
(r,s)~(r',s’) <= JteS:t(rs —r's)=o0

definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von
(r,s) mit £, und die Menge der Aquivalenzklassen mit S~'R.
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Esist leicht nachzurechnen, dass es sich hier tatsichlich um eine Aquivalenzrelation handelt
(der nicht-triviale Teil ist die Transitivitit), allerdings benotigt man die Flexibilitit, ein
beliebiges Element ¢t € S wihlen zu diirfen. Wenn die Menge S keine Nullteiler enthilt,
dann spielt das Element t oben natiirlich keine Rolle und man kann die Aquivalenzrelation
in diesem Spezialfall auch durch (r,s) ~ (r’,s’) < rs’ = r’s definieren. Das ist natiirlich
insbesondere dann der Fall, wenn R ein Integritdtsring ist und o nicht in S liegt.

Mit den (wohldefinierten!) Verkniipfungen

r r rs’ +r's

rr rr’
-+ == und - - — =
s

/ / -

s s ss s s
wird S7'R zu einem kommutativen Ring mit Nullelement ? und Einselement ;. Die Abbil-
dungr:R — S7'R,r > T ist ein Ringhomomorphismus, und es gilt 7(S) C (S™'R)*. Achtung:

Im allgemeinen ist die Abbildung t nicht injektiv!

Der Ring S7'R zusammen mit dem Homomorphismus r heif$t die Lokalisierung von R nach S.
(Fiir eine Begriindung des Terms Lokalisierung siehe Bemerkung 2.438.

SATZ 2.43 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Mit den obigen Notationen gilt: Ist p: R —
R’ ein Ringhomomorphismus, so faktorisiert ¢ iiber r: R — S™'R genau dann, wenn ¢(S) C (R")*.In
diesem Fall ist die Abbildung : S"'R — R’ mit ¢ = o 1 eindeutig bestimmt.

BEWwEIS. Unter jedem Ringhomomorphismus werden Einheiten auf Einheiten abgebil-
det. Weil 7(S) C (S 'R)* gilt, kann ¢ wie im Satz also hochstens dann tiber r faktorisieren,
wenn @(S) C (R’)* gilt. Ist das andererseits der Fall, dann kénnen wir ¢ definieren durch
(%) = @(s)'p(a) (fira € R, s € S)und es ist leicht zu {iberpriifen, dass dann ) wohldefi-
niert und ein Homomorphismus ist und ¢ = o r gilt sowie dass i der eindeutig bestimmte

Homomorphismus mit dieser Eigenschaft ist. O

KOROLLAR 2.44. (Funktorialitit der Lokalisierung) Insbesondere gilt: Ist f: R — R’ ein Ring-
homomorphismus und S C R eine multiplikative Teilmenge, dann ist f (S) C R’ eine multiplikative
Teilmenge von R’, und f induziert einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus S—'R — f(S) 'R/,
so dass das Diagramm

R—I g

! |

SR —— f(S)'R
kommutiert, ndmlich ¢ %fiira €RsecS.

Wir schreiben in der Situation des Korollars manchmal auch S~'R’ statt f(S) 'R/, wenn keine
Missverstindnisse zu befiirchten sind.

Ist R ein Integritdtsring, S C R eine multiplikative Teilmenge, so gilt { = % genau dann,
wenn rs’ = r’s. Fiir einen Integritétsring R erhilt man fiir S = R \ {0} als Lokalisierung S™'R
gerade den Quotientenkérper Quot(R) von R, siehe Abschnitt LA2.15.5.

Ist Rein Ring, f € R,soistS := {1,f,f?, ... } eine multiplikative Teilmenge; in diesem Fall
schreibt man Ry := S”'R.Ist R ein Ringund p C R ein Primideal, soist S := R\ p eine
multiplikative Teilmenge; in diesem Fall schreibt man R, := S™'R.

BEMERKUNG 2.45. SeiR ein Ring, S eine multiplikative Teilmenge. Genau dann gilt R = o,
wenn O € S. Insbesondere ist fiir f € R die Lokalisierung Ry genau dann der Nullring, wenn
f nilpotent ist. O
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Als nichstes wollen wir die Menge der Primideale, also das Spektrum einer Lokalisierung
untersuchen. Dazu ist das folgende Lemma niitzlich.

LEMMA 2.46. Seien R ein Ringund S C R eine multiplikative Teilmenge. Sei a C R ein Ideal und sei
aS 'R dasvont(a) in S~'R erzeugte Ideal. Dann gilt

aS_’R:{iC;an,seS}.
s

BEWEIS. Es ist klar, dass 7(a) in der rechten Seite enthalten ist, und dass die rechte
Seite in aS7'R liegt. Daher geniigt es zu zeigen, dass die rechte Seite ein Ideal ist. Das folgt
unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften von a und den Rechenregeln in der
Lokalisierung S'R. O

SATZ 2.47. Sei R ein Ring, S C R eine multiplikative Teilmenge und t: R — S~ 'R die kanonische
Abbildung in die Lokalisierung. Dann induziert die Abbildung t* eine Bijektion

SpecS'R — {p € SpecR; pNS =0}, q—1'(q).
Die Umkehrabbildung bildet p ab auf das von t(p) in S~'R erzeugte Ideal (das wir mit pS™'R bezeichnen).

BEWEIS. Wir iiberpriifen zuerst, dass die angegebenen Vorschriften Abbildungen zwi-
schen diesen beiden Mengen liefern. Fiir ein Primideal ¢ C S™'R ist jedenfalls 77'(q) ein
Primideal von R. Wire s € 7 '(q) NS, dann wire die Einheit s € S™'R in q und das kann nicht
sein.

Istandererseits p C Rein Primideal, das S nicht schneidet, dann istdasvon p in SR erzeugte
Ideal pS™'R ein Primideal. Jedenfalls hat 1 € S™'R nicht die Form { mitx € p,s € S, denn
sonst gdbe est € Smitts = x € SN p. Aus Lemma 2.46 folgt 1 ¢ pS™'R. Sind x,y € Rund
s, t € Smit %y; € pST'R, also etwa (nach demselben Lemma) % = Imitz € p,u € §,dann
existiert v € S mit

vuxy = vstz € p,

und weil wegen p NS = (f weder v noch u in p liegen, folgt xy € p, alsox € podery € pund
damit ¥ € pST'Roder} € pS~'R.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind. Ist
q € Spec(S7'R), dann ist die Gleichheit 77"(q)S 'R = q leicht zu sehen. Ist p € Spec(R) und
giltp NS = (), dann folgt v~ " (pS~'R) = p leicht aus Lemma 2.46. O

Wenn man etwas genauer hinschaut (Ubung ...) kann man zeigen, dass unter der Bijektion
des Satzes die Zariski-Topologie auf Spec(S™'R) iibereinstimmt mit der Teilraumtopologie
auf dem Bild von 7%, die von der Zariski-Topologie auf Spec(R) induziert wird.

BEMERKUNG 2.48. Sei R ein Ring. Im Spezialfall S = {1,f,f?,... } fir ein Element f € R
erhalten wir eine Identifikation D(f)) = Spec(R;), wobei D(f) die durch f gegebene ausge-
zeichnete offene Teilmenge von Spec R bezeichne, siehe Bemerkung 2.40.

Istp C R ein Primideal, so gilt

SpecR, = m D(f) = ﬂ U.
fER, peD(f) peUCSpec(R) offen
Zur ersten Gleichheit ist nur zu beachten, dass die Primideale in Spec R, den Primidealen von
Spec R entsprechen, die in p enthalten sind, mit anderen Worten denjenigen Primidealen,
die keines der Elemente f € R\ p enthalten, und das sind genau diejenigen f, fiir die p € D(f)
gilt. Die zweite Gleichheit in der Kette folgt daraus, dass die D(f) eine Basis der Topologie
auf Spec R bilden.

Die Lokalisierungen R, und R, sind also algebraische Konstruktionen, die es erméglichen,
»lokal auf dem topologischen Raum Spec(R) zu arbeiten«. O
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DEFINITION 2.49. Ein Ring R heif3t lokaler Ring, wenn R genau ein maximales Ideal m besitzt.
Wir bezeichnen dann den Korper R / m als den Restklassenkérper von R. Wir schreiben manch-
mal »Sei (R, m) ein lokaler Ring.« als Kurzform fiir »Sei R ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m.« Wir schreiben auch »Sei (R, m, k) ein lokaler Ring.« als Kurzform fiir: »Sei R ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper k.« =

SATZ 2.50. Sei R ein Ring, m C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist lokal mit maximalem Ideal m.
(ii) EsgiltR\ m C R*.

(iii) Das Ideal m ist maximal und fiir allex € mist1+ x € R*.
BeEweis. Ubung. O

Beispiele fiir lokale Ringe sind Kérper und die Ringe
a .
Ly = {B, a,beZ, pfb} , p Primzahl.
Allgemeiner gilt der folgende Satz.

SATZ 2.51. SeiRein Ringundp C R ein Primideal. Dann ist die Lokalisierung R, ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal pR,,.

BEwEIS. Das folgt direkt aus der Beschreibung der Menge der Primideale der Lokalisie-
rung, Satz 2.47. Siehe auch Bemerkung 2.48. O

DEFINITION 2.52. Sei R ein Ring, p € Spec R. Dann heifdt

K(p) := Ry /PR, = Quot(R/p)
der Restklassenkérper von R in p. —

BEGRUNDUNG DER IDENTIFIKATION. DasGleichheitszeichen hierist so zuverstehen,
dass die natiirlichen Abbildungen zwischen den beiden Seiten zueinander inverse Isomor-
phismen sind. Die Abbildung R — R/p — Quot(R /p) hat Kern p. Weil der Wertebereich
ein Korper ist, werden alle Elemente aus R \ p auf Einheiten abgebildet, so dass die Abbil-
dung iiber einen Homomorphismus R, — Quot(R /p) faktorisiert. Dieser hat Kern pR,, und
faktorisiert daher iiber einen (injektiven) Ringhomomorphismus R, /pR,, = Quot(R /p).

Man kann nun direkt zeigen, dass dieser Homomorphismus auch surjektiv ist. Alternativ
betrachte man die Abbildung R — R, — R, /pR,,. Der Kern dieser Abbildung ist p (offenbar
liegt p im Kern, und alle Elemente ¢ p werden auf Einheiten abgebildet). Wir erhalten
daher eine Abbildung R /p — R, /pR,, die auf den Quotientenkdrper Quot(R /p) fortgesetzt
werden kann. Es ist mehr oder weniger klar, dass die beiden Abbildungen zueinander invers
sind (soll heiflen: Sie sollten sich das jetzt {iberlegen). O

Zujedem f € R, p € Spec R, bezeichnen wir mit f(p) das Bild von f in k(p). In dieser Weise
kann man die Elemente von f als Funktionen auf Spec R auffassen. Zum Beispielist f(p) = o
dquivalent zu f € p. Damit kénnen wir

V(f) = {x € Spec(R); f(x) = o}
als die »Nullstellenmenge« oder»Verschwindungsmenge« von f und allgemeiner
V(a) = {x € Spec(R); furallef € a: f(x) = o}
als den Ort, wo alle Elemente von a gleichzeitig verschwinden betrachten. Entsprechend ist

D(f) = {x € Spec(R); f(x) # o}
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die (offene) Teilmenge der Punkte, wo f nicht den Wert o hat.

Literatur zum Thema Lokalisierung: [AM] Ch. 3,[M2] §4.

2.6. Radikale

DEFINITION 2.53. SeiR ein Ring. Das Ideal

Jac(R) := ﬂ m

meSpm R
heifdt das Jacobson-Radikal von R. =

BEISPIEL 2.54. (1) Jac(Z) = o.
(2) Istkein Korper, so ist Jac(k[X]) = o.

LEMMA 2.55. Sei R ein Ring. Dann gilt
Jac(R)={x e R; ¥y € R:1+xy € R*}.

BEWEIS. Seizunichstx € Jac(R) undy € R. Dann ist auch xy € Jac(R). Das bedeutet
aber, dass I 4 xy in keinem maximalen Ideal von R enthalten ist. Weil jedes echte Ideal in
einem maximalen Ideal enthalten ist, folgt (1+xy) = R, also 1+xy € R*. Fiir die umgekehrte
Inklusion seix € R,sodass 1+ xy € R* fiiralley € R gilt. Seim C R ein maximales Ideal.
Wire x ¢ m, dann wir das Bild von x in R /m eine Einheit, es gibt alsoy € R, so dass xy Bild

—1in R /m hat. Das bedeutet aber 1 + xy € m, ein Widerspruch. O
DEFINITION 2.56. Sei R ein Ring. Das Ideal
Rad(R):= (] »
pESpecR
heifit das (Nil-)Radikal von R. =

DEFINITION 2.57. SeiR ein Ring. Ein Element x € R heifit nilpotent, wenn n > o existiert
mit x" = 0. Der Ring R heif3t reduziert, wenn R keine nilpotenten Elemente # o enthélt. -

Im Sinne der Interpretation von Elementen von R als Funktionen auf Spec(R) sind die Ele-
mente des Nilradikals Rad(R) genau die Elemente, die als Funktion die konstante Funktion
o ergeben. Das bedeutet, dass fiir nicht-reduzierte Ringe ein Element von R nicht durch die
zugehdrige Funktion auf Spec(R) bestimmt ist. Diese Sichtweise »funktioniert« also dann
nicht mehr richtig. Dennoch ist es niitzlich, auch nicht-reduzierte Ringe in die weiteren
Betrachtungen miteinzubeziehen.

SATZ 2.58. Sei R ein Ring. Dann gilt
Rad(R) = {x € R; x nilpotent}.

BEWEIS. Seix € Rad(R).Dannist Spec(R,) = () (Satz 2.47), also besitzt R, kein Primide-
al und erst recht kein maximales Ideal, es handelt sich daher um den Nullring. Das bedeutet,
dass x nilpotent ist (Bemerkung 2.45). Ist andererseits x nilpotent, dann ist offensichtlich,
dass x in jedem Primideal liegt. O
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SATZ 2.59. Sei R ein Ring und a ein Ideal. Dann ist

ﬂ p={x€R;In>0:x"€a},
peV(a)

und dieses Ideal heif$t das Radikal von a und wird mit \/a bezeichnet. Gilt a = \/a, so nennt man a
auch Radikalideal.

BEWEIS. Wir beweisen diese Verallgemeinerung des vorherigen Satzes, indem wir sie
durch Ubergang zum Quotienten auf diesen zuriickfiihren. Die Inklusion D ist wieder klar.
Ist andererseits x € ﬂpev(a) p, dann ist die Restklasse von x im Quotienten R / a ein Element
des Nilradikals von R / a (Satz 2.17, Satz 2.31). Also ist die Restklasse von x nilpotent, und das
bedeutet genau, dass eine Potenz von x in a liegt. O

Ist R ein Ring, und a C R ein Ideal, so gilt V(a) = V(y/a). Genauer gilt:
SATZ 2.60. Sei R ein Ring. Die Abbildungen V, die einem Ideal a C R die Teilmenge V(a) C SpecR
zuordnet, und I, die einer Teilmenge Y C Spec R das Ideal I(Y) = ﬂpey p zuordnet, haben die Eigen-
schaften B

I(V(a)) =va und V(I(Y)) =Y,
wobei Y den Abschluss von Y beziiglich der Zariski-Topologie bezeichnet.
Wir erhalten so zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen

{Radikalideale in R} <— {abgeschlossene Teilmengen in Spec R}.

BEweEIs. Esist klar, dass die Operationen V(—) und I(—) inklusionsumkehrend sind.
Nach den Definitionen und Satz 2.59 gilt

I(V@)= (] p=[p=Va
pEV(a) p2a
Weiterhin gilt
VI(Y)) = {p; I(Y) Cp} = {p; (a9 Cp}.
qey

Esist klar, dass diese Teilmenge von Spec(R) abgeschlossen ist und dass sie Y enthilt. Also
enthilt sie auch den Abschluss Y von Y. Wir miissen noch zeigen, dass es sich bei V(I(Y))
um die kleinste abgeschlossene Teilmenge handelt, die Y enthilt, also dass V(I(Y)) jede
abgeschlossene Teilmenge enthilt, die Y enthilt. Die abgeschlossenen Teilmengen von
Spec(R) sind von der Form V(b) fiir ein Ideal b C R.Gilt Y C V(b), dann folgt I(Y) D I(V(b))
und mit dem schon Gezeigten, dass

b € Vb =I(V(b)) CI(Y).
Also gilt V(I(Y)) C V(b), und das war zu zeigen.
Weil die Abbildungen a — V(a) und Y — I(Y) fiir Radikalideale und abgeschlossene

Teilmengen zueinander invers sind, folgt, dass man die Bijektion am Ende des Satzes erhilt.
O

Das folgende Lemma heif3t in der englischsprachigen Literatur das prime avoidance lemma. Es
lasst sich auch noch weiter verschérfen (es gentigt, dass alle bis auf zwei von den Idealen p;
Primideale sind).

LEMMA 2.61. Sei R ein Ring, a ein Ideal von R, und seien p, ..., p, € Spec R mit

aC Opi.
=1

Dann existiert eini mit a C p;.
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BEWEIS. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Falln > 1
geniigt es nun zu zeigen, dass a in einer Vereinigung von n — 1 der Ideale p; enthalten ist.
Angenommen, das wire nicht der Fall. Wir finden dann Elemente

ajea\Upi, j:I,...,n.

7
Weil nach Voraussetzung a C U?:I p; gilt, folgta; € p; fiirallej. Seinuna = a.a, ---a,_, +a,.
Es ist klar, dass a € agilt. Firj = 1,....,n — 1 liegt a nicht in p;, denn sonst wire auch
a, =a—aa,---a, ,inp; Esgiltaberaucha ¢ p,, dennsonst wirea,a, ---a, ;, =a —a,in
p,, und weil p, ein Primideal ist, auch eines der a;,j < n - ein Widerspruch. i

BEMERKUNG 2.62. Das prime avoidance lemma hat die folgende geometrische »Ubersetzungz.
Seien R ein Ringund x,, ..., x, € Spec(R).Ist U C Spec(R) eine offene Teilmenge, diex, ..., x,,
enthilt, dann existiert ein Element f € R, so dass D(f) C U gilt und dass x,, ..., x,, in D(f)
liegen. (Der Fall n = 1ist die uns schon bekannte Aussage, dass die Mengen der Form D(f)
eine Basis der Topologie von Spec(R) bilden, Bemerkung 2.40.) O

Im Gegensatz zum prime avoidance lemma ist die folgende Aussage fast offensichtlich.
Versuchen Sie erstmal, selbst einen Beweis zu finden, bevor Sie den hier angegebenen lesen.

LEMMA 2.63. SeiR ein Ring, seien a,, ..., a, C R Ideale, und seip € Spec R. Wenn

n
ﬂ ai g P7
1=I
so gibt es eini mit a; C p. Gilt in der Voraussetzung sogar Gleichheit, so gilt sogar a; = p.

BEWEIs. Wire keines der g; in p enthalten, dann gébe es Elementeq; € a; \ p,i =1, ..., n.
Dann wire aber das Produkt a, - - - a,, in a, jedoch wegen der Primidealeigenschaft nicht in p,
ein Widerspruch. Der Zusatz am Ende ist klar. 0

Literatur zum Thema Radikale: [AM] Ch. 1, [M2] §1

2.7. Moduln

DEFINITION 2.64. SeiRein Ring. Eine Menge M zusammen mit Verkniipfungen +: M xM —
M, R x M x M heifst R-Modul, wenn gilt:

(a) (M, +) ist eine abelsche Gruppe,

(b) firaller,s € R,m € Mgilt: (rs)-m =r-(s-m),
)
)

(c

(d) fiurallem € Mgilt:1-m = m.

furaller,s € R,m,n € Mgilt: (r + s)m = rm + sm,r(m +n) = rm + rn,

_|

DEFINITION 2.65. Sei R ein Ring. Eine Abbildung f: M — N zwischen R-Moduln M und N
heif3t R-Modul-Homomorphismus, falls gilt:

f(m+m')=f(m)+f(m’), f(xm)=xf(m) firallem,m € M,x €R.

Ein Isomorphismus zwischen R-Moduln ist ein Homomorphismus, der einen Umkehrhomo-
morphismus besitzt. =
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Fiir R-Moduln M, N triagt die Menge Homy (M, N) aller R-Modul-Homomorphismen durch
die Gruppenstruktur auf N die Struktur einer abelschen Gruppe (und sogar, induziert durch
die R-Modulstruktur auf N, die Struktur eines R-Moduls). Wie im Vektorraumfall iiberpriift
man leicht, dass jeder bijektive Homomorphismus ein Isomorphismus ist.

BEISPIEL 2.66. (I) SeiR ein Ring. Der Modul {0} heif3t der Nullmodul und wird auch einfach
mit 0 bezeichnet.

(2) Ist R ein Korper, so ist ein R-Modul nichts anderes als ein R-Vektorraum, und ein R-
Modul-Homomorphismus nichts anderes als ein R-Vektorraum-Homomorphismus.

(3) SeiR ein Ring. Dann ist R (mit der Ringaddition und der Ringmultiplikation als Skalar-
multiplikation) ein R-Modul.

O

BEMERKUNG 2.67. SeiR ein Ring. Ist A eine R-Algebra (via ¢: R — A), soist A ein Ring, und
tragt gleichzeitig eine R-Modulstruktur, so dass die Ringaddition und die Moduladdition
tibereinstimmen, und die Ringmultiplikation und die Skalarmultiplikation vertréglich sind:
r(xy) = (rx)y = x(ry) furaller € R,x,y € A:Wir definieren ndmlich die Skalarmultiplikation
durchr-x := ¢(r)x, wobei auf der rechten Seite die Ringmultiplikation in A verwendet wird.

Ist andererseits A ein Ring, der gleichzeitig ein R-Modul ist, so dass die obigen Vertraglich-
keiten gelten, dann wird A durch ¢: R — A, r +— r -1 zu einer R-Algebra. O

Genauer sollte man die hier definierten Algebren als assoziative kommutative Algebren mit Eins
bezeichnen. Andere Algebren kommen aber in diesem Skript nicht vor.

DEFINITION 2.68. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M heifit Unter-
modul, falls 0 € N und N abgeschlossen ist unter Addition und unter Skalarmultiplikation
mit Elementen aus R. .

BEMERKUNG 2.69. Weil (—1)n = —n ist ein Untermodul stets abgeschlossen unter Bil-
dung des additiven Inversen. Daher ist eine Teilmenge eines R-Moduls genau dann ein
Untermodul, wenn sie mit den Einschriankungen von + und - selbst ein R-Modul ist. O

Die R-Untermoduln von R (Beispiel 2.66 (3)) sind genau die Ideale von R. Ein Z-Modul
ist »dasselbe« wie eine abelsche Gruppe; unter dieser Entsprechung entsprechen sich die
Begriffe von Modulhomomorphismus und Gruppenhomomorphismus, und die Begriffe
von Untermodul und Untergruppe.

DEFINITION 2.70. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit frei, wenn er eine Basis besitzt,
d.h. wenn eine Familie (;); von Elementen aus M existiert, so dass sich jedesm € M in
eindeutiger Weise als Linearkombination der b; mit Koeffizienten in R schreiben lasst.

Uber einen Kérper sind alle Moduln frei: Das ist gerade der Satz, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. Andererseits ist zum Beispiel der Z-Modul Z/2 nicht frei.

BEMERKUNG 2.71. SeiR ein Ring.

(1) Die triviale abelsche Gruppe {0} kann in eindeutiger Weise zu einem R-Modul gemacht
werden, den wir auch mit o bezeichnen. Dieser Modul heifit der Nullmodul. Der Ring R
selbst ist in offensichtlicher Weise ein (freier) R-Modul.

(2) Sei M ein R-Modul. Der Durchschnitt von Untermoduln von M ist ein Untermodul.
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(3) Sind R ein Ring, M ein R-Modul und ist X C M eine Teilmenge, so ist

n
(X)p = m N:{Zaixi;nZO,aieR,xieX}

NCM Untermodul XCN i=1

der kleinste Untermodul von M, der X enthilt. Wir nennen (X)j den von X erzeugten

Untermodul. Ist X = {x,, ..., x,, }, so schreiben wir (x,, ..., x,,)g := (X)p. Ein Untermodul
N heif3t endlich erzeugt, wenn endlich viele Elemente x,, ...,x,, € N existieren mit N =
X[y ey Xy)e

(4) Sind N, € M Untermoduln, so heifit der von [ J N, erzeugte Untermodul die Summe der
Untermoduln N, in Zeichen } | N,.

O

DEFINITION 2.72. SeiR ein Ring, f:M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann
sind der Kern Ker f := f~'(0) und das Bild Im f := f(M) von f Untermoduln von M bzw. von
N. —

DEFINITION 2.73. Sei R ein Ring. Sind M, N Moduln iiber R, so ist die Menge Homy (M, N)
aller R-Modul-Homomorphismen von M nach N in natiirlicher Weise ein R-Modul. =

DEFINITION 2.74. SeiR ein Ring, und sei (M;);; eine Familie von R-Moduln.

(1) Das kartesische Produkt [ ], M; ist mit komponentenweiser Addition und Skalarmul-
tiplikation ein R-Modul, das (direkte) Produkt der M;. Das Produkt zusammen mit den
Projektionen 7;: [ [ M; — M; erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Fiir alle R-
Moduln T ist die Abbildung

Homp(T, HM,-) — HHomR(TaMi)> f=(miof)

eine Bijektion.
(2) Die Teilmenge
EBMi ={(m;); € HMi; m; = o fiir alle bis auf endlich viele i}
i€l i
ist ein Untermodul von []. M; und heifit die direkte Summe der M;. Die direkte Summe zu-

sammen mit den Inklusionen y: M; — (P, M; erfiillt die folgende universelle Eigenschaft:
Fiir alle R-Moduln T ist die Abbildung

HomR(@M,', T) — HHomR(Miv T), fe(fou)

eine Bijektion.

(3) Ist speziell M; = M fiir alle i, so schreiben wir auch M! := [IM, MO = @D, M. Ist
I = {1,...n}, so schreiben wir R" := RI.

Ist die Indexmenge I in der Definition endlich, so stimmen direktes Produkt und direkte
Summe iiberein. Wie erwihnt lassen sich direktes Produkt und direkte Summe durch uni-
verselle Eigenschaften charakterisieren, es handelt sich gerade um das Produkt und das
Koprodukt in der Kategorie der R-Moduln, siehe Definition 3.3, Abschnitt LA2.18.1.
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LEMMA 2.75. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Der R-Modul M ist genau dann frei, wenn eine Menge I
existiert, so dass M = R, Der R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn eine endliche Menge I
und ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus R — M existieren.

BEwEIs. Sind I eine Menge und m; € M,i € M, dann erhalten wir den R-Modul-
Homomorphismus RD — M, (x;); — ziel x;m;. Sein Bild ist der von den m; erzeugte
Untermodul von M, sein Kern ist die Menge aller Tupel (x;);, fiir die die zugehorige Linear-
kombination der m; den Wert o hat. Daraus folgen beide Aussagen des Lemmas. O

2.7.1. Quotienteines Moduls nach einem Untermodul. IstReinRing, Mein R-Modul
und N C M ein Untermodul, so ist die abelsche Gruppe M /N in natiirlicher Weise ein R-
Modul (mit r(m + N) := (rm) + N als Skalarmultiplikation), und es gilt die offensichtliche
Version des Homomorphiesatzes. Als Folgerung aus Lemma 2.75 und dem Homomorphie-
satz erhalten wir die folgende Aussage.

LEMMA 2.76. Ein R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wennn > 0 und ein Untermodul N C R"
existieren mit M = R" / N.

2.7.2. Lokalisierung von Moduln. Ist R ein Ring, M ein R-Modul und S C R eine
multiplikative Teilmenge, so kann man analog zur Lokalisierung von Ringen einen S™'R-
Modul S~'M aller Briiche 7, m € M, s € S, konstruieren. Wie im Fall von Ringen definiert

man ,

—=— <<= 3JteS:t(ms’—m’s)=o.
In Analogie zu den Schreibweisen R, Rf schreiben wir auch M,, M.

2.7.3. Das Lemma von Nakayama.
DEFINITION 2.77. Sind R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul, so sei
a-M:= (am;a € a,meM)y.

Dann induziert die R-Modul-Struktur auf M /aM in natiirlicher Weise eine R/a-Modul-
Struktur. -

SaTz 2.78 (Lemma von Nakayama). Sei R ein Ring, a C Jac(R) ein Ideal von R und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul mit aM = M. Dann gilt M = o.

BEWEIS. Wir nehmen an, M sei nicht der Nullmodul und beginnen mit der folgenden

Behauptung. Es gibt einen Untermodul N C M und ein maximales Ideal m C R, so dass
M/N = R /mgilt.

Begriindung. Wir fithren Induktion nach der minimalen Anzahl n von Elementen eines Erzeu-
gendensystems von M. Wenn n = 1ist, also M durch ein einziges Element erzeugt werden
kann, dann gibt es einen surjektiven R-Modul-Homomorphismus R — M, also ist nach dem
Homomorphiesatz M = R/a fiir ein Ideal a C R, das wegen M # o ungleich R sein muss.
Also ist a in einem maximalen Ideal von R enthalten, und daraus folgt die Behauptung.

Seinunn > 1und m, ..., m, € M ein Erzeugendensystem. Dann lésst sich M := M/ (m,)p
durch die Restklassen von m, ..., m,_, erzeugen, wir konnen also auf M die Induktionsvor-
aussetzung anwenden, und jeder Quotient von M ist isomorph zu einem Quotienten von
M.

Aus der obigen Behauptung folgt nun leicht der Satz. In der Tat, wenn aM = M gilt, dann
folgt auch aM = M fiir jeden Quotienten M von M. Aber aus a(R/m) = R /mfolgt1 € a + m,
also a Z mim Widerspruch zur Voraussetzung a C Jac(R). 0
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Fiir zwei andere Moglichkeiten fiir den Beweis siehe [AM] Proposition 2.6.

KOROLLAR 2.79. Sei R ein Ring, a C Jac(R) ein Ideal von R und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.
Ist N C Mein Untermodul mit N + aM = M, so gilt N = M.

BEWEIS. Wir wenden das Lemma von Nakayama an auf den Quotienten M := M/ N.
Mit M ist auch M endlich erzeugt und es gilt aM = M, denn jedes m € M lasst sich nach
Voraussetzung als m = n+ m' mitn € N, m’ € aM schreiben, im Quotienten gilt also
m=m' € aM. O

KOROLLAR 2.80. Sei (R, m, k) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M /
mM in natiirlicher Weise ein (endlich erzeugter) Vektorraum iiber dem Restklassenkérper k von R. Sind
Xy, ..., X, € M Elemente, deren Restklassen in M / mM ein Erzeugendensystem dieses k-Vektorraums
bilden, soist x,, ..., x,, ein Erzeugendensystem von M.

BEWEIs. Nach dem vorherigen Korollar geniigt es zu zeigen, dass (x,, ..., x,) g +mM = M
gilt, aber das ist klar nach Definition der x;. O

DEFINITION 2.81. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, p € Spec R. Dann heifit
M(p) = Mp/pMp

die Faser von M iiber p. Dies ist ein Vektorraum iiber dem Restklassenkorper k(p). =

Wir konnen uns also einen R-Modul als eine (sehr spezielle) »Familie von Vektorrdumen«
vorstellen - fiir jeden Punkt aus Spec R haben wir einen Vektorraum iiber seinem Restklas-
senkorper.

SATZ 2.82. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, und seien p C p’ Primideale von R. Dann gilt

BEWEISSKIZZE. Indem wir zur Lokalisierung von R beziiglich p’ iibergehen, konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p’ ist.
(Hier muss man ein paar Sachen nachpriifen. Dass diese Schritte hier nicht aufgeschrieben
sind, ist der Grund, warum hier »Beweisskizze« steht.)

Im Fall, dass R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p’ ist, konnen wir eine Basis von
M(p’) tiber x(p’) liften und erhalten ein Erzeugendensystem von M, das aus dim, (/) M(p’)
Elementen besteht. Die Restklassen dieser Elemente liefern uns dann ein Erzeugendensys-
tem von M /pM als R / p-Modul. Daraus erhalten wir ein Erzeugendensystem von M(p) als
k(p)-vektorraum. Daraus folgt die Behauptung. 0

Esistauch nicht schwer, andersherum das Lemma von Nakayama als Folgerung von Satz 2.82
zu beweisen.

SATZ 2.83. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Betrachte die Eigenschaften

(1)
(1)
(iii) Fiirallem € SpmR gilt M, = o.

M =o.
Firallep € SpecR gilt M,, = o.

(iv) Fiirallem € Spm R gilt M(m) = o.

Dann sind (i), (i), (iii) dquivalent und implizieren (iv). Ist M endlich erzeugt iiber R, so sind alle vier
Eigenschaften dquivalent.
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BEWwEIs. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (iv) sind klar. Ist M endlich erzeugt, dann
folgt (iv) = (iii) aus dem Lemma von Nakayama. Es bleibt also noch (iii) = (i) zu zeigen. Sei
dazuM # o, sagenwirm € M \ {o}. Die Abbildung R — M, a — am faktorisiert iber einen
injektiven R-Modul-Homomorphismus R/a — M fiir ein Ideal a C R. Mit anderen Worten:
Das Ideal

a={a€cR;am=o0}
ist der sogenannte Annihilator von m. Sei m ein maximales Ideal von R, das a enthélt. Wire
? =0 € M,,,dann gibeess € R\ m mit sm = 0, ein Widerspruch. Also ist die Lokalisierung
M, nicht der Nullmodul. O
BEMERKUNG 2.84. Die Implikation (iv) = (iii) gilt (im allgemeinen) nicht, wenn man die
Voraussetzung, dass M endlich erzeugt sei, fallenlasse. Ein Beispiel ist der Z-Modul Q / Z.
(Uberlegen Sie sich, warum....) O

BEMERKUNG 2.85. Manchmal ist die folgende etwas allgemeinere Version des Lemmas
von Nakayama niitzlich. Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein
Ideal mit aM = M. Dann existiert ein Element a € a, so dass am = m fiir alle m € M gilt.
(Uberlegen Sie sich, dass daraus die Version von Satz 2.78 folgt.) Die andere Implikation ist
ein bisschen aufwiéndiger; vielleicht als Hausaufgabe.

O

Literaturverweise zum Begriff Modul: [AM]Ch. 2, 3,[M2] §2

2.8. Tensorprodukte

Sei R ein Ring.
DEFINITION 2.86. Gegeben seien R-Moduln M und N. Ein R-Modul T zusammen mit einer
bilinearen Abbildung : M x N — T heift Tensorprodukt von M und N tiber R, falls fiir jeden

R-Modul P und jede bilineare Abbildung b: M x N — P genau ein R-Modulhomomorphismus
p: T — P existiert,sodassp o f = b. -

SATZ 2.87. Seien M, N Moduln iiber R. Dann existiert ein Tensorprodukt von M und N iiber R, und es
ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

BEwEIs. Die Eindeutigkeit folgt in der iiblichen Weise aus der universellen Eigenschaft.
Fiir die Konstruktion betrachten wir den »riesigen« freien R-Modul RM*N) | dessen Stan-
dardbasis durch die Elemente e, ), (m,n) € M x N, gegeben ist.

Die Idee der folgenden Konstruktion ist die folgende: Sei M x N — RM*N) die Abbildung
(m,n) — e(y . (Diese Abbildung ist weder linear noch bilinear.) Wir werden zu einem

Quotienten von R™*N) iibergehen, so dass die Abbildung, die wir durch Verkettung mit der

kanonischen Projektion erhalten, bilinear ist, und zwar so, dass wir einen moglichst kleinen
Untermodul herausteilen. Es folgt dann leicht, dass dieser Quotient und diese bilineare
Abbildung die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts erfiillen.

Sei W C RM*N) der Untermodul, der von allen Elementen der folgenden Form erzeugt wird:

m+m’;n) (e(m,n) + e(m/,n))v
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wobeim, nbzw. a alle Elemente von M, N bzw. R durchlaufen. Sei T der Quotient (RM*N)) /W
Dannistdie Abbildung B: MxN — T, die (m, n) auf die Restklassevone,, ,) abbildet, bilinear.

Seinun b:M x N — P irgendeine bilineare Abbildung. Dann faktorisiert die eindeutig
bestimmte Abbildung RM*N) — P mit €(mn) > b(m,n) iiber einen Homomorphismus
Y: T — P. Dieser bildet f(m, n) ab auf b(m, n), es gilt also p o B = b. Weil T von den f(m, n)
erzeugt wird, ist klar, dass ¢ durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Also ist T
zusammen mit f ein Tensorprodukt ovn M und N iiber R. 0

Wir bezeichnen das Tensorprodukt von M und N iiber R mit M ®p N, und das Bild von
(x,y) € M x Nin M ® N mitx ® y. Elemente der Form x ® y nennen wir Elementartensoren.
In der Regel ist nicht jedes Element von M ®p N ein Elementartensor! Nach Definition (d.h.,
weil B bilinear ist) gelten fiir Elementartensoren die folgenden Rechenregeln:
(1) (ax +dx' )@y =a(x®y)+d(x ®y),
(2) x@ (ay +ay') = alx@y) +d(x@y),
firx,x' € M,y,y' € N,a,a’ € R.
BEISPIEL 2.88. Ist K ein Korper und sind V, W Vektorrdaume iiber K, so haben wir Identifi-
kationen

Homy (V ®x W,K) = Bil(V x W,K) = Homg(V, WY),
alsoist V@ W = Homg (V, W)V,
Speziell konnen wir K™ @y K" mit M,,,.,(K) identifizieren. O

BEMERKUNG 2.89. Seien R ein Ring und seien M, N Moduln iiber R.

(1) Jedes Elementvon M ®p N ist eine endliche Summe von Elementen der Formx®y,x € M,
y € N.(Das folgt unmittelbar aus unserer Konstruktion. Man kann es aber auch aus der
universellen Eigenschaft folgern, vergleiche Lemma LA2.18.41.)

(2) Seien (x;); ein Erzeugendensystem von M und (y;); ein Erzeugendensystem von N. Dann
ist (x; ® y;); ein Erzeugendensystem von M @y N. Das folgt leicht aus den obigen Rechen-
regeln fiir Elementartensoren und dem vorherigen Punkt.

(3) Wir haben kanonische Isomorphismen R@xM — M,r@m — rmund M@N — N®M,
mn—ngm.

(4) Das Tensorprodukt ist »funktoriell« im folgenden Sinne: Sind p: M — M"und ): N — N’
Modulhomomorphismen, so erhalten wir einen R-Modul-Homomorphismus

(p®l]}:M®RN—>M/®RN/, men—m Qn'.
Diese Konstruktion ist vertrdglich mit der Verkettung von Abbildungen. Achtung: Selbst
wenn ¢ und ¢ injektiv sind, ist die Abbildung ¢ ® ¥ im allgemeinen nicht injektiv!
Dieses Phdnomen werden wir spater (unter dem Stichwort Flachheit) noch ausfiithrlicher
untersuchen.

O
SATZ 2.90. Seien M und N Moduln iiber R. Seienx; € M,y; € N,i = 1, ..., n, mit

n
in ®yl:O inM@RN
i=I
Dann existieren endlich erzeugte Untermoduln My, C M, N, C N, sodassx; € M, y; € N,, fiir allei
und so dass

n
in@)yizo inMo ®R NO.

i=I
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BEWEIS. Wir benutzen an dieser Stelle noch einmal die Konstruktion des Tensorpro-
dukts. (Man kann den Satz auch aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts herlei-
ten, ohne die Konstruktion zu benutzen, aber mit unserem jetzigen Kenntnissstand wire das
etwas lastiger. »Spéter«, aber vielleicht nicht in dieser Vorlesung, folgt die Aussage daraus,
dass Tensorprodukte mit Kolimiten vertauschen.)

Wir benutzen die Notation aus dem Beweis von Satz 2.87. Die Voraussetzung besagt, dass
Z?:I €(x,y,) i dem Untermodul W von RM*N) Jiegt, also als endliche Linearkombination
mit Koeffizienten in R von Elementen des dort angegebenen Erzeugendensystems von W
ausgedriickt werden kann. In diesen endlich vielen Elementen kommen (in den Indizes)
jeweils nur endlich viele Elemente von M und von N vor. Wir kénnen dann fiir M bzw. N,
den Untermodul von M bzw. N wihlen, der von den x; (bzw. y;) und allen in der besagten
Linearkombination auftretenden Elementen erzeugt wird. Genau dieselbe Linearkombi-
nation liegt dann auch in dem analogen Untermodul W, C R®™o*No) fiir den RMo*No) / W
ein Tensorprodukt von M, und N bildet. Also liegt Z?:I €(x, ;) 1IN Wi O

BEMERKUNG 2.91. Analog zum obigen Fall kann man fiir multilineare (anstelle von bilinea-
ren) Abbildungen vorgehen. Man erhilt dann Tensorprodukte M, ®px M, ® - - - @ M,,. Man
hat natiirliche Identifikationen

MoN@P=M&N)®@P=M® (N®P),

und entsprechend fiir mehr als 3 Faktoren. O

BEMERKUNG 2.92. Seien A, B Ringe, sei M ein A-Modul, P ein B-Modul, und sei N ein
(A, B)-Bimodul, d.h. es sei N ein A-Modul und gleichzeitig ein B-Modul, so dass (ax)b = a(xb)
furallea € A,b € B,x € N. Wir schreiben hier die Skalarmultiplikation mit Elementen von
B als Multiplikation von rechts.

Dann ist M ®, N ein B-Modul (»von rechts«), und N ®p P ein A-Modul (»von links«), und
(M®sN)®pP=M®, (N®P), m@n@p—>menep

ist ein Isomorphismus von (A, B)-Bimoduln, mit dem wir stets die beiden Seiten identifizie-
ren. O

SATZ 2.93. Seien M, N, P Moduln iiber dem Ring R. Die natiirliche Abbildung
Hom(M ®i N, P) - Hom(M,Hom(N, P)), ¢ — (m+— (n+— @(m® n))),

ist ein Isomorphismus von R-Moduln.

BEwEIs. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

P = (mxn—p(m)(n)),
wobei wie iiblich die Abbildung M ®, N — P auf der rechten Seite nur auf den Element-
artensoren angegeben ist. Weil der Ausdruck ¢p(m)(n) in m und n bilinear ist, erhalten wir
eine eindeutig bestimmte solche Abbildung auf ganz M ®y N. Man iiberpriift dann, dass die
beiden Abbildungen invers zueinander sind. g

2.8.1. Basiswechsel. Sei p: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.
Dann wird der A-Modul B ® 4, M durch die (wohldefinierte!) Skalarmultiplikation

Bx (B®saM) B, M, (b,b’@m)— (bb') ®@m
zu einem B-Modul. Wir sagen, der B-Modul B ®, M entstehe aus M durch Basiswechsel mit ¢.

Der Basiswechsel hat die folgende universelle Eigenschaft: Fiir alle B-Moduln N ist die
Abbildung
HomB(B®AMaN) _)HomA(M>N)a EH (mHE(m(@I))?
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bijektiv mit Umkehrabbildung ¢ — (b ® m — bp(m)). (Hier wird auf der rechten Seite N als
A-Modul via ¢ aufgefasst, alsoa - n := ¢(a)n, vgl. Bemerkung 2.96.

BEISPIEL 2.94. (I) SeiR ein Ring, S C R eine multiplikative Teilmenge, ¢: R — S~ der
natiirliche Homomorphismus und M ein R-Modul. Dann ist
STROxM = SM, ~ome
s s
ein Isomorphismus von S™'R-Moduln (mit Umkehrabbildung % — { ® m).

(2) SeiR ein Ring und a ein Ideal. Sei ¢: R — R/a die kanonische Projektion. Dann ist
R/a @y M - M/aM, X®@m— xm

ein Isomorphismus von R/a-Moduln (mit Umkehrabbildung m — 1&m). Dies folgt auch
ohne explizite Rechnung daraus, dass der Quotient M / aM die universelle Eigenschaft
des Basiswechsels R/a ®p M erfiillt.

(3) SeiRein Ringund p € SpecR ein Primideal. Sei M ein R-Modul. Dann gilt
M(p) =M ®g &(p)-

O

BEISPIEL 2.95. Seien R ein Ring und p € Spec(R). Aus den obigen Rechenregeln folgt
insbesondere
(M®gN), =M, ®g, Np-
und
(M @g N)(p) = M(p) @) N(p).
%

BEMERKUNG 2.96. Ist andererseits ¢: A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-
Modul, so kann man M als A-Modul auffassen durch die Skalarmultiplikationa-m := ¢(a)m.
Wir bezeichnen den so erhaltenen A-Modul in der Regel wieder mit M. O

2.8.2. Tensorproduktvon Algebren. SeienReinRingundA, BAlgebreniiber R. Dann
wird A @ B mit der (wohldefinierten!) Multiplikation

(a®b)(a” @b’) :=aa’ @ bb’
zu einem Ring, und vermége des Ringhomomorphismus R - A @ B,x — x ® I(=1® x) zu

einer R-Algebra. Mit den Ringhomomorphismena : A - A ®p B,a— a®1bzw.: B —
A ®g B,b— 1 ® bkdnnen wir A ®p B auch als A-Algebra bzw. als B-Algebra auffassen.

SATz 2.97 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von Algebren). Seien R ein Ring und
seien A, B Algebren tiber R.

Es existiert ein kommutatives Diagramm

R—2 A

of L
B Ac,B
von Ringhomomorphismen, und fiir jeden Ring T zusammen mit Ringhomomorphismenf : A — T,

g : B — T mitf o @ = g o existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismush : A @z B — T,
sodassf =hoa,g=nhop.

Mit den obigen Notationen isth(a ® b) = f(a) - g(b).
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BEWEISs. Jedenfalls muss h(a ® b) = f(a) - g(b) gelten, damit f = hoaundg = ho S sein
kann. Weil der Ausdruck f(a)g(b) bilinear in a und b ist, existiert jedenfalls ein eindeutig
bestimmter R-Modul-Homomorphismus A ®p B — Tmith(a®b) = f(a)-g(b) firallea € A,
b € B.Dassf = hoaundg = h o fgilt, ist auf Elementartensoren klar nach Definition, und
folgt dann allgemein, weil sich jedes Element als Summe von Elementartensoren schreiben
lasst. Schliefilich zeigt man, dass h ein Ringhomomorphismus ist; wieder geniigt es (warum?)
fur die Multiplikativitdt zu iberpriifen, dass sich h multiplikativ auf Elementartensoren
verhilt, und das ist offensichtlich. O

BEMERKUNG 2.98 (Umformulierung der universellen Eigenschaft). Seien R-Algebren A
und B gegeben. Dann sind die Abbildungena:A -+ A ®p B,a+— a®1,und f: B - A ®j B,
b — 1 ® b, Homomorphismen von R-Algebren.

Fiir jede R-Algebra C und R-Algebren-Homomorphismen f: A — C, g: B — C existiert ein
eindeutig bestimmter Homomorphismus h: A ®p B — C von R-Algebren,sodasshoa = f,

hop =g.
Mit anderen Worten: Das Tensorprodukt A ®p B (zusammen mit den Abbildungen a f)

erfiillt die universelle Eigenschaft des Koprodukts in der Kategorie der R-Algebren, siehe
Definition 3.3. O

BEMERKUNG 2.99. In dieser Bemerkung sind die Gleichheitszeichen so zu verstehen, dass
behauptet wird, dass die natiirliche Abbildung zwischen den beiden Seiten ein Isomorphis-
mus ist.

(1) Ist Beine A-Algebra und ist a C A ein Ideal, so gilt (A/a) ®, B = B/ aB.

(2) Ist Beine A-AlgebraundistS C A eine multiplikative Teilmenge, sogiltS'A®, B = S7'B.
(3) Ist Beine A-Algebra, so gilt A[X] ®, B = B[X].

Zum Thema Tensorprodukte siehe auch [AM] Ch. 2,[M2] App. A und fiir den (einfa-
cheren) Fall von Vektorrdaumen Abschnitt LA2.18.5.



KAPITEL 3
Funktoren und exakte Sequenzen

3.1. Kategorien und Funktoren

Die Idee hinter dem begriff einer Kategorie ist es, dass es sehr oft sinnvoll ist, zu einer Art
von mathematischem Objekt (Vektorraum, Gruppe, Ring, topologischer Raum, ...) auch
festzulegen, welche Art von Abbildungen man typischerweise zwischen solchen Objekten
betrachtet (lineare Abbildungen, Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen, ste-
tige Abbildungen, ...). Die Definition ist allerdings so flexibel, dass sie auch in allgemeineren
Situationen verwendet werden kann (und sich als niitzlich erweist).

Unter einer Klasse verstehen wir eine »Zusammenfassung von mathematischen Objektenc,
also mehr oder weniger dasselbe wie eine Menge, allerdings ist der Klassenbegriff allgemei-
ner, weil (formal gesehen) Mengen nur durch die im zugrundeliegenden Axiomensystem
erlaubten Operationen gebildet werden konnen. Es gibt zum Beispiel nicht die »Menge
aller Mengenc«. Fiir Klassen bestehen diese Restriktionen nicht; man kann beispielsweise
von der Klasse aller Mengen sprechen. Um hiervon wirklich sauber sprechen zu kénnen,
miisste man natiirlich genauer die Axiome der Mengenlehre festlegen und untersuchen, die
zugrundegelegt werden sollen. Wir bleiben stattdessen bei der hier angedeuteten naiven
Sichtweise.

DEFINITION 3.1. Eine Kategorie ¢ ist gegeben durch

(1) eine Klasse Ob(%’) von Objekten
(2) fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(%’) eine Klasse Hom (X, Y) von Morphismen von X nach Y
(3) fur je drei Objekte X, Y,Z € Ob(%) eine Abbildung (Verkettung von Morphismen)
Homy (X,Y) x Homy(Y,Z) - Homy(X,Z), (f,9) —gof,
(4) furjedes Objekt X € Ob(%’) ein Element idy € Homy (X, X) (Identitdtsmorphismus),
so dass
(a) foidy =f,idy og = g fur allef, g, fiir die die Verkettung existiert,
(b) (fog)oh=fo(goh),furallef,g,h, fiir die diese Verkettungen existieren.

Wir verstehen diese Definition so, dass die Mengen Hom, (X, Y) und Hom (X', Y’) disjunkt
sind, wenn X # X' oder Y # Y’ ist. =

BEISPIEL 3.2. (I) Die Kategorie (Set) der Mengen: Objekte sind Mengen, Morphismen sind
Abbildungen zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie (Group) der Gruppen: Objekte sind Gruppen, Morphismen sind Gruppen-
homomorphismen. Entsprechend: Die Kategorie (AbGroup) der abelschen Gruppen.

(3) SeiR ein Ring. Die Kategorie (R- Mod) der R-Moduln hat als Objekte die R-Moduln, als
Morphismen die R-Modul-Homomorphismen. Die Kategorie (R- Alg) der R-Algebren
hat als Objekte die R-Algebren, als Morphismen die R-Algebra-Homomorphismen.

(4) Die Kategorie der topologischen Raume: Objekte sind topologische Raume, Morphismen
sind stetige Abbildungen.

33
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(5) Sei G eine Gruppe. Wir konnen eine Kategorie ¢ definieren, die ein einziges Objekt
X hat, und so dass Hom¢ (X,X) = G. Die Verkettung von Morphismen sei durch die
Multiplikation in G gegeben, idy sei das neutrale Element von G.

(6) Als weiteres Beispiel betrachten wir die Kategorie ¢, deren Objekte alle Mengen sind,
und so dass fiir Mengen X, Y die Menge der Morphismen definiert sei als

Homy (X,Y) = {T' C X x Y Teilmenge}.
Die Verkniipfung sei folgendermafien gegeben: Fiir f € Hom(X,Y),g9 € Hom(Y, Z) setze

gof={(x,y)€eXxZ;ye¥Y:(xy) €f,(y,z) €g} € Hom(X,Z).

In diesem Fall sind also die Morphismen keine Abbildungen (die noch zusitzliche Be-
dingungen erfiillen), sondern »andersartige« Objekte (in diesem Beispiel konkret alle
Relationen zwischen X und Y). Die Kategorienaxiome sind aber erfiillt, wie man leicht
nachpriift. Es giltidy = {(x,x);x € X}.

O

DEFINITION 3.3 (Kategorielle Sprechweisen). Sei % eine Kategorie, X,Y,--- € Ob¥.

(1) Die Elementevon Hom (X, X) heiflen Endomorphismenvon X. Man schreibt auch End (X) :
Hom (X, X).

(2) EinElementf € Homg (X, Y) heift Isomorphismus, falls ein Morphismusg € Hom (Y, X)
existiert mit g o f = idy, f o g = idy. Dann ist g eindeutig bestimmt, und heif3t der
Umkehrmorphismus zu f.

(3) Ein Element f € Hom (X, Y) heif’t Monomorphismus, falls fiir alle Z und alle g,g9’ €
Hom(Z,X) mitf og=fog gilt:g =g’

(4) Ein Element f € Homy(X,Y) heifdt Epimorphismus, falls fiir alle Z und alle g,g" €
Hom(Y,Z) mitgof =g of gilt:g =g'.

(5) Ein Objekt P von ¢ zusammen mit Abbildungen p: P — X, q: P — Y heif$t Produkt von X
und Y in ¢, falls fiir alle Objekte T zusammen mit Abbildungenp”: T — X,q": T — Y ein
eindeutig bestimmter Morphismus f: T — P in % existiert,sodassp’ =pof,q =qog.
Das Produkt ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. Wir bezeichnen es mit X x Y, und bezeichnen die Abbildungen p, g als die
Projektionen auf X bzw. Y.

(6) Ein Objekt K von ¢ zusammen mit Abbildungen p: X — K, q: Y — K heif3t Koprodukt von
XundY in %, falls fur alle Objekte T zusammen mit Abbildungenp”:X — T,q":Y — T
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ein eindeutig bestimmter Morphismus f: K — T in ¥ existiert, so dass p’ = f o p,
g’ = g o q. Das Koprodukt ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus. Wir bezeichnen es mit X [ Y.

_|

BEMERKUNG 3.4. (1) Jeder Isomorphismus ist ein Monomorphismus und ein Epimorphis-
mus. (Aber es gibt Kategorien, in denen Morphismen existieren, die Mono- und Epimor-
phismen sind, aber keine Isomorphismen!)

(2) Der Begriff des Koprodukts entsteht aus dem des Produkts durch »Umkehren alle Pfeile«.
O

BEISPIEL 3.5. (I) Sei% die Kategorie der Mengen, der abelschen Gruppen oder allgemeiner
der Moduln {iber einem Ring R. Dann ist eine Abbildung genau dann ein Isomorphismus,
wenn sie bijektiv ist; genau dann ein Monomorphismus, wenn sie injektiv ist; genau
dann ein Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist.

(2) Punkt (1) ist auch richtig fiir die Kategorie der Gruppen, es ist aber nicht so leicht zu
zeigen, dass jeder Epimorphismus surjektiv ist.

(3) Der Ringhomomorphismus Z — Q ist ein Epimorphismus in der Kategorie der Rin-
ge, der nicht surjektiv ist. Zugleich ist er ein Monomorphismus, also ein Mono- und
Epimorphismus, aber kein Isomorphismus.

(4) In der Kategorie der topologischen Réume gibt es Morphismen, die keine Isomorphis-
men, aber bijektive Abbildungen sind, siehe Beispiel 2.22, Bemerkung 2.21.

O

BEISPIEL 3.6. (I) In der Kategorie der Mengen existieren Produkte und Koprodukte fiir
beliebige Indexmengen. Das Produkt in der Kategorie der Mengen ist das iibliche kartesi-
sche Produkt. Das Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist die disjunkte Vereinigung.

(2) SeiR ein Ring. In der Kategorie der R-Moduln existieren Produkte und Koprodukte fiir
beliebige Indexmengen; siehe Definition 2.74.

(3) Sei ¢ die Kategorie der Korper (Objekte sind alle Kérper, Morphismen sind Ringho-
momorphismen). Seien k, k’ Korper unterschiedlicher Charakteristik. Dann existieren
weder das Produkt von k und k’ noch das Koprodukt von k und k" in % (denn es gibt kei-
nen Korper, der Homomorphismen sowohl nach k als auch nach k’ zulésst, und keinen
Kérper der Homomorphismen sowohl von k als auch von k’ zuldsst).
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(4) SeiK ein Korper. In der Kategorie der endlich-dimensionalen K-Vektorraume (Objekte
sind alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdume, Morphismen sind lineare Abbildun-
gen) existieren Produkte fiir endliche Indexmengen, jedoch (aufier in trivialen Féllen)
nicht fiir unendliche Indexmengen.

O

3.1.1. Funktoren. Ein zentraler Begriff der Kategorientheorie ist der des Funktors. Das
ist sozusagen eine Abbildung zwischen zwei Kategorien ' und 7, die einerseits jedem Objekt
von % ein Objekt von & zuordnet, aber auch jedem Morphismus in 4" einen Morphismus in
2, so dass die »offensichtlichen« Vertriglichkeiten erfiillt sind. Es gibt zwei Versionen des
Funktorbegriffs (kovariant bzw. kontravariant), die beide niitzlich sind.

Viele Konstruktionen in der Mathematik und speziell im Bereich der Algebra sind funktoriell,
d.h. es handelt sich um Funktoren zwischen Kategorien. Eine unmittelbare Folgerung aus
der Definition eines Funktors ist, dass unter einem Funktor Isomorphismen auf Isomor-
phismen abgebildet werden. Funktorielle Konstruktionen erhalten also Isomorphismen.
Ein konkretes Beispiel: Ist K ein Kérper und sind V, W isomorphe K-Vektorrdume, dann
sind auch die Dualrdume V" und WY isomorph.

DEFINITION 3.7. Seien %, 2 Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F: ¢ — & ist gegeben
durch

(1) firjedes X € Ob % ein Objekt F(X) € Ob Z,

(2) furjedesf € Homy (X, Y) ein Morphismus F(f) € Hom(F(X),F(Y)),

so dass

(a) F(idy) = idpy) fiiralleX € Ob 7,

(b) F(fog) = F(f) oF(g) fiir alle Morphismen f, g von ¢, so dass die Verkettung f og existiert.

Ein kontravarianter Funktor F: ¢ — & ist gegeben durch

(1) fiir jedes X € Ob % ein Objekt F(X) € Ob Z,

(2) furjedesf € Homy (X, Y) ein Morphismus F(f) € Hom,,(F(Y), F(X)),

so dass

(a) F(idy) = idpy) fiiralleX € Ob ¥,

(b) F(fog) = F(g9) oF(f) fiir alle Morphismen f, g von ¢, so dass die Verkettung f o g existiert.
-

BEMERKUNG 3.8. Aus der Notation F: 4 — &, so wie sie in der Definition oben eingefiihrt
wurde, geht nicht hervor, ob es sich um einen kovarianten oder kontravarianten Funktor han-
delt. Wenn nichts dazugesagt wird, ist in aller Regel ein kovarianter Funktor gemeint. Wenn
man diesen Unterschied auch symbolisch ausdriicken will, kann man sich folgendermafien
behelfen.

Fiir eine Kategorie ¢ sei ¢°P die Kategorie, die dieselben Objekte wie ¢ hat, aber bei der bei
allen Morphismen »die Richtung umgekehrt wird«, also Homg., (X, Y) := Hom (Y, X) und
entsprechend fiir die Verkettung. (Man nennt ¢°P die zu ¢ duale Kategorie oder entgegengesetzte
Kategorie, auf Englisch: opposite category.) Dann ist ein kontravarianter Funktor von ¢ nach 2
dasselbe wie ein kovarianter Funktor 4°P — Z. Dann kann man also verabreden, mit dem
Pfeil — immer kovariante Funktoren zu bezeichnen, und die Kontravarianz gegebenenfalls
dadurch zu notieren, dass der eigentliche »Definitionsbereich« durch seine duale Kategorie
ersetzt wird. O
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BEMERKUNG 3.9. Funktoren bilden Isomorphismen auf Isomorphismen ab: Ist F ein Funk-
torund X = Y,sogilt F(X) = F(Y). O

BEISPIEL 3.10. (1) (Vergissfunktoren) Wir haben offensichtliche Funktoren von der Kate-
gorie der Moduln iiber einem Ring R in die Kategorie der abelschen Gruppen; von der
Kategorie der abelschen Gruppen in die Kategorie der Mengen; von der Kategorie der
topologischen Rdume in die Kategorie der Mengen usw., die durch Vergessen eines Teils
der Struktur (der Skalarmultiplikation; der Addition; der Topologie usw.) gegeben sind.
Funktoren dieser Art heifien Vergissfunktoren.

(2) Sei K ein Korper. Der Funktor, der jeden K-Vektorraum auf seinen Dualraum und jede
lineare Abbildung auf ihre duale Abbildung abbildet, ist ein kontravarianter Funktor
von der Kategorie der K-Vektorrdume in sich selbst.

O

Weitere Beispiele sehen wir weiter unten in diesem Abschnitt.

DEFINITION 3.11. Sei ¢ eine Kategorie, und sei X ein Objekt von 7.

(1) Der Hom-Funktor Hom (X, ) ist der kovariante Funktor von % in die Kategorie der
Mengen, der auf Objekten durch

Y — Homy (X,Y)
und auf Morphismen durch
(f:Y —2Z)— (Homy(X,Y) - Homy (X,Z), g+ f og)
definiert ist.

(2) Der Hom-Funktor Hom (-, X) ist der kontravariante Funktor von ¢ in die Kategorie der
Mengen, der auf Objekten durch

Y — Homy (Y, X)
und auf Morphismen durch
(f:Y —2Z)— (Homy(Z,X) - Homy (Y, X), g—gof)
definiert ist.

(3) Ist € = (R-Mod) die Kategorie der Moduln iiber einem Ring R, so erhilt man auf diese
Weise Funktoren von (R-Mod) — (R-Mod).

3.1.2. Lokalisierung ist ein Funktor. Seien R ein Ringund S C R eine multiplikative
Teilmenge. Wir definieren einen Funktor

F: (R-Mod) — (S7'R-Mod)
durch F(M) := $~'M, und indem wir einen Homomorphismus f: M — N auf

F(F:S™M— SN, = f(sm)

abbilden. Wir schreiben auch S™'f fiir F(f).
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3.1.3. Basiswechsel ist ein Funktor. Sei R — R’ ein Ringhomomorphismus. Wir defi-
nieren den Basiswechselfunktor
(R-Mod) — (R’-Mod)
auf Objekten durch M — R’ ®p M und auf Morphismen durch (f: M — N) — idp ®f, mit
idp @f:R"®xM — R’ @ N, x@m— x®f(m)

Der Lokalisierungsfunktor ist der Spezialfall dieses Funktors fiir den Ringhomomorphismus
R — S7'R.

3.1.4. Spektrum eines Rings als Funktor. Jedem Ring R sein Primspektrum Spec(R)
und jedem Ringhomomorphismus ¢: R — S die stetige Abbildung ¢*: Spec(S) — Spec(R)
zuzuordnen (Abschnitt 3.1.4) definiert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
Ringe in die Kategorie der topologischen Rdume.

Ergianzung LA2.18.8.1,[GW] App. A

Weitere Literatur zum Thema Kategorien:

Ein Klassiker ist das Buch von MacLane (das im Grunde schon viel mehr Material
enthilt als viele »working mathematicians« tiberhaupt benétigen).

S. MacLane, Categories for the working mathematician, Springer Graduate Texts in
Math. 5, 1971.

Das Buch von Brandenburg ist gut zugénglich und stellt an vielen Stellen die Verbin-
dung von kategoriellen Konzepten zu verschiedenen anderen Gebieten der Mathe-
matik her.

M. Brandenburg, Einfiihrung in die Kategorientheorie, Springer 2016.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8

Eine weitere gute Einfiihrung ist T. Leinster, Basic category theory, Cambridge Univer-
sity Press, 2014.

Eine Vorversion ist frei verfiigbar unter https://arxiv.org/pdf/1612.09375. pdf.
Der Formalismus von Kategorien wird auch aufierhalb der Mathematik benutzt, um
»Strukturen zu beschreiben« bzw. »Daten zu organisieren«. Siehe zum Beispiel

Tai-Danae Bradley, What is applied category theory?,
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf

fiir einige Beispiele und weitere Referenzen.

3.2. Exakte Sequenzen

Sei R ein Ring. Eine Sequenz von R-Moduln ist eine Familie M;, i € Z, zusammen mit R-
Modul-Homomorphismen

fo fi

MO

MI

(analog fiir »Intervalle« in Z als Indexmengen).
Eine Sequenz heifst Komplex, falls f;, | o f; = o fiir alle i.

Eine Sequenz heifit exakt an der Stelle i (oder bei M;), falls Im f; = Kerf;_ . Sie heift exakt, wenn
sie an allen Stellen exakt ist.

BEISPIEL 3.12. (I) Eine Sequenz


https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8
https://arxiv.org/pdf/1612.09375.pdf
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf
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f

o M M

ist genau dann exakt (bei M’), wenn f injektiv ist.
(2) Eine Sequenz
f

M M 0

ist genau dann exakt (bei M), wenn f surjektiv ist.

DEFINITION 3.13. Eine exakte Sequenz der Form

f g

o M’ M M o)

heifdt kurze exakte Sequenz. Die Exaktheit ist dazu dquivalent, dass f injektiv, g surjektiv, und
dass Kerg = Imf ist. =

In der Situation der Definition induziert g einen Isomorphismus M” = M /M’ (wobei wir
M’ vermoge der Injektion f als Untermodul von M auffassen). Ist andererseits N C M ein
Untermodul, so geben die Einbettung von N nach M und die kanonische Projektion auf den
Quotienten Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz

o—->N—-M-—-M/N—o.
SATZ 3.14. (1) Sei
f

M’ MM o
eine Sequenz von R-Moduln. Dann gilt: Die Sequenz ist genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln
N die Sequenz
0 — Homgy(M” /N) — Homyp (M, N) — Homy(M’,N)
(vergleiche Definition 3.11) exakt ist.
(2) Sei

0 M LM M

eine Sequenz von R-Moduln. Dann gilt: Die Sequenz ist genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln
N die Sequenz

0 — Homp(N,M’) — Homp(N,M) — Homg (N, M")
(vergleiche Definition 3.11) exakt ist.

BEWEIS. Die Behauptungen sind alle nicht sehr schwer zu zeigen, und es ist sicherlich
nitzlicher und vermutlich auch einfacher, sich die Beweise selbst zu iiberlegen, als sie
nachzuarbeiten. Daher folgen hier nur einige Hinweise.

Zu zeigen, dass die Sequenzen, die durch Anwenden des Hom-Funktors entstehen, exakt
sind, ist einfach. Dass jeweils »Im C Ker« gilt, folgt unmittelbar daraus, dass der Hom-
Funktor die Nullabbildung auf die Nullabbildung abbildet, denn diese Inklusion ldsst sich
umformulieren als die Aussage, dass die Verkettung der beiden Morphismen, die an diese
Stelle aufeinanderstofen, verschwindet. Die Exaktheit bei Homy (M, N) in (1) folgt aus dem
Homomorphiesatz.

Um zu zeigen, dass die Exaktheit der P Hom-Sequenz« fiir alle N die Exaktheit der Ursprungs-
sequenz impliziert, braucht man in Teil (2) nur N = R einzusetzen. Denn fiir jeden R-Modul
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M ldsst sich Homp (R, M) mit M identifizieren. In Teil (1) setze man N = M” um zu sehen, dass
gof = ogelten muss, N = M’ /Im(g) um zu sehen, dass g surjektivist,und N = M /Im(f)

um zu zeigen, dass Ker(g) = Im(f) gilt. O
SATzZ 3.15 (Schlangenlemma). Sei R ein Ring und
) M — M —= M o
lf/ lf \L "
o N Y5 N-Ys N o

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln, in dem die Zeilen exakte Sequenzen sind. Dann existiert
eine exakte Sequenz

o — Kerf' —*— Kerf —— Kerf” 4,

N /Imf —“ N/Imf —~— N"/Imf" — o,
wobei @, v, u’, v’ die von u, v, u’, v’ induzierten Abbildungen sind.

BEWEIS. Es gilt wieder die Bemerkung zu Beginn des Beweises des vorherigen Satzes.

Der Knackpunkt ist die Konstruktion des Abbildung d (die man manchmal als Randabbildung,
englisch boundary homomorphism, bezeichnet; diese Bezeichnung kommt aus der algebrai-
schen Topologie, wir gehen hier nicht ndher darauf ein). Dafiir geht man folgendermafien
vor: Seix € Ker(f”). Insbesondere liegt x in M”, es existiert mithin y € M mit u(y) = x. Dann
gilt vV'(f(y)) = f"(u(y)) = f"(x) = o, also liegt f(y) im Bild von «/, etwas v/(z) = f(y). Wir
definieren d(x) als das Bild von z unter der kanonischen Projektion N’ — N’ /Im(f”).

Hier sind nun einige Sachen zu iiberpriifen:

e Die Abbildung d ist wohldefiniert, d.h. d(x) hdangt nicht von der Wahl von y ab.
e Die Abbildung d ist ein R-Modul-Homomorphismus.
e Die resultierende Sequenz von R-Moduln wie in der Aussage ist exakt.

Die Beweistechnik, sich »durch ein kommutatives Diagramm zu hangeln«, bezeichnet
man auch als Diagrammjagd, englisch diagram chase. Siehe auch https://www.youtube.com/
watch?v=etbcKWEKnvg. U

Fiir einen R-Modul-Homomorphismus f: M — N heifit der Quotient N / Im f auch der Kokern
von f und wird mit Coker f bezeichnet. (Dies ist tatsidchlich der duale Begriff zum Begriff
des Kerns, vergleiche Definition 3.37.)

KOROLLAR 3.16 (Fiinferlemma). Wenn in der Situation des Schlangenlemmas zwei der drei Homo-
morphismen f’, f, f" Isomorphismen sind, so auch der dritte.

Auf Englisch heifdt das Fiinferlemma five lemma.

BEwEIS. Ein R-Modul-Homomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
sowohl sein Kern als auch sein Kokern verschwinden. Eine Sequenz 0 -+ M — o st da-
neu dann exakt bei M, wenn M = o gilt. Daher folgt die Aussage unmittelbar aus dem
Schlangenlemma. O

[AM] Ch. 2


https://www.youtube.com/watch?v=etbcKWEKnvg
https://www.youtube.com/watch?v=etbcKWEKnvg
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3.3. Exakte Funktoren

Seien R und R’ Ringe. Fiir R-Moduln M, N trigt die Menge Hompy(M, N) durch die Grup-
penstruktur auf N die Struktur einer abelschen Gruppe (und sogar, induziert durch die
R-Modulstruktur auf N, die Struktur eines R-Moduls).

DEFINITION 3.17. Ein (kovarianter) Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t additiv, falls
fur alle R-Moduln M, N die durch F gegebene Abbildung

Homp(M,N) — Hompg (F(M), F(N))
ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist.

Ein kontravarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif$t additiv, falls fiir alle R-Moduln
M, N die durch F gegebene Abbildung

Hompy (M, N) — Homyg (F(N), F(M))

ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist. -
BEMERKUNG 3.18. Ist F ein additiver Funktor, so gilt F(o) = o. O

DEFINITION 3.19. (I) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heifit linksexakt,
falls F additiv ist und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—>M —-M, >M; =0
die Sequenz
o — F(M;) — F(M,) — F(M;)
exakt ist.

(2) Ein kontravarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t linksexakt, falls F additiv ist
und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—>M =M, —>M;—0
die Sequenz
o — F(M3) — F(M,) — F(M,)
exakt ist.

(3) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t rechtsexakt, falls F additiv ist
und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—-M —-M,—>M;—o0
die Sequenz
F(M;) — F(M,) — F(M;) — o
exakt ist. Analog: rechtsexakte kontravariante Funktoren.

(4) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heifit exakt, falls F additiv ist und
falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—>M —-M, >M;—0
die Sequenz
o— FM,) - FM,) — F(M3) —0
exakt ist, d. h. wenn F linksexakt und rechtsexakt ist. Analog: exakte kontravariante
Funktoren.

%
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BEMERKUNG 3.20. (I) SeiF einlinksexakter kovarianter Funktorundseio - M, - M, —
M, exakt. Dannist o — F(M,) — F(M,) — F(M,) exakt. Analog fiir kontravariante
Funktoren.

(2) SeiF ein rechtsexakter kovarianter Funktor und sei M; — M, — M, — 0 exakt. Dann
ist F(M,) — F(M,) — F(M,) — o exakt. Analog fiir kontravariante Funktoren.

(3) SeiF ein exakter kovarianter Funktor und sei M, — M, — M; exakt. Dannist F(M,) —
F(M,) — F(M,) exakt. Analog fiir kontravariante Funktoren.

O

3.3.1. Der Hom-Funktor ist linksexakt. Als Teil von Satz 3.14 haben wir schon die
folgende Aussage bewiesen.

SATZ 3.21. Seien R ein Ring und N ein R-Modul. Dann sind die Funktoren Homy (-, N) und Hom(N, )
linksexakt. (Vergleiche Definition 3.11 und Satz 3.14).

3.3.2. Tensorprodukt ist rechtsexakt.

SATZ 3.22. Seien R ein Ring und N ein R-Modul. Dann ist der Funktor M — M ®p N rechtsexakt.

BEWEIS. SeiM’ — M — M” — o exakt. Um zu zeigen, dass die mit N tensorierte
Sequenz

M @ N—->M@yN—->M' @y N—o
exakt ist, beniigt es nach Satz 3.14 zu zeigen, dass fiir jeden R-Modul T die Sequenz
0 — Homp(M” @5 N, T) — Homy(M ®5 N, T) — Homp(M' @x N, T)

exakt ist. Weil wir Homz (M ®5 N, T) mit Hom(M, Homg (N, T)) identifizieren konnen (und
entsprechend fiir M’ und M”, siehe Satz 2.93), folgt dies aus Satz 3.14, angewandt auf die
Ursprungssequenz (und Homg(—, Homg (N, T))).

Wir haben hier die Aussage, dass der Funktor Tensorprodukt rechtsexakt ist, im wesentli-
chen durch ein formales Argument aus Satz 2.93 erhalten. Das ist insofern die »richtige«
Sichtweise, als derselbe Beweis zeigt, dass jeder Funktor (R- Mod) — (R- Mod), der einen
»rechtsadjungierten Funktor besitzt«, rechtsexakt ist. (Satz 2.93 besagt, dass der Funktor
— ®pg N als rechtsadjungierten Funktor den Funktor Hom(N, —) besitzt; wir gehen aber an
dieser Stelle auf den Begriff adjungierter Funktoren nicht weiter ein.) Alternativ kénnte man
fiir diesen Satz auch »direkter« argumentieren, zum Beispiel ist praktisch offensichtlich,
dass Tensorieren Surjektivitdt erhélt. 0

3.3.3. Flache Moduln.

DEFINITION 3.23. SeiR ein Ring. Ein R-Modul M heifit flach, wenn der Funktor N — M ®p N
exakt ist. -

Weil Tensorieren stets rechtsexakt ist, ist ein R-Modul M genau dann flach, wenn fiir je-
den injektiven Homomorphismus ¢: N* — N von R-Moduln auch der Homomorphismus
idy; ®p: M ®@p N” — M ®p N injektiv ist.

BEISPIEL 3.24. Sein € Z,n > 1. Dann ist der Z-Modul Z/n nicht flach. O
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LEMMA 13.25. Seien R ein Ring, N ein R-Modulund M;,i € I eine Familie von R-Moduln. Der natiirliche
R-Modul-Homomorphismus

(EBM,> ®@r N — @(Mi ®g N), (m;);®@n— (m;@n);,

ist ein Isomorphismus.

SATZ 3.26. Ist R ein Ring und M ein freier R-Modul, so ist M flach.

Insbesondere folgt aus dem Satz: Ist K ein Korper, so ist jeder K-Vektorraum flach.
Eine R-Algebra A heif3t flach, wenn A als R-Modul flach ist.

BEISPIEL 3.27. Seikein Kérper und sei R = k[T| der Polynomring in einer Variablen T tiber
k.

(1) DieR-AlgebrenR[X]/(X—T)und R[X] / (X*—T) sind flach (sie sind sogar freie R-Moduln).
(2) Die R-Algebra R[X]/ (XT — 1) ist flach (aber kein freier R-Modul).

(3) Die R-Algebra R[X] / (XT) ist nicht flach.

3.3.4. Lokalisierung ist exakt.

SATZ 3.28. Seien Rein Ringund S C R eine multiplikative Teilmenge. Dann ist der Funktor M — S™'M
exakt.

BEWEIS. Diese Aussage ist leicht zu iiberpriifen. Sei dazu die Sequenz

M LM M
exakt bei M. Dann gilt g o f = 0, und da Lokalisierung vertraglich mit Verkettung ist, folgt
die analoge Aussage nach Lokalisierung. Das bedeutet Im(S™'f) C Ker(S™'g).

Seinun & € Ker(S™'g) mitm € M, s € S. Dann gilt @ = 0in M”, also existiert t € S mit
g(tm) = tg(m) = o. Das bedeutet tm € Ker(g) = Im(f), etwa f(m') = tm. Aber dann ist
m_tm _ f(") ¢ Im(sIf). 0
Angesichts der Identifikation S™'M = M ® S™'R konnen wir den Satz auch so formulieren,
dass ST'R eine flache R-Algebra ist.

KOROLLAR 13.29. Sei R ein Ring, und sei S C R eine multiplikative Teilmenge.

(1) Ist N C M eine Inklusion von R-Moduln, soist SN C S"Mund S~'M /SN = S™'(M / N).

(2) Seif:M — N ein R-Modul-Homomorphismus und S~'f: S7'M — S™'N der auf den Lokalisierun-
gen induzierte Homomorphismus. Dann gilt S~" Ker(f) = Ker(S7'f), S Im(f) = Im(S'f)
undS7IN /S ' Im(f) = ST(N /Im(f)).

BEWEIs. Teil (1) ist eine direkte Konsequenz dessen, dass Lokalisierung ein exakter
Funktor ist, wie wir gerade gezeigt haben. Dasselbe gilt in Teil (2) fiir die Vertréglichkeit mit
Kern und dem Kokern N /Im(f); man betrachte die exakte Sequenz o — Ker(f) - M —
N — N/Im(f) — o.Indem wir Im(f) = Ker(N — N /Im(f)) schreiben, folgt dann auch die
Vertraglichkeit mit der Bildung des Bilds. 0

SATZ 3.30. Sei R ein Ring, f: M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann sind dquivalent:
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(i) f=o
(ii) Firallep € SpecRistf ® idRp:Mp — N, die Nullabbildung.
(iii) Firallem € SpmRistf ®idg_: M, — N, die Nullabbildung.

BEWEIS. Dass ein R-Modul-Homomorphismus f: M — N die Nullabbildung ist, ist
dquivalent zu M / Ker(f) = o. Damit folgt der Satz aus Korollar 3.29 und Satz 2.83. O

SATZ 3.31. Sei R ein Ring, und sei

ML MM

eine Sequenz von R-Moduln. Dann sind dquivalent:

(i) Die SequenzM’ — M — M" ist exakt.
ii) Firallep € Spec R ist die Sequenz (M), — M, — (M"), exakt.
p p P
iii) Fiir allem € Spm R ist die Sequenz (M"),, — M, — (M"),,, exakt.
p q m m m

BEwEIs. Da Lokalisierung exakt ist, gilt die Implikation (i) = (ii), und (ii) = (iii) ist trivi-
al, weil jedes maximale Ideal ein Primideal ist. Nun gelte (iii). Die Inklusion Im(f) C Ker(g)
ist dquivalent zug o f = 0. Dies kénnen wir nach Satz 3.30 nach Lokalisierung in maximalen
Idealen tiberpriifen. Weil Lokalisierung mit der Verkettung von Homomorphismen kompa-
tibel ist (denn es handelt sich um einen Funktor), stellt (iii) sicher, dass dies erfiillt ist. Ange-
sichts dessen ist die Gleichheit Im(f) = Ker(g) dann gleichbedeutend mit Ker(g) /Im(f) = o.
Es gilt (Ker(g) /Im(f)),, = Ker(g,,) /Im(f,,) = Ker(g),, /Im(f),, = 0, wobei die ersten bei-
den Gleichheiten gelten, weil Lokalisierung exakt ist (Korollar 3.29 (2)), und die letzte wegen
der Voraussetzung (iii). Wir schreiben hier zur Abkiirzung f,, = f ® idg _ etc. Aus Satz 2.83
folgt damit Ker(g) /Im(f) = o. O

SATZ 3.32. Sei R ein Ring und sei M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) Der R-Modul M ist flach.

(ii) Fiirallep € Spec R ist der R,-Modul M,, flach.
(iii) Fiirallem € Spm R ist der R,,-Modul M, flach.

BEwEIS. Das folgt angesichts der Kompatibilitdt von Tensorprodukt und Lokalisierung
direkt aus dem vorherigen Satz. O

[AM]Ch. 2, 3

3.4. Abelsche Kategorien *

Der Formalismus der exakten Funktoren kann noch in einem allgemeineren Rahmen stu-
diert werden, den wir hier kurz anreifien wollen.

DEFINITION 3.33. Sei % eine Kategorie.
(1) Ein initiales Objekt in ¢ ist ein Objekt I, so dass fiir alle Objekte X in € genau ein Morphis-
mus | — X existiert.

(2) Ein terminales Objekt in ¢ ist ein Objekt T, so dass fiir alle Objekte X in 4 genau ein
Morphismus X — T existiert.

(3) Ein Nullobjekt in ¢ ist ein Objekt, das sowohl initial als auch terminal ist.
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Alle obigen Eigenschaften lassen sich als universelle Eigenschaften auffassen, so dass in-
itiale, terminale und Null-Objekte jeweils eindeutig bestimmt sind bis auf eindeutigen
Isomorphismus, sofern sie existieren. Aquivalent kénnen wir ein initiales Objekt auch als
ein »leeres Produkt« (ein Objekt, das die universelle Eigenschaft des Produkts fiir die leere
Menge als Indexmenge hat) und ein terminales Objekt als »leeres Koprodukt« definieren.

BEISPIEL 3.34. Inder Kategorie der Mengen ist () initial und jede Menge mit einem einzigen
Element terminal. In der Kategorie der Ringe ist Z initial und der Nullring terminal. In
beiden Fillen existiert kein Nullobjekt. In der Kategorie der Gruppen und in der Kategorie
der abelschen Gruppen ist jeweils die triviale Gruppe ein Nullobjekt. Ist R ein Ring, so ist der
Nullmodul ein Nullobjekt in der Kategorie der R-Moduln. Die Kategorie der Korper besitzt
weder ein initiales noch ein terminales Objekt. O

DEFINITION 3.35. Eine additive Kategorie ist eine Kategorie %, in der alle Mengen Hom (X, Y)
mit der Struktur einer abelschen Gruppe (die wir additivschreiben) ausgestattet sind, so dass
die Komposition von Morphismen bilinear ist, und in der alle endlichen Produkte existieren.

_|

BEMERKUNG 3.36. Sei ¢ eine additive Kategorie

(1) Sind X, Y Objekte in ¥ und X x Y deren Produkt, so ist X x Y zusammen mit den
Abbildungen X — X x Y (induziertvonid: X — X,0:X — Y)und Y — X x Y (analog) ein
Koprodukt von X und Y. Allgemeiner zeigt man, dass jedes endliche Produkt (mit den
offensichtlichen Abbildungen) gleich dem Koprodukt der entsprechenden Objekte ist.
Insbesondere ist das leere Produkt in 4, das nach Voraussetzung existiert, ein Nullobjekt.

(2) Man kann zeigen, dass die Gruppenstrukturen auf den Hom (X, Y) eindeutig bestimmt
sind, sofern sie existieren.

O

DEFINITION 3.37. Sei ¢ eine additive Kategorie und f: X — Y ein Morphismus in %.

(1) Ein Kernvon f ist ein Morphismus a: K — X, der die folgende universelle Eigenschaft
hat: Fiir alle Objekte T in ¢ ist die Abbildung
Homy(T,K) - {9:T -+ X; fog=o0}, h~aoh,
bijektiv.
(2) Ein Kokern von f ist ein Morphismus b: Y — C, der die folgende universelle Eigenschaft
hat: Fiir alle Objekte T in ¢ ist die Abbildung
Hom (C,T) - {9:Y - C; gof =0}, hw+— hob,
bijektiv.

Kerne und Kokerne sind eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Jeder
Kern ist ein Monomorphismus und jeder Kokern ist ein Epimorphismus. Den Kern von
f bezeichnen wir mit Ker(f), den Kokern mit Coker(f) (wobei wir hier streng genommen
natiirlich einen Kern und Kokern auswihlen miissen, aber die Wahl keine Rolle spielt, weil
zu jedem anderen Kern (bzw. Kokern) ein eindeutig bestimmter Isomorphismus existiert).
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Ist ¢ die Kategorie der Moduln {iber einem Ring R, und f: X — Y ein R-Modul-Homomor-
phismus, so ist die Inklusion Ker(f) — X ein Kern im Sinne der obigen Definition (und
allgemeiner ist jeder injektive R-Modul-Homomorphismus K — X mit Bild Ker(f) ein Kern).
Entsprechend ist die kanonische Projektion Y — Y /Im(f) (und allgemeiner jeder surjektive
R-Modul-Homomorphismus Y — C mit Kern Im(f)) ein Kokern von f.

DEFINITION 3.38. Eine abelsche Kategorie ist eine additive Kategorie ¢, so dass gilt:

(a) Jeder Morphismus in ¢ besitzt einen Kern und einen Kokern.

(b) Jeder Monomorphismus ist ein Kern eines Morphismus, und jeder Epimorphismus ist
ein Kokern eines Morphismus.

Die Kategorie der abelschen Gruppen und allgemeiner die Kategorie der R-Moduln iiber ei-
nem Ring R sind abelsche Kategorien. Die Kategorie aller freien abelschen Gruppen (d.h. der-
jenigen abelschen Gruppen, die frei sind als Z-Modul) ist additiv, aber nicht abelsch.

Ist € eine abelsche Kategorie und f: X — Y ein Morphismus, so kénnen wir das Bild Im(f)
von f im kategoriellen Sinne definieren als Im(f) := Ker(Coker(f)) (und es gibt dann einen
natiirlichen Isomorphismus Im(f) = Coker(Ker(f))).

Da Bilder und Kerne von Morphismen existieren, kann man den Begriff der exakten Sequenz
und dann auch den Begriff des exakten Funktors zwischen abelschen Kategorien definieren.
Man kann dann zum Beispiel zeigen, dass das Schlangenlemma in jeder abelschen Kategorie
richtig ist. In der Homologischen Algebra werden systematisch solche Funktoren untersucht,
die links- oder rechtsexakt sind, aber nicht exakt sind, und es werden Methoden entwickelt,
um genauer zu beschreiben, »inwiefern« ein solcher Funktor nicht exakt ist.



ANHANG A

Literatur zur Kommutativen Algebra *

Es gibt eine Reihe von sehr guten Biichern zur Kommutativen Algebra:

Atiyah, Macdonald [AM]. Einer der »Klassiker«, der praktisch alle Ergebnisse der Vorle-
sung, und einiges dariiberhinaus enthilt. Ein grofier Teil der Vorlesung lasst sich in diesem
Buch direkt »wiederfinden«. Im Abschnitt iiber Dedekindringe gehen wir allerdings etwas
anders vor.

Bosch, Algebraic Geometry and Commutative Algebra, Springer 20173.
https://doi.org/10.1007/978-1-4471-4829-6

Ein neueres Buch, das (mehr oder weniger) die typischen Vorlesungen Kommutative Algebra
und Algebraische Geometrie (Schematheorie) abdeckt.

Bourbaki [B]. Die »Enzyklopédie« zur Kommutativen Algebra. Sehr umfangreich und aus-
fihrlich geschrieben, wegen der vielen Riickverweise ist es aber vielleicht nicht ganz leicht,
sich dort auf Anhieb zurecht zu finden.

Eisenbud [E]. Ein relativ neues Buch zur kommutativen Algebra, das an vielen Stellen an
die algebraische Geometrie ankniipft.

Gortz-Wedhorn [GW] Appendix B. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse mit
Verweisen auf die Literatur, aber (fast) ohne Beweise.

Matsumura [Mz]. Ein sehr umfangreiches Buch, das iiber den Stoff von [AM] deutlich
herausgeht. Insgesamt knapper geschrieben als[AM]. Von Matsumura gibt es auch noch das
dltere Buch [M1], das zwar einen grof3en Durchschnitt mit dem neueren Buch hat, aber auch
einige Themen abhandelt, die sich in letzterem nicht finden.

Stacks Project’ [St]

Das Stacks-Projekt ist eine Online-Enzyklopédie, in der die Theorie der
algebraischen Stacks (ein Begriff aus der algebraischen Geometrie) ein-
schlieflich aller Voraussetzungen dargestellt werden soll. Momentaner
Zwischenstand der pdf-Datei (Anfang April 2022): gut 7400 Seiten. Das Pro-
jekt wurde initiiert und wird betreut von Johan de Jong®. Das Kapitel iiber
kommutative Algebra finden Sie unter https://stacks.math.columbia.
edu/tag/00AQ.

Zariski, Samuel [ZS]. Ein weiterer Klassiker, der aber insgesamt ein bisschen in die Jahre
gekommen ist.

Thttps://stacks.math.columbia.edu/
2https://de.wikipedia.org/wiki/Aise_Johan_de_Jong
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