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KAPITEL 1

Einleitung

1.I. Inhalt der Vorlesung

Die Vorlesung Algebra besteht aus meiner Sicht im wesentlichen aus

e der Untersuchung von Kérpern und sogenannten Koérpererweiterungen; im Fokus
steht dabei die Frage, wann ein Polynom in einer Unbestimmten mit Koeffizienten
in einem Korper K in K oder einem Erweiterungskorper von K eine Nullstelle hat
(oder sogar vollstdandig in Linearfaktoren zerfillt) und

o zu diesem Zweck einem (im Vergleich zur Linearen Algebra) systematischeren Stu-
dium des Begriffs der Gruppe, das wir an den Anfang der Vorlesung stellen.

Ein Erweiterungskorper eines Korpers K ist ein Koérper L, derart dass K ein Teilkérper von L
ist, d.h. es gilt K C L und die Addition und Multiplikation auf K sind durch Einschrédnkung
der entsprechenden Verkniipfungen auf L gegeben. Wir nennen das Paar K C L dann auch
eine Korpererweiterung und schreiben oft L/K.

Neben den konkreten Sitzen (siehe unten) ist ein wichtiges Lernziel der Vorlesung der
Umgang mit »abstrakten mathematischen Strukturen«. An mehreren Stellen ist der Abs-
traktionsgrad hoher als in der Linearen Algebra, das bedeutet, dass es schwieriger ist, ein
»Gefiihl« fiir die entsprechenden Begriffe zu entwickeln, damit man wirklich mit ihnen
umgehen kann. Zusitzlich ist es so, dass der Stoff der Algebra-Vorlesung (wie bei fast allen
Mathematik-Vorlesungen, und dhnlich wie in anderen Fichern) iiber ungefihr 200 Jahre
hin immer weiter optimiert und in eine stromlinienférmige Gestalt gebracht wurde. Das
hat den Vorteil, dass man in der zur Verfiigung stehenden Zeit zu mehreren wichtigen und
teilweise (mathematisch gesehen) spektakuldren Ergebnissen kommen kann, deren Beweise
alles andere als offensichtlich sind, aus vielen Schritten bestehen und in teils iiberraschen-
der Art verschiedene Konzepte zusammenbringen. Der Nachteil liegt allerdings auch auf
der Hand: Es ist nicht von vorneherein offensichtlich, welche Bedeutung einige Ergebnisse
aus der ersten Vorlesungshilfte spater haben werden und warum dieser oder jener Begriff
tiberhaupt eingefiihrt wird (auch wenn ich mir Miithe geben werde, das jeweils an Ort und
Stelle zu motivieren).

Auflerdem spiegelt so eine Vorlesung nicht wider, wie sich eine mathematische Theorie
entwickelt. Das konnte man mit einer Stadtfithrung vergleichen, wo typischerweise nur die
schonen und besonders sehenswerten Ecken gezeigt werden, aber nicht die Sackgassen mit
den heruntergekommenen Héusern...

Mathematik ist kein vorsichtiger Gang auf einer gut gerdumten Strale,
sondern eine Reise in eine fremde Wildnis, in der sich die Entdecker oft verlaufen.
W.S. Anglin
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Dennoch ist es, um Mathematik zu lernen, wichtig, auf eigene Faust auch einmal Sackgassen
und Irrwege kennenzulernen, Fehler zu machen, eigene Beweise zu finden (auch wenn sie im
Nachhinein betrachtet vielleicht unnétig umstandlich sind), usw. Auch das muss und wird
in der Veranstaltung abgedeckt werden, und zwar - Sie ahnen es wahrscheinlich - durch die
Bearbeitung der Hausaufgaben und den Besuch der Ubungsgruppen.

Damit, dass die Ergebnisse tiefliegender sind als in den Anfingervorlesungen, geht einher,
dass sie weiter entfernt sind von konkreten Anwendungen. Wahrend Methoden der Linearen
Algebra »uberall« benotigt werden, ist beispielsweise die Tatsache, dass das regelmiflige
17-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, nicht jedoch das regelmaflige 7-Eck, zwar
die Losung eines mathematischen Problems, das die Mathematik seit {iber 2000 Jahren
beschiftigt hat, und auch insofern interessant, als der Losungsweg unerwartet und trotz
seiner Komplexitdt auch extrem elegant ist. Fiir die Praxis hat diese Sache aber keinerlei
Bedeutung. Es gibt zwar durchaus Anwendungen, die auf den Ergebnissen der Algebra
bzw. auf darauf aufbauenden Theorien beruhen (die Kryptographie mit elliptischen Kur-
ven ist ein hdufig genanntes Beispiel, auch in der Kodierungstheorie spielt die Theorie der
(endlichen) Korper eine Rolle), aber diese benétigen dann oft noch deutlich mehr Theorie
(zum Beispiel die algebraische Geometrie). Daher beschiftigen sich auch die Ergdnzungen im
Skript grofitenteils mit innermathematischen Themen und Ausblicken.

Es kann nicht geleugnet werden, daB ein groBer Teil der elementaren
Mathematik von erheblichem praktischen Nutzen ist. Aber diese Teile der Mathematik
sind, insgesamt betrachtet, ziemlich langweilig. Dies sind genau diejenigen Teile der
Mathematik, die den geringsten asthetischen Wert haben. Die nechte« Mathematik
der nechten« Mathematiker, die Mathematik von Fermat, GauB, Abel und Riemann ist
fast vollig »nutzlos«.

G. H. Hardy®

@Zur Sicherheit der Hinweis: Die im Skript eingestreuten Zitate sollten in erster Linie zur
Auflockerung dienen. Auch wenn ich jedenfalls bei den meisten davon finde, dass sie einen
wahren Kern haben oder es wenigstens lohnenswert ist, dariiber nachzudenken, wie die
jeweilige Aussage gemeint ist, stimme ich definitiv nicht jedem zu.

Alle Padagogen sind sich darin einig: Man muB vor allem tiichtig Ma-
thematik treiben, weil ihre Kenntnis fiirs praktische Leben groBten direkten Nutzen
gewahrt.

Felix Klein

Das soll aber nicht heifien, dass die Themen dieser Vorlesung nicht interessant wiren - im
Gegenteil ist aus meiner Sicht die Algebra eine der schonsten Vorlesungen des Mathema-
tikstudiums, weil, wie schon angedeutet, die Losungen mehrerer Probleme erkliart werden
konnen, die {iber Jahrhunderte Mathematikerxinnen fasziniert haben und die mit der Theo-
rie der Galois-Erweiterungen sehr durchsichtig dargestellt werden kdnnen. Die Kraft der
mathematischen Abstraktion kommt hier noch weitaus stirker zum Tragen als in der Linea-
ren Algebra (oder den Anfingervorlesungen der Analysis), wo die allermeisten Begriffe und
Ergebnisse (auch) einen konkreten, »rechnerischen« Zugang erlauben.
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1.2. Wichtige Sitze und Folgerungen

Einige wichtige Sétze, die wir im Laufe der Vorlesung beweisen werden, sind die folgenden.
Zum Teil fehlt uns im Moment allerdings noch die Terminologie, um ihren Inhalt prizise zu
beschreiben.

e Die Sylow-Sitze geben iiber die Untergruppen einer Gruppe Aufschluss, deren
Ordnung eine Primzahlpotenz ist.

e Der Satz von Gauf besagt, dass der Polynomring tiber einem faktoriellen Ring selbst
faktoriell ist und gibt eine genaue Beschreibung der irreduziblen Elemente darin
(in Termen der Irreduzibilitdt im Polynomring tiber dem Quotientenkodrper des
Grundrings).

e Sind K C L C M Teilkdrper, und ist x € M Nullstelle eines normierten Polynoms
mit Koeffizienten in L, so dass jeder dieser Koeffizienten Nullstelle eines normier-
ten Polynoms mit Koeffizienten in K ist, so ist auch x Nullstelle eines normierten
Polynoms mit Koeffizienten in K.

o Ist K ein Korper, so existiert ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper
von K.

e Zujeder Primzahlpotenz q = p” (mit r > 1) existiert ein Koérper mit g Elementen
(und dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt).

o Der Hauptsatz der Galois-Theorie, der eine Bijektion zwischen den Zwischenkdrpern ei-
ner galoisschen Kérpererweiterung und den Untergruppen der sogenannten Galois-
Gruppe dieser Erweiterung angibt und damit einen Zusammenhang zwischen der
Theorie der Korpererweiterungen und der Gruppentheorie herstellt.

Als »Anwendungen« werden wir am Ende der Vorlesung dann

e einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben (also zeigen, dass der Kérper
der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen ist), der nur ganz wenige Zutaten
aus der Analysis benotigt (dass es ganz ohne Analysis nicht gehen kann, ist insofern
klar, als die komplexen Zahlen von ihrer Natur aus ein »analytisches« Objekt sind),

e zeigen, dass es Polynomgleichungen mit Koeffizienten in QQ gibt, deren Nullstellen
(in R bzw. C) nicht mit den Grundrechenarten und dem Ziehen n-ter Wurzeln hin-
geschrieben werden konnen. (Man sagt, diese Gleichungen seien nicht »auflgsbar
durch Radikale«.) Insbesondere kann es keine allgemeine Losungsformel dhnlich
der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen im allgemeinen Fall geben. Wir
werden auch sehen, warum dieses Phinomen nur in Grad > 5 auftritt (und Metho-
den entwickeln, mit denen man die bekannten Lésungsformeln fiir Polynome vom
Grad 3und vom Grad 4 systematisch herleiten kann). Siehe auch die Einfithrung des
Buchs [Bo-A]von Bosch, in dem das Thema ausfiihrlich und auch aus historischer
Sicht beleuchtet wird.

e Wir werden verschiedene klassische Konstruktionsprobleme (»Konstruktion mit
Zirkel und Lineal«) diskutieren und zum Beispiel sehen, dass die Verdoppelung des
Wiirfels nicht moglich ist, dass der Satz von Lindemann iiber die Transzendenz
von 7 zeigt, dass die Quadratur des Kreises unmoglich ist, und ein Kriterium dafiir
beweisen, dass das regelmifiige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.

e Einen konzeptionellen Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes geben, eines
Grundpfeilers der Zahlentheorie, das in der Klassenkorpertheorie weitreichend
verallgemeinert wird und insofern als Wegweiser auch fiir aktuelle Forschung in
Zahlentheorie und benachbarten Gebieten betrachtet werden kann.
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Dies sagte (angeblich ..?) Oberstleutnant von dem Busche zu seinem
Freund Ferdinand Lindemann®, als er ihn eines Abends in auBergewdhnlich guter Stim-
mung antraf. Der Grund fiir Lindemanns gute Laune war, dass er just an diesem Tag die
Transzendenz (Definition 4.9) der Kreiszahl 7 bewiesen hatte. Wie wir sehen werden
(und wie Lindemann natiirlich wusste) folgt daraus mit der Theorie der Korpererweite-
rungen, wie wir sie in der Vorlesung kennenlernen werden, dass die »Quadratur des
Kreises mit Zirkel und Lineal« nicht méglich ist (Satz 4.47).

Sie sehen ja aus, als hatten Sie die Quadratur des Kreises geldst!

%https://epub.ub.uni-muenchen.de/4546/1/4546.pdf
b https://de.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann

1.3. Vorkenntnisse

Gute Kenntnisse der Linearen Algebra werden benétigt, allerdings weniger die »Feinheiten«
der Theorie von Vektorrdaumen und ihrer Homomorphismen (auch wenn der Dimensionsbe-
griff, mit dem wir den Grad einer Kérpererweiterung definieren werden, wichtig ist und wir
auch auf die Eigenwerttheorie fiir Vektorraumendomorphismen zuriickgreifen werden),
sondern vor allem:

o der Begriff der Gruppe,

o der Begriff des (kommutativen) Rings und des Kérpers, und zum Beispiel des Poly-
nomrings, des Quotientenkorpers eines Integrititsrings und des faktoriellen Rings,

e die Konstruktion des Quotienten einer Gruppe nach einem Normalteiler und eines
Rings nach einem Ideal (und seine Eigenschaften, vor allem der Homomorphiesatz).

Menschen, die von der Algebra nichts wissen, kdnnen sich auch nicht die
wunderbaren Dinge vorstellen, zu denen man mit Hilfe der genannten Wissenschaft
gelangen kann.

G. W. Leibniz

Auch wenn wir die in der Linearen Algebra schon behandelten Themen teilweise wieder-
holen werden, werden diese ziemlich schnell abgehandelt, und es ist wichtig, dass Sie, was
diese Begriffe angeht, schnell »arbeitsfahig« sind, also mit diesen Begriffen ohne langes
Nachdenken umgehen kénnen, weil wir weiter darauf aufbauen werden. Das gilt in besonde-
rem Mafie fiir die Quotienten von Gruppen und Ringen. Diese spielen in allen Kapiteln eine
sehr wichtige Rolle - wiederholen Sie gegebenenfalls noch einmal, was wir in der Linearen
Algebra dazu schon gelernt haben. Die Bildung des Quotienten eines Vektorraums nach
einem Untervektorraum kann hier vielleicht auch noch einmal niitzlich sein, weil sie besser
geometrisch veranschaulicht werden kann.

Als konkrete Beispiele von Kérpern sollten Thnen Q, R, C und die Kérper F,, (p eine Primzahl)
geldufig sein.


https://epub.ub.uni-muenchen.de/4546/1/4546.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
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Aus der Analysis benotigen wir nicht viel. In Abschnitt 5.5.3 benutzen wir den Zwischenwert-
satz aus der reellen Analysis. In der zweiten Vorlesungshilfte ist es niitzlich, grundlegende

Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion exp: C — C* zu kennen; insbesondere

. . . ki
werden uns die sogenannten n-ten Einheitswurzeln exp(#¢) (n € N_,,k € {0,....,n —1})

begegnen, die so heifien, weil es genau die Zahlen in C sind, deren n-te Potenz gleich 1 ist.






KAPITEL 2

Gruppen

2.1. Gruppen, Gruppenhomomorphismen, Untergruppen

Wir beginnen die Vorlesung Algebra damit, den Begriff der Gruppe, den wir in der Linearen
Algebra bereits kennengelernt haben, etwas systematischer und ausfiihrlicher zu studieren.

2.1.I. Vorkenntnisse. Sie sollten jedenfalls die Definition einer Gruppe, von kommu-
tativen bzw. abelschen Gruppen, von Gruppenhomomorphismen und -isomorphismen, und
von Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus kennen. Beispiele fiir Gruppen, die in
der Linearen Algebra eine Rolle gespielt haben, sind insbesondere die symmetrischen Grup-
pen S, und die allgemeine und spezielle lineare Gruppe iiber einem Korper K, GL,(K) und
SL,(K). Wichtige Gruppenhomomorphismen waren die Signumabbildung sgn: S, — {1, —1}
sowie die Determinante GL,(K) — K*. Schauen Sie gegebenenfalls noch einmal in die
Skripte zur LAI (Kapitel LA1.8) und LA2 (Abschnitt LA2.18.3).

Fiir Gruppen G und H bezeichnen wir mit Hom(G, H) (oder mit Homg,ppen (G, H), wenn
wir betonen wollen, dass wir Homomorphismen von Gruppen betrachten) die Menge aller
Gruppenhomomorphismen G — H.

Wir haben gezeigt, dass ein Gruppenhomomorphismus genau dann ein Isomorphismus ist,
wenn er bijektiv ist, und dass ein Gruppenhomomorphismus genau dann injektiv ist, wenn
er trivialen Kern hat.

Eine Teilmenge H einer Gruppe G heifit eine Untergruppe, wenn H nicht leer ist und beziig-
lich der Gruppenverkniipfung und beziiglich der Bildung des Inversen abgeschlossen ist.
Das ist genau dann der Fall, wenn die Verkniipfung auf G auf H eine Verkniipfung induziert,
fiir die die Gruppenaxiome erfiillt sind.

Der Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe ist wieder eine Untergruppe. Ist M C G
eine Teilmenge einer Gruppe G, so ist also der Durchschnitt aller Untergruppen von G, die
M enthalten, eine Untergruppe von G, und zwar die kleinste Untergruppe, die M enthilt.
Wir bezeichnen sie mit (M) und nennen sie die von M erzeugte Untergruppe.

Ein wichtiger Spezialfall, den wir in Abschnitt 2.4 genauer untersuchen werden, ist der,
dass M aus einem einzigen Element g € G besteht. In diesem Fall ist (fiir multiplikativ
geschriebenes G)

(9):=({g}) ={gs i€ 2}

die Menge aller Potenzen 1 = ¢°,9,9%,9%,...,9°",97 % := (g7 ")?,... von g. Dabei kann es
natiirlich, je nach Gruppe und gewéhltem Element, passieren, dass einige dieser Potenzen
gleich sind (und dann ist (g) eine endliche Menge).

Wir schreiben, wenn nichts anderes gesagt wird, in diesem Kapitel Gruppen multiplikativ,
schreiben also die Gruppenverkniipfung als Multiplikation (g - h oder einfach gh). (Gruppen
wie Z und die Quotienten Z/n sind aber natiirlich Gruppen beziiglich der Addition und
werden auch additiv geschrieben.)

II
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2.1.2. Beispiele von Gruppen. Allgemein und besonders in der Algebra-Vorlesung
sind Gruppen wichtig, die aus Bijektionen einer Menge auf sich bzw. aus den Automor-
phismen eines Objekts bestehen. Auch aus historischer Sicht war die Betrachtung solcher
Bijektionen entscheidend fiir die Entwicklung des Gruppenbegriffs.

BEISPIEL 2.1 (Gruppen bijektiver Abbildungen). (1) Sei X eine Menge. Die Menge Bij(X)
aller bijektiven Abbildungen X — X ist mit der Komposition von Abbildungen Bij(X) x
Bij(X) — Bij(X) als Verkniipfung eine Gruppe.

(2) Istspeziell X = {1,...,n} fiirn € N, so nennen wir S, := Bij({1, ..., n}) die symmetrische
Gruppe. Siehe auch Abschnitt 2.5.

O

Als Variante der vorherigen Beispielklasse konnen wir sogenannte Automorphismengrup-
pen von Objekten betrachten, die eine zusétzliche Struktur haben, die zu einem Begriff von
Homomorphismus fiihrt.

BEISPIEL 2.2 (Automorphismengruppen). Zu jedem Homomorphismusbegriff (also fiir
Gruppen, Ringe, Vektorrdume) haben wir den Begriff von Isomorphismen (d.h. Homomor-
phismen, die einen Umkehrhomomorphismus besitzen) und Automorphismen (d.h. Iso-
morphismen, deren Definitions- und Wertebereich tibereinstimmen).

Fiir ein Objekt X mit der gegebenen Struktur (also zum Beispiel eine Gruppe X; oder einen
Vektorraum X iiber einem Korper) setzen wir

Aut(X) = {f: X — X; f Automorphismus}.

Die Verkettung von Automorphismen von X ist wieder ein Automorphismus, die Identitéts-
abbildung von X ist ein neutrales Element beziiglich der Verkettung, und jeder Automor-
phismus besitzt nach Definition ein Inverses beziiglich der Verkettung. Daher ist Aut(X)
beziiglich der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe, die sogenannte Automorphismen-
gruppe von X.

Wenn erforderlich, konnen wir die Art von Homomorphismen, die wir betrachten mochten,
als Index angeben, zum Beispiel Autgyppen (X) 0der Autg_vektorraume (X)- Teilweise sind fiir
diese Automorphismengruppen auch andere Schreibweisen gebriuchlich, zum Beispiel wird
die Automorphismengruppe eines K-Vektorraums V manchmal mit GLg (V) bezeichnet.

Analog konnen wir beliebige Abbildungen zwischen Mengen als »Mengenhomomorphis-
men« betrachten; die »Mengenisomorphismenc, also die Abbildungen, die eine Umkehrab-
bildung besitzen, sind genau die bijektiven Abbildungen. Mit der entsprechenden Definition
erhalten wir als »Automorphismengruppe« der Menge X die Gruppe Bij(X) der Bijektionen
X — X. (Diese Sichtweise ist natiirlich Kontext von Kategorien, siehe (Ergdnzungs-)Ab-
schnitt LA2.18.8.1.) ¢

Ein Spezialfall, mit dem wir uns spéter ausfiithrlich beschiftigen werden, ist die Automor-
phismengruppe einer Kérpererweiterung (die wir unter gewissen zusitzlichen Vorausset-
zungen die Galois-Gruppe der Erweiterung nennen werden).

BEMERKUNG 2.3 (Galois-Gruppen). Sei L ein Kérper. Die Menge Aut(L) aller Ringauto-
morphismen L — L ist eine Gruppe (mit der Komposition von Automorphismen als
Gruppenverkniipfung). Ist K C L ein Teilkorper, dann ist die Teilmenge

Autg (L) := {0 € Aut(L); o(x) = xfiirallex € K} C Aut(L).

eine Untergruppe von Aut(L). Wir nennen Autg (L) die Automorphismengruppe der Erwei-
terung L/K.
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Zum Beispiel hat die Gruppe Auty (C) genau zwei Elemente: die Identitdtsabbildung und
die komplexe Konjugation. (Warum gibt es keine weiteren?) O

BEISPIEL 2.4. Eine weitere Variante von Gruppen, die aus Bijektionen eines Objekts be-
stehen, sind Symmetriegruppen von Teilmengen von R?, R3 oder hoherdimensionalen R-
Vektorrdumen, oder allgemeiner von Teilmengen eines Vektorraums V iiber einem beliebi-
gen Korper K. Fiir M C V nennen wir den Stabilisator

Stab(M) = {f € Autg(V); f(M) = M}

von M in der Automorphismengruppe von V die Symmetriegruppe von M. Im Fall des Stan-
dardvektorraums V = K" kénnen wir die Symmetriegruppe von M auch als Untergruppe
der allgemeinen linearen Gruppe GL,(K) betrachten.

Den Begriff der Gruppe kann man als den mathematischen Ansatz betrachten, Symmetrien
zu beschreiben. Zum Beispiel hat die links abgebildete Teilmenge von R?> Symmetriegruppe
Z/ 4 (die »Symmetrien« sind die Drehungen um Vielfache von 90°), die rechts abgebildete
Teilmenge hat Symmetriegruppe Z/2 x Z/2 (die Symmetrien sind neben der identischen
Abbildung die Spiegelungen an x- und y-Achse und ihre Verkettung, also die Punktspiege-
lung am Ursprung). In beiden Fillen gibt es 4 Symmetrien (einschlieflich der Identitdt), und
die Gruppenstruktur ermoglicht eine prézise Beschreibung. Gruppen, die nicht zu einer Un-
tergruppe von GL, (R) isomorph sind, konnen nicht die Symmetriegruppe einer Teilmenge
von R? sein; ein Beispiel dafiir ist die Quaternionengruppe (siehe Ergdnzung 2.8).

A

v

Ein konkretes Beispiel, das wir in der Linearen Algebra (wenigstens am Rande, siehe Ab-
schnitt LA1.8.1.6) gesehen haben, sind die Diedergruppen: D,, ist die Untergruppe von GL, (R)
aller derjenigen Automorphismen R? — R?, die ein fixiertes regelméfliges n-Eck (das den
Ursprung als Mittelpunkt hat) auf sich abbilden. Sie hat 2n Elemente, und zwar n Drehungen
und n Spiegelungen.

Vergleiche auch Abschnitt 2.3. O

BEISPIEL 2.5 (Produkt von Gruppen). (1) Sind G und H Gruppen, so konnen wir das Pro-
dukt

GxH={(g,h); g€ G, he H}
bilden. Mit der komponentenweisen Verkniipfung
(9:h)(g', ') = (9, hi)
bildet dieses wieder eine Gruppe. Die Projektionen

pg:GxH — G, (g,h) —g, und py:GxH — H, (g,h) — h,
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sind (surjektive) Gruppenhomomorphismen. Das Produkt erfiillt die universelle Eigen-
schaft des Produkts, d.h. die Abbildung
Hom(T,G x H) — Hom(T,G) x Hom(T,H), ¢+ (pgo®,pu° ),
ist eine Bijektion. Siehe Abschnitt LA2.18.1.1.
(2) Allgemeiner kénnen wir fiir jede Menge I und jede Familie (G;);c; von Gruppen das
Produkt Hie[ G; bilden. Auch hier haben wir die Projektionen auf die einzelnen Faktoren
des Produkts, und es ist eine universelle Eigenschaft erfiillt.

O

In der Algebra-Vorlesung werden im Vergleich zur Linearen Algebra endliche Gruppen eine
grofRere Rolle spielen. Wir sammeln daher einige Beispiele.

BEISPIEL 2.6 (Gruppen mit wenigen Elementen). Wir geben fiir n < 7 eine »vollstdndi-
ge Liste bis auf Isomorphie« der Gruppen mit n Elementen an, das bedeutet, eine Liste
G, G,, .., Gy(y) von Gruppen, so dass jede Gruppe mit n Elementen zu genau einer der Grup-
pen aus dieser Liste isomorph ist.

Die Beweise, dass die Listen jeweils vollstindig sind, verschieben wir auf spéter (bzw. auf
die Ubungen).

Die Gruppe G schreiben wir in diesem Beispiel stets multiplikativ.

(1) #G = 1. Die »einzige« Gruppe mit genau einem Element ist die sogenannte triviale Gruppe

{1} mit1-1 = 1, d.h.: fiir jede Gruppe G, die genau ein Element a enthilt, ist G — {1},
a — 1ein Isomorphismus von Gruppen.

(2) #G = 2.1Ist G = {a, b} eine Gruppe mit genau zwei Elementen, wobei ohne Einschrin-
kung a das neutrale Element bezeichne, soist G — Z/2,a — 0,b > 1, ein Gruppeniso-
morphismus (wobeiwir Z/2 als Gruppe beziiglich der Addition verstehen).

(3) #G = p, p Primzahl. Dann ist G isomorph zur (additiven) Gruppe Z/p, insbesondere ist
G also kommutativ. Seig € G\ {1}. Dann ist
Z]p = Gyir g
ein Isomorphismus von der (additiven) Gruppe Z/p auf die Gruppe G.

Es gibt also bis auf Isomorphie nur eine einzige Gruppe der Ordnung p. Siehe Bei-
spiel 2.22.

(4) #G = 4.In diesem Fall gibt es genau zwei nicht-isomorphe Gruppen, und zwar die
Gruppen Z/4 und Z/2 x 7Z/2 (letztere nennt man auch die Kleinsche Vierergruppe). Dass
die beiden Gruppen nicht isomorph sind, ist klar, weil Z/4 ein Element der Ordnung 4
enthilt, Z/2 x 7Z/2 aber nur Elemente der Ordnung 1 und 2 (siehe 2.12).

(5) #G = 6. Auch in diesem Fall gibt es zwei Gruppen auf der Liste, ndmlich Z/6 und
die symmetrische Gruppe S;. Weil S; nicht kommutativ ist, sind diese beiden Gruppen
offenbar nicht zueinander isomorph.

O

BEISPIEL 2.7 (Endliche abelsche Gruppen). (1) Fiirjedesn € N_ ist Z/n eine kommutati-
ve Gruppe mit n Elementen.

(2) Firr e Nundn,,...,n, € N_ ist
Z/n, x ---Z/n,

eine abelsche Gruppe (mitn, - - - n, Elementen). Im Allgemeinen ist diese nicht isomorph
zu einer Gruppe der Form Z/n, zum Beispiel ist Z/2 x 7Z/2 nicht von dieser Form.
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(Manchmal allerdings doch; der chinesische Restsatz, Satz LA2.15.61, liefert fiir paarweise
teilerfremde Zahlen n,, ..., n, einen Isomorphismus Z/n, x ---Z/n, = Z/n,---n,.)

(3) Der Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen besagt, dass jede endliche abelsche Gruppe
isomorph ist zu einer Gruppe der Form in (2). Genauer gilt: Ist G eine endliche abelsche
Gruppe, dann existieren natiirliche Zahlenn,, ...,n, > 1 mit

G=1Z/n, x---Z/n,,
und sodassn, |n,,n, |ny,...,n,_ [n,und n, ..., n, sind durch G eindeutig bestimmt.

Siehe Korollar LA2.18.93 in den Ergdnzungen des LA2-Skripts.
¢

ERGANZUNG 2.8 (Gruppen mit 8 Elementen). Fiir Gruppen mit 8 Elementen ist es schon
ein bisschen komplizierter, eine »Klassifikation (bis auf Isomorphie)« wie in Beispiel 2.6
anzugeben.

Das Ergebnis ist die folgende Liste:

(1)

(2) Z/4 x Z]z2,

(3) Z/2 x Z]2 x Z]2,

(4) die Diedergruppe Dy, siehe Beispiel 2.4, Abschnitt LA1.8.1.6.
)

(5) die Quaternionengruppe Q, d.h. die multiplikative Untergruppe der Einheitengruppe H*
der Hamiltonschen Quaternionen (Ergdnzung LA1.4.11), die von 1, i, j, k erzeugt wird. Es
ist also

Q = {17 i7j7 k7 _I7 _i7 _j7 _k}
mit neutralem Element 1 und
(-p?=1, (-D-i=i-(-1)=—i, (-1)-j=j-(-1)=—j, (-1)-k=k-(-1)=—k,
P=j=k=—-1, j=kF
Alle anderen Produkte ergeben sich daraus, zum Beispiel

b= () = i* = —i, ji= ()" =k" =k
O Ergénzung 2.8

BEISPIEL 2.9. Fiir eine Primzahl pund n € Nist GL,(F,), die Gruppe der invertierbaren (n x
n)-Matrizen iiber I, eine endliche Gruppe. Kénnen Sie »ausrechnen« (d.h. eine geschlossene
Formel dafiir angeben), wie viele Elemente GL,(IF,) hat? O

2.2. Der Quotient nach einem Normalteiler

2.2.1. Nebenklassen und der Satz von Lagrange. Sei G eine Gruppe und H C G eine
Untergruppe. Die Teilmengen von G der Form

gH={gh; hc H}, g¢<G,
nennen wir die Linksnebenklassen von H in G. Es handelt sich um die Aquivalenzklassen
beziiglich der durch
g~9 < g'9cH
gegebenen Aquivalenzrelation. Wir schreiben G / H fiir die Menge aller Linksnebenklassen
von H in G und nennen gH die (Links-)Nebenklasse oder Restklasse von g.
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Fiirg € Gist die Multiplikation mit g eine Bijektion H — gH. Im Fall einer endlichen Gruppe
ergibt sich daraus der folgende Satz.

SATzZ 2.10 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann gilt

#G = #H-#(G/H).

In diesem Zusammenhang definieren wir die folgenden Begriffe.

DEFINITION 2.11. (I) Sei G eine (endliche) Gruppe. Die Anzahl #G der Elemente von G
nennt man auch die Ordnung von G. (Manchmal schreibt man ord(G) = #G.) Ist G nicht
endlich, so ist die Ordnung von G unendlich (in Zeichen: co).

(2) Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Die Anzahl der Elemente von G/ H (in
N., U {o0}) nennt man auch den Index der Untergruppe H in G. Wir schreiben auch
[G:H] =#G/H.

Analog kann man auch Rechtsnebenklassen, also Teilmengen der Form Hg betrachten. Wir
bezeichnen mit H\G die Menge der Rechtsnebenklassen. Die Abbildung gH — Hg ' ist eine
Bijektion G/H — H\G, insbesondere haben diese beiden Mengen dieselbe Michtigkeit
(so dass man den Index auch als die Anzahl der Rechtsnebenklassen definieren kénnte).
(Warum ist die Abbildung gH — Hg~ ' wohldefiniert und bijektiv? Wie ist es mit gH — Hg?)

DEFINITION 2.12. Sei G eine Gruppe und g € G. Die Ordnung ord(g) von g ist die kleinste
positive ganze Zahl n mit g" = 1, oder co wenn kein solches n existiert. —

LEMMA 2.13. Sei G eine Gruppe und g € G. Dann gilt

ord(g) = #(g)-

BEwEIs. Esgilt (§) = {¢’; i € Z}, denn die rechte Seite ist die kleinste Untergruppe von
G, die g enthélt. Wenn Qrd(g) unendlich ist, dann sind die Elemente ¢',i € Z alle verschieden;
dennausg’ = ¢ folgtg’/ =1.

Sei nun m = ord(g) endlich. Es gilt also ¢" = 1und ¢ # 1fiiraller < d < m. Es folgt

g™ ' =g ', unddass {1,g,...,g" '} eine Untergruppe von G mit m Elementen ist. Keine echte
Teilmenge dieser Menge ist eine Untergruppe, die g enthilt, deshalb ist (9) = {1,9,...,¢™ '}
O

und #(g) = m = ord(g).

Aus dem Satz von Lagrange folgt damit:

KOROLLAR 2.14. Sei G eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt ord(g) | #G.

Insbesondere gilt g°*49) = 1,

Geben Sie ein Beispiel einer Gruppe G und eines Teilers der Gruppenordnung #G, der

nicht die Ordnung eines Gruppenelements ist. Immerhin gilt aber Lemma 2.23, siehe auch
Ergidnzung 2.83.
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2.2.2. Normalteiler und der Quotient nach einem Normalteiler. Schon in der Li-
nearen Algebra haben wir gelernt (Abschnitt LA2.18.3), dass nicht jede Untergruppe einer
Gruppe der Kern irgendeines Gruppenhomomorphismus sein muss, und man demzufol-
ge auch nicht den Quotienten nach beliebigen Untergruppen bilden kann, sondern nur
nach sogenannten Normalteilern. Wir beginnen mit der Wiederholung der Definition dieses
Begriffs.

DEFINITION 2.15. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heifdt Normalteiler, wenn fiir
alle g € G die Links- und Rechtsnebenklasse von g beziiglich H iibereinstimmen, d.h.

gH = Hg.

Wir sammeln einige einfache Aussagen, die wir benutzen werden und in der Linearen
Algebra noch nicht bewiesen haben. Wir schreiben fiir g, ¢ € G und eine Untergruppe H
analog zur Nebenklassenschreibweise auch

gHg' = {ghg’; h € H}
und speziell
gHg ™" = {ghg™"; h € H}.
Fiir jede Untergruppe H ist die Menge gHg " ebenfalls eine Untergruppe von G, die wir eine

zu H konjugierte Untergruppe nennen. Sie ist das Bild unter der Konjugation mit g, d.h. unter
dem Gruppenisomorphismus G — G, x — gxg~". Siehe auch Beispiel 2.30.

Ist G eine abelsche Gruppe, dann ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler. In jeder
Gruppe G sind {1} und G Normalteiler. Sind G und H Gruppen, soist G x {1} C G x H ein
Normalteiler, und ebenso natiirlich {1} x H C G x H; entsprechendes gilt fiir beliebige
Produkte von Gruppen. Die Untergruppe {id, (12)} C S; ist (warum?) kein Normalteiler. Ist
H C G der Kern irgendeines Gruppenhomomorphismus G — G/, so ist H ein Normalteiler
von G (wie aus Teil (2) des folgenden Lemmas folgt).

LEMMA 2.16. Seien G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

(1) WenngH C Hg fiir alleg € G gilt, dann ist H ein Normalteiler.
(2) WenngHg ' C H fiiralleg € G gilt, dann ist H ein Normalteiler.
3) Wenn H C gHg " fiir alle g € G gilt, dann ist H ein Normalteiler.

)
)
(4) Das Bild eines Normalteilers unter einem surjektiven Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.
5) Das Urbild eines Normalteilers unter einem Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.

)

(
(
(6) Istm: G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dann sind die beiden Abbildungen H —

n(H)und H — n'(H') zueinander invers und induzieren eine inklusionserhaltende Bijektion

zwischen der Menge der Normalteiler von G, die Ker(r) enthalten und der Menge der Normalteiler
von G'.

Die Bijektion in (6) nennen wir inklusionserhaltend weil fiir H, H, C G genaudann H C H’
gilt, wenn(H,) C n(H,) gilt.

BEWEIs. Zu Teil (1): Es gelte gH C Hg fiir alleg € G. Wir miissen zeigen, dass stets
auch die umgekehrte Inklusion gilt. Wenn wir die urspriingliche Aussage auf g~ ' anwen-
den, erhalten wirg 'H C Hg ', und das impliziert, wenn wir »von links und rechts mit g
multiplizieren«, dass Hg C gH gilt, wie gewiinscht.

Teile (2) und (3) kann man mit demselben Argument beweisen. Man beachte dazu, dass
gH C Hg aquivalentist zugHg™ ' C Hund zu H C g "Hg, und entsprechend natiirlich fiir
die Gleichheit von Mengen anstelle der Inklusion.
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Teile (4) und (5) sind nicht sehr schwierig; wir lassen den Beweis als Ubung. Teil (6) folgt dann
leicht aus (4) und (5). O

SATzZ 2.17 (Quotient einer Gruppe nach einem Normalteiler). Seien G eine Gruppeund H C G
ein Normalteiler. Dann ist die Abbildung

G/HxG/H—G/H, (gH,gdH)+~— g¢'H,

wohldefiniert und definiert auf G / H die Struktur einer Gruppe, die wir den Quotienten der Gruppe G
nach dem Normalteiler H nennen.

Die Abbildung n: G — G / H, g — gH, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Ker(r) = H,
den wir die kanonische Projektion nennen.

Siehe auch Abschnitt LA2.18.3. Die folgenden beiden Lemmata geben noch einmal eine etwas
andere Interpretation der Quotientenkonstruktion (und des Normalteilerbegriffs).

LEMMA 2.18. Sei G eine Gruppe, X eine Menge und f: G — X eine surjektive Abbildung. Dann gibt es
hochstens eine Verkniipfung X x X — X, die auf X die Struktur einer Gruppe definiert und so dass f ein
Gruppenhomomorphismus ist.

BEwWEIs. Dasistklar,dennesmussf(g)-f(h) = f(gh) furalleg,h € G gelten, und wegen
der Surjektivitit von f hat jedes Element von X die Form f(g) fiir ein geeignetesg € G. [

LEMMA 2.19. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppeund n: G — G / H die (surjektive) Abbildung,
die jedem g € G seine Nebenklasse gH zuordnet.

Es gibt genau dann eine Gruppenstruktur auf G / H, so dass m ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn
H ein Normalteiler in G ist (und diese ist nach dem vorherigen Lemma eindeutig bestimmt).

BEWEISs. Dass fiir einen Normalteiler H eine Gruppenstruktur auf G / H existiert, zeigt
man durch eine leichte Rechnung (die wir in der Linearen Algebra 2 durchgefiihrt haben).
Wenn andererseits eine Gruppenstruktur existiert, fiir die 7 ein Homomorphismus ist, so
sieht man leicht, dass Ker(7) = H gilt, und als Kern eines Gruppenhomomorphismus muss
H ein Normalteiler sein. O

BEISPIEL 2.20. Sei G = Z die Gruppe der ganzen Zahlen. Istn € N, so ist
nZ = {kn; k € Z},

die Menge aller Vielfachen von Z, eine Untergruppe von Z. Ist umgekehrt H C Z eine
Untergruppe, so existiert n € N mit H = nZ. (Definieren Sie, falls H # o gilt, n als ein
Element # o von H, dessen Absolutbetrag unter allen Elementen von H \ {0} minimal ist,
und benutzen Sie Division mit Rest, um H = nZ zu zeigen. Oder benutzen Sie, dass jede
Untergruppe von Z auch ein Ideal im Ring Z ist und dass Z ein Hauptidealring ist. In diesem
»schnelleren« Beweis ist aber das direkte Argument auch (wo?) versteckt.)

Wenn n = oist, so ist nZ = {0} und die kanonische Projektion Z — Z/n ist in diesem Fall
ein Isomorphismus. Fiir n # o gilt nZ = (—n)Z und der Quotient Z/n hat |n| Elemente. ¢

Das wichtigste Werkzeug, um mit dem Quotienten zu arbeiten, ist der Homomorphiesatz
(oder mit anderen Worten die »universelle Eigenschaft« des Quotienten).

SATzZ 2.21 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler.
Sein: G — G/H die kanonische Projektion auf den Quotienten. Sei T eine Gruppe und f: G — T ein
Gruppenhomomorphismus.

(1) Wenn H C Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢: G/H — T
mitpom = f.
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(2) Existiert g mitp o m = f, so folgt H C Kerf. Sind f mit H C Ker f und ¢ wie in (1), so gilt:
Im ¢ = Imf. Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv wenn H = Ker f gilt, genauer gilt stets
Ker ¢ = Ker(f)/H.

BEISPIEL 2.22. Seipeine Primzahlund G eine Gruppe der Ordnung p, also mit #G = p.Dann
sind {1} und G die einzigen Untergruppen von G, denn nach dem Satz von Lagrange muss
jede Untergruppe als Ordnung einen Teiler von #G haben, also 1 oder p. Insbesondere gilt
fiirjedes g € G, g # 1, dass (g) = G ist, denn die linke Seite ist jedenfalls eine nicht-triviale
Untergruppe von G.

Man sieht dann leicht, dass die Abbildung Z/p — G,i + ¢', ein Gruppenisomorphismus ist.
Bis auf Isomorphie ist also Z/p die einzige Gruppe mit p Elementen.

Es ist nicht sehr schwer zu sehen, dass eine Gruppe G, in der {1} und G die einzigen Unter-
gruppen sind, die Form Z/p fiir eine Primzahl p haben muss, siehe Beispiel 2.46. O

LEMMA 2.23. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl, die die Gruppenordnung #G
teilt. Dann existiert ein Element g € G mit ord(g) = p.

BEWEISs. Istg € G ein Element, dessen Ordnung d := ord(g) von p geteilt wird, so sieht
man leicht, dass g¢%/? Ordnung p hat.

Wir fithren nun Induktion nach #G, um zu zeigen, dass fiir jeden Primteiler p der Grup-
penordnung ein Element existiert, dessen Ordnung von p geteilt wird. Ist G die triviale
Gruppe, so ist nichts zu zeigen. Sei also nun G # 1 und p eine Primzahl, die #G teilt. Sei
g € Girgendein Element mit ord(g) > 1. Gilt p| ord(g), so sind wir nach dem oben Gesagten
fertig. Andernfalls bilden wir den Quotienten G/ (g) nach dem Normalteiler (g). Wegen
#G = #(G/{g)) - ord(g) gilt dann p | #(G/ (g)), nach Induktionsvoraussetzung existiert
daher ein Element h € G/ (g), dessen Ordnung von p geteilt wird. Sei nun h € G ein Element

mit Restklasse h. Dann ist (h) ein Quotient von (h), und es folgt ord(h) | ord(h) und damit
p| ord(h). O

Es ist wichtig, dass hier p eine Primzahl ist. Wo geht das obige Argument schief, wenn man
diese Voraussetzung fallenldsst? Die Voraussetzung, dass G abelsch sei, ist aber nicht erfor-
derlich fiir die Giiltigkeit der Aussage (allerdings schon (warum?) fiir den hier gegebenen
Beweis). Siehe Ergidnzung 2.83.

KOROLLAR 2.24 (Isomorphiesatz). Seien G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G ein
Normalteiler.

(1) DieMenge HN = {hn; h € H, n € N} isteine Untergruppe von G und zwar die von H U N erzeugte
Untergruppe von G.

(2) Esist N ein Normalteiler von HN und H N N ein Normalteiler von H undesgilt HN /N = H /HNN.

BEWEISs. zu (1). Firalleh € Hundn € N gilt nh = h(h""'nh) € HN, weil wegen der
Normalteilereigenschaft von N mit n auch das Konjugierte h 'nh in N liegt. Insbesondere
folgt die Abgeschlossenheit unter der Multiplikation: hnh'n’ = hh'((h")"'nh’)n’ € HN fiir
h,h' € Hund n,n’ € N und die Abgeschlossenheit unter der Bildung des inversen Elements,
denn (hn)~' = n~'h~'. Offenbar liegt das neutrale Element von G in HN, und damit sind alle
Bedingungen an eine Untergruppe erfiillt.

Esist klar, dass H und N in HN enthalten sind, und dass jede Untergruppe von G, die H und
N enthilt, auch HN enthilt.

zu (2). Weil N ein Normalteiler von G ist, ist N erst recht ein Normalteiler von HN. Ebenso
folgt, dass H N N ein Normalteiler von H ist. Die Abbildung

H — HN/N, hw— hN,
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ist surjektivmit Kern H N N und induziert daher nach dem Homomorphiesatz einen Iso-
morphismus H/HNN = HN/N. O

KOROLLAR 2.25 (Zweiter Isomorphiesatz). Seien G Gruppe, H, N C G Normalteiler in G mit
N C H. Dann st auch N ein Normalteiler in H, H / N kann in natiirlicher Weise als Normalteiler von
G / N aufgefasst werden, und es gilt

(G/N)/(H/N)=G/H.

BEWEIs. Die Abbildung H — G — G /N hat Kern N (insbesondere ist N ein Normal-
teiler von H) und induziert demnach einen injektiven Gruppenhomomorphismus H/N —
G /N, so dass wir H/ N als Untergruppe von G / N betrachten kénnen.

Die kanonische Projektion G — G/ H faktorisiert iiber eine Surjektion
G/N— G/H, gNw— gH,

deren Kern genau H / N ist, wie man unmittelbar iiberpriift. Daraus folgt einerseits, dass
H /N ein Normalteiler von G/ N ist (als Kern eines Gruppenhomomorphismus), und ande-
rerseits folgt mit dem Homomorphiesatz der behauptete Isomorphismus. O

2.3. Gruppenwirkungen

Wie oben bemerkt, sind »Gruppen von Bijektionen« bzw. allgemeiner Automorphismengruppen
wichtige Beispiele von Gruppen. Ist G irgendeine Gruppe, so liefert uns »unsere« Definition
von Gruppe, also der heutzutage iibliche Gruppenbegriff, aber nur eine Verkniipfung auf
G mit gewissen Eigenschaften und keine Anhaltspunkte fiir eine »konkrete Realisierung«
der Elemente von G als Bijektionen einer Menge, als Automorphismen oder als »Symme-
trien« einer Art. Allerdings ist es oft moglich (und niitzlich) fiir eine gegebene Gruppe zu
untersuchen, wie ein solcher Zusammenhang zu einer Gruppe der Form Bij(X) hergestellt
werden kann. Ein offensichtlicher Ansatz ist es, Gruppenhomomorphismen G — Bij(X)
zu betrachten, mit anderen Worten Zuordnungen, die jedem Element von g eine Bijektion
X — X zuordnen, so dass gewisse Eigenschaften erfiillt sein miissen. Schreibt man diese
aus, erhédlt man den Begriff der Wirkung oder Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
wie in der folgenden Definition.

DEFINITION 2.26. Seien G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung (oder: Operation) ist
eine Abbildung
GxX—X,(9,x)—g-x,
die die folgenden Eigenschaften hat:
(a) (gh)-x =g-(h-x)firalleg,h € Gundallex € X,

(b) 1-x = xfiir allex € X (wobeiI € G das neutrale Element bezeichne).

In dquivalenter Weise konnen wir eine Wirkung von G auf X als einen Gruppenhomomor-
phismus ¢: G — Bij(X) betrachten; die Beziehung zwischen den beiden Sichtweisen ist
durch ¢(g)(x) = g - x gegeben. Oft schreibt man statt g - x auch einfach gx (oder benutzt
gegebenenfalls ein anderes Symbol).

Bevor wir Beispiele betrachten, fithren wir noch die folgenden wichtigen Begriffe ein:
DEFINITION 2.27. SeiG x X — X, (g,x) — gx eine Gruppenwirkung.

(1) Die Bahn (oder: der Orbit) eines Elements x € X unter der Gruppe G ist die Teilmenge
Gx :={gx; g€ G} CX.
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(2) Der Stabilisator eines Elements x ist die Untergruppe
Stabg(x) := {g9 € G; gx = x}

von G. Manchmal nennt man diese auch die Standgruppe oder die Isotropiegruppe von x in
G.

(3) Allgemeiner kann man den Stabilisator einer Teilmenge M C X definieren, dies ist die
Untergruppe
Stabg(M) := {g € G; gM = M}
von G. Hier schreiben wirgM = {gm; m € M} C X.

Operiert die Gruppe G auf der Menge M und ist H C G eine Untergruppe, so konnen wir die
Operation »auf H einschrinken«, d.h. die gegebene Abbildung G x M — M einschrianken
zu einer Abbildung H x M — M und erhalten so eine Operation von H auf M.

BEISPIEL 2.28. (1) Die symmetrische Gruppe S, (und entsprechend jede Untergruppe von
S,) operiert auf der Menge {1, ...,n} durch o - n = o(n).

(2) Analog zu (1) operiert die Automorphismengruppe eines Objekts auf diesem Objekt,
zum Beispiel haben wir fiir (Standard-)Vektorrdume:

Sei K ein Kérper und n € N. Die Gruppe GL,(K) operiert auf dem Vektorraum K" durch
Matrizenmultiplikation, d.h. die Operation ist gegeben durch

GL,(K) x K" — K", (g,v) — gv.

Als Gruppenhomomorphismus GL, (K) — Bij(V) verstanden ist diese Operation (wenn
wir invertierbare Matrizen als Automorphismen K* — K" verstehen) einfach die
Inklusion der Gruppe aller linearen bijektiven Abbildungen in die Gruppe aller bijektiven
Abbildungen.

Ist M C K" eine Teilmenge, so operiert die Gruppe G := Stabg; (x)(M) auf M. (Dies ist
ein allgemeines Prinzip, um die Wirkung einer Gruppe einzuschrénken.) Siehe auch
Abschnitt LA1.8.1.6.

(3) Ist K ein Korper, V ein K-Vektorraum und G eine Gruppe, so nennen wir eine Operation
p: G — Bij(V) von G auf V eine Operation durch Vektorraumautomorphismen, wenn das Bild
von p in der Untergruppe Autg (V) aller Vektorraumautomorphismen von V liegt. Mit
anderen Worten: Fiir jedes g € Gist die Bijektion V — V, v — gv, eine lineare Abbildung.

Analog kann man Operationen von G auf einer Gruppe X durch Gruppenhomomorphis-
men oder auf einem Korper durch Kérperautomorphismen, usw., betrachten.

(4) Die Gruppe Z/2 operiert auf C durch komplexe Konjugation, d.h. wir definieren eine
Gruppenoperation p: Z/2 — Bij(C) indem wir p(0) als die Identitdtsabbildung C — C
und p(1) als die komplexe Konjugation o: C — C definieren. Weil o o o = id ist, ist dies
ein Gruppenhomomorphismus.

(5) Die (additive) Gruppe R operiert auf R? durch Drehungen, d.h. die Abbildung

cos(B) —sin(0
p:R — GL,(R), 6+ (sinEG; cos((e )> ,
ist ein Gruppenhomomorphismus, und die Verkettung mit der Inklusion GL,(R) =
Autp (R?) C Bij(IR?) ist die oben genannte Wirkung. Alle Elemente der Untergruppe
2n7 = {2nk; k € Z} C R operieren »trivial«, also durch die Identitdtsabbildung. Mit
anderen Worten: 217 C Ker(p). Also erhalten wir nach dem Homomorphiesatz einen
Homomorphismus
p:R/2n7Z — GL,(R),
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d.h. eine Wirkung der Gruppe R / 277 auch R? durch Vektorraumautomorphismen. Die
Bahnen dieser Operation sind einerseits die Teilmenge {0}, die nur aus dem Ursprung
besteht, andererseits alle Kreise um den Ursprung (mit Radius > o). Der Stabilisator
von o € R? ist die gesamte Gruppe, der Stabilisator eines Punktes v € R? \ {0} ist die
triviale Gruppe {o}.

O

BEISPIEL 2.29. SeiK ein Kérper und seine 0 < r < nnatiirliche Zahlen. Sei ¢ die Menge der
r-dimensionalen Untervektorrdume des K-Vektorraums K". Ist f: K" — K" ein Vektorraum-
Automorphismus und U € ¢, soist f(U) ebenfalls ein Element von . Indem wir invertier-
bare Matrizen als Vektorraum-Automorphismen betrachten, erhalten wir so eine Operation
der Gruppe GL,(K) auf der Menge ¢. Was sind die Bahnen dieser Operation? Was ist der
Stabilisator des Unterraums, der von den ersten r Standardbasisvektoren erzeugt wird? ¢

BEISPIEL 2.30. SeiG eine Gruppe. Dannist G x G — G,geh := ghg™" eine Gruppenwirkung,
die Wirkung durch Konjugation von G auf sich selbst. (An dieser Stelle ist es natiirlich zwingend,
die Operation nicht einfach als Multiplikation zu schreiben, weil sie sonst nicht von der
Gruppenmultiplikation unterscheidbar wire.)

Die Bahnen unter dieser Operation heif3en die Konjugationsklassen der Gruppe G. Den Stabili-
sator eines Elements h € G unter der Konjugationswirkung nennen wir den Zentralisator von
h und bezeichnen ihn mit Z,,. Es gilt also

Z, = {g9 € G; ghg™' = h} = {g € G; gh = hg}.
Allgemeiner sei fiir eine Teilmenge S € G der Zentralisator von S definiert als

Zs = ﬂZh = {g € G; gh = hg fur alle h € S},
hes

also als die Untergruppe von G derjenigen Elemente, die mit allen Elementen aus S kommu-
tieren. Den Zentralisator Z; der ganzen Gruppe G nennt man das Zentrum von G. Dies ist
eine abelsche Gruppe und ein Normalteiler von G (allerdings besteht fiir manche Gruppen
das Zentrum lediglich aus dem neutralen Element). Dass Z; = G gilt, ist dazu dquivalent,
dass G abelsch ist.

Ist H C G eine Untergruppe, so heifdt der Stabilisator von H in G beziiglich der Konjuga-
tionswirkung der Normalisator der Untergruppe H. Dieser wird mit N;(H) bezeichnet und
ist eine Untergruppe von G, die H enthilt und in der H ein Normalteiler ist (und zwar die
grofite solche Untergruppe). Ausgeschrieben gilt also

Ng(H) = {9 € G; gHg ' = H}.

Machen Sie sich den Unterschied zum Zentralisator Z;; klar! O

BEISPIEL 2.31. Sei K ein Korper. Die Gruppe G = GL,(K) operiert durch Konjugation
auf dem Raum M, (K) der quadratischen Matrizen der Grofle n, d.h. g € G operiert durch
A — gAg~". Der Satz iiber die Jordansche Normalform beschreibt die Menge der Bahnen
dieser Operation. O

LEMMA 2.32. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Seix € X. Dann induziert die Abbildung
G — X, g — gx, eine Bijektion G / Stab(x) — Gx.
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BEWEIS. Die angegebene Vorschrift ist wohldefiniert, denn fiirg € Gund h € Stabg(x)
gilt (gh)x = g(hx) = gx. Es ist klar, dass die Abbildung G — X, g — gx, das Bild Gx hat,
als Abbildung G — Gx verstanden also surjektivist. Elemente g, g’ € G haben genau dann
das gleiche Bild unter dieser Abbildung, wenn gx = ¢'x, also g "¢’x = x oder mit anderen
Worten g 'g’ € Stabg(x) gilt. Das ist dazu dquivalent, dass g und g’ dieselbe Restklasse in
G/ Stabg(x) haben. Daraus folgt die Behauptung. O

Sei weiterhin G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Sind x,y € X mit Gx N Gy # (),
etwa z € Gx N Gy, so gilt kdnnen wir z = gx = hy schreiben und erhalteny = (h~'g)x € Gx
und damit Gy C Gx. Aus Symmetriegriinden folgt Gy = Gx. Zwei Bahnen sind also entweder
disjunkt oder gleich. Mit anderen Worten: Die Menge X ist die disjunkte Vereinigung aller
Bahnen.

Die Bahnen sind, wie man leicht iiberpriift, die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquiva-
lenzrelation

x~y <= esexistiertg € Gmity = gx.
SATz 2.33(Bahnengleichung). SeiG eine Gruppe, die aufeiner endlichen Menge X operiert. Seix,, ..., x,

ein Vertretersystem der Bahnen von X auf G, d.h. zu jeder Bahn B C X in X unter G existiere ein eindeutig
bestimmtes i mit x; € B. Dann gilt

#X =) #Gx; =Y #(G/Stabg(x;)).

i=1 i=1

BEWEISs. Die erste Gleichheit folgt daraus, dass X die disjunkte Vereinigung aller Bah-
nen ist. Die zweite Gleichung ergibt sich aus Lemma 2.32. O

Wir wollen eine Folgerung aus der Bahnengleichung angeben, die dafiir typisch ist, wie wir
sie in Abschnitt 2.7 benutzen werden.

LEMMA 2.34. Seip eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist. Sei
X eine endliche Menge, auf der G operiert. Es sei

X6 = {x € X;gx = x fiiralleg € G}
die Menge der Fixpunkte unter der G-Wirkung. Dann gilt
#X% = #X mod p.

BEWEIs. Dass ein Punktx € X in X liegt, bedeutet gerade, dass er von allen Elementen
von G fixiert wird, dass also Stab;(x) = G gilt. Diese Elemente bilden jeweils eine eigene
Bahn unter der Operation, und es gilt dann G / Stabj;(x) = 1. In der Bahnengleichung

#X = #Gx; =Y #(G/Stabg(x;))

i=I i=I
sind alle Summanden #(G / Stabg(x;)), fiir die Stabg(x;) # G gilt, durch p teilbar. Diese
konnen wir also vernachlissigen, wenn wir modulo p rechnen. Also ist

#X = Z #(G/Stabg(x)) = Z 1=#X% mod p.
xeX@ xeXx@

O

Im speziellen Fall der Wirkung einer endlichen Gruppe G auf sich selbst durch Konjugation
erhalten wir:
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SaTz 2.35 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe und sei g, ..., g, ein Vertretersystem
derjenigen Konjugationsklassen in G, die aus mehr als einem Element bestehen. Dann gilt

#G=#Zs+ > #(G/Z,).

i=1

BEwEIs. Dassdie Konjugationsklasse eines Elementsg € G aus einem einzigen Element
besteht, also die Form {g} hat, ist damit gleichbedeutend, dass g mit allen Elementen von
G kommutiert, also im Zentrum Z; der Gruppe G liegt. Die Elemente des Zentrums sind
also diejenigen, die fiir sich genommen eine Bahn bilden. Daher ergibt sich die angegebene
Gleichheit unmittelbar aus der Bahnengleichung fiir die Operation von G auf sich selbst
durch Konjugation. O

Auch aus der Klassengleichung konnen wir eine interessante Folgerung iiber Gruppen ablei-
ten, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.

LEMMA 2.36. Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Potenz p” von p mit
r > 1ist. Dann ist das Zentrum von G nicht die triviale Gruppe.

BEWEIS. Wir schreiben die Klassengleichung fiir G aus:

#G = #Z6+ Y #(G/Z,).
i=I
Nach Definition der x; gilt Z, # 1 fiir alle i, so dass #(G / Z, ) > 1 fiir alle i folgt. Diese Terme
und damit auch die gesamte Summe sind folglich durch p teilbar. Weil #G auch durch p
teilbar ist, folgt p | #Z;. Nun gilt #Z; > 1, weil das Zentrum jedenfalls das neutrale Element
von G enthilt. Insgesamt folgt #Z; > 1, wie behauptet. O

Oft ist die folgende Sprechweise niitzlich:

DEFINITION 2.37. Eine Gruppenoperation heifit transitiv, wenn es genau eine Bahn gibt.

Operiert eine Gruppe G transitiv auf einer Menge X und ist x irgendein Element, so erhalten
wir mit Lemma 2.32 eine Bijektion G/ Stabg(x) — X, g — gx, also eine Beschreibung von X
in Termen von G und der Untergruppe Stab(x).

2.4. Zyklische Gruppen

DEFINITION 2.38. Eine Gruppe G heif3t zyklisch, wenn ein Element g € G existiert, das die
Gruppe G erzeugt, mit anderen Worten, so dass

G=(g9)={g;ic}).

Offenbar ist jede zyklische Gruppe kommutativ. Die Umkehrung ist aber nicht richtig (iiber-
legen Sie sich ein Beispiel!).

BEISPIEL 2.39. (1) Die (additiven) Gruppen Z und Z/n,n € N, sind zyklisch. (Und wir
sehen unten, dass jede zyklische Gruppe zu einer dieser Gruppen isomorph ist.)

(2) SeiGirgendeine Gruppeundg € G.Dannist (g) = {g'; i € Z} eine zyklische Untergrup-
pe von G. Insbesondere besitzt jede nicht-triviale Gruppe eine nicht-triviale zyklische
Untergruppe.
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(3) Seien p eine Primzahl und G eine Gruppe mit p Elementen. Dann ist G zyklisch. (Jedes
Element g # 1ist ein Erzeuger von G, da ord(g) ein Teiler von p ist.)

O

SATZ 2.40. Sei G eine Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) die Gruppe G ist zyklisch,
(ii) es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Z — G,
(iii) G istisomorph zu einer der Gruppen

(1) Z,

(2) Z/n firn > 1.

BEwEIs. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist einfach: Fiir G = {¢'; i € Z}istZ — G,
i — ¢' ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ist andererseits G eine Gruppe, fiir die
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢: Z — G existiert, so gilt G = (¢(1)).

Aus (ii) folgt (iii), denn ist f: Z — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, so impliziert
der Homomorphiesatz, dass G = Z / Ker(f) ist, und die einzigen Untergruppen von Z sind
die Mengen der Form nZ mit n € Z, und dabei konnen wir ohne Einschrinkungn € N
wihlen. (Siehe Beispiel 2.20.)

Andererseits sind offenbar die in (iii) genannten Gruppen simtlich zyklisch, sie werden
erzeugt von (der Restklasse von) 1. O

SATZ 2.41. Untergruppen und Quotienten von zyklischen Gruppen sind zyklisch. Insbesondere gilt: Ist
¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus und ist G zyklisch, so sind Ker(¢) und Im(¢p) zyklisch.

BEwEIs. Mit Charakterisierung (ii) in Satz 2.40 ist klar, dass Quotienten zyklischer
Gruppen zyklisch sind. Ist G zyklisch, ¢: Z — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
und H C G eine Untergruppe, soist ¢ '(H) — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus,
und ¢ '(H) ist entweder die triviale Gruppe oder isomorph zu Z. In beiden Fillen folgt, dass
H zyklisch ist. Der Zusatz folgt aus dem ersten Teil. O
SATZ 2.42. (1) Die Elemente von Z, die (jeweils) diese Gruppe erzeugen, sind 1 und —1.

(2) Seinunn € N, undr € Z. Dann sind dquivalent:
(i) die Restklasse vonr ist ein Erzeuger der Gruppe Z/n,

(ii) die Restklasse von r ist eine Einheit im Ring Z /n,

(iii) die Zahlen r und n sind teilerfremd (haben also grofiten gemeinsamen Teiler 1).

BEWEIs. Teil (1) ist unmittelbar klar. Zu (2): Die Restklasse von r ist genau dann ein
Erzeuger von Z/n,wenn (die Restklasse von) 1 in ihrem Erzeugnis liegt, alsowenna, b € Z
existieren mit ar + bn = 1. Das ist dazu dquivalent, dass r eine Einheit in Z/n ist und auch
dazu dass r und n teilerfremd sind (siehe auch Satz LAI.4.16). O

DEFINITION 2.43 (Eulersche ¢-Funktion). Die Eulersche ¢-Funktion ist die Abbildung
o:Nog > Nog, n—#(Z/n)*,

mit anderen Worten die Abbildung, fiir die ¢(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen
zwischen I und n ist. =
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Wir geben einige leicht zu beweisende Eigenschaften der Eulerschen ¢-Funktion an. Die
Eigenschaften (1) und (2) erlauben es, die Werte von ¢ fiir jede (nicht allzu grofie) natiirliche
Zahl einigermafien aufwandslos zu berechnen. Eigenschaft (3) werden wir im Beweis von
Theorem 2.47 fiir ein trickreiches Abzdhlargument benutzen.

LEMMA 2.44 (Eigenschaften der Eulerschen ¢-Funktion). (1) Sind m,n € N_ teilerfremd, so
giltp(mn) = p(m)¢(n).
(2) Istpeine Primzahlundr € N_, sogiltp(p") =p"'(p —1).

(3) Furallen € N_ gilt
> @ =n
1<d<n,d|n

BEWEIS. zu (1). Seien m und n teilerfremd. Der Chinesische Restsatz (Satz LA2.15.61,

Satz LA2.18.36, siehe auch Satz 3.14 unten) liefert uns, dass der Ringhomomorphismus
Z/mn — Z/m x Z/n, aw~ (a,a),
wobei wir die Restklassevona € Zin Z/mn, Z/m und Z/n jeweils einfach wieder mit a
bezeichnen, ein Isomorphismus ist. Dieser induziert einen Isomorphismus
(Z/mn)* — (Z/m)* x (Z/n)*,

und wegen @(n) = #(Z/n)* (und entsprechend fiir m und n) erhalten wir die Behauptung.

zu (2). Es ist klar, dass ¢(p) = p — 1 fiir jede Primzahl p gilt. Auch fiir eine Primzahlpotenz
p" ist das Abzdhlen relativ leicht, weil eine Zahl a zwischen 1 und p” — 1 genau dann zu p”
teilerfremd ist, wenn Sie nicht durch p teilbar ist. Die durch p teilbaren Zahlen sind p, ..
p" — p, und dies sind genau p"~' — 1 Zahlen, es folgt also

o) =p -1 -1 =p"(p—1).

e

zu (3). Sein € N_ . Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/n.
Behauptung. Sei d ein Teiler von n. Dann haben genau ¢(d) Elemente von Z/n die Ordnung d.

Bevor wir die Behauptung zeigen, begriinden wir, dass daraus die gewiinschte Aussage folgt.
Denn Z/n hat n Elemente, und jedes Element hat als Ordnung einen Teiler von n. Indem wir
die Elemente von Z/n also »gemif} ihrer Ordnung als Gruppenelement sortiert« zdhlen,
erhalten wir die Summendarstellung von n aus dem Lemma.

Begriindung. Dass die Restklasse vonr € Zin Z/n eine Untergruppe mit d Elementen erzeugt,
ist dazu dquivalent, dass rd durch n teilbar ist, aber rd’ fiir jeden echten Teiler d’ von d nicht
durch n teilbar ist, oder mit anderen Worten, dassr = a7 mod nfiireina € {1,...,d — 1} ist,
das zu d teilerfremd ist. Es gibt also genau ¢(d) solcher Elemente. O

KOROLLAR 2.45. Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann enthilt G genau ¢(n) Elemente
der Ordnung = n, mit anderen Worten: genau ¢ (n) Elemente, die jeweils die Gruppe G erzeugen.

BEISPIEL 2.46. Sei G eine Gruppe, die nicht die triviale Gruppe ist und derart dass {1} und
G die einzigen Untergruppen von G sind. Dann ist G zyklisch von Primzahlordnung.

In der Tat ist klar, dass G zyklisch ist, denn fiirg € G, g # 1, ist (g) eine nichttriviale
Untergruppe von G, nach Voraussetzung also = G. Wire ord(g) keine Primzahl und etwa d
ein echter Teiler von ord(g), so wire (g?) eine echte Untergruppe von G. O

THEOREM 2.47. Sei G eine endliche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) die Gruppe G ist zyklisch,



2.4. ZYKLISCHE GRUPPEN 27

(ii) zujedem Teiler d der Gruppenordnung #G existiert genau eine Untergruppe H C G mit d Elementen,

(iii) zu jedem Teiler d der Gruppenordnung #G existiert hochstens eine Untergruppe H C G mit d
Elementen,

(iv) fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung #G gilt
#{x € G; x =1} =d,
(v) fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung #G gilt
#{x € G;x1 =1} < d,
(vi) fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung #G gilt
#{x € G; ord(x) = d} = p(d),
(vii) fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung #G gilt
#{x € G; ord(x) = d} < ¢(d).

BEWEIS. (i) = (ii). Ist G eine endliche zyklische Gruppe, die von einem Elementg € G
erzeugt wird und ist d ein Teiler von n := #G, so ist (") eine Untergruppe von G mit d
Elementen.

Ist andererseits H eine Untergruppe von G mit d Elementen, so hat der Quotient G/ H genau
% Elemente, und es folgt g"’¢ € H. Weil wir bereits wissen, dass #(g"?) = d gilt, folgt die
Gleichheit.

Die Implikationen (ii) = (iii), (iv) = (v) und (vi) = (vii) sind klar.

(iii) = (vii). Ist x ein Element mit ord(x) = d, so gilt also #(x) = d, und die (zyklische)
Gruppe (x) enthilt ¢(d) Elemente der Ordnung = d (die alle diese Gruppe erzeugen). Gébe
es mehr als ¢(d) Elemente der Ordnung d, so kénnten diese nicht alle in der Untergruppe (x)
liegen. Da es hochstens eine Untergruppe der Ordnung d gibt, ist das unmdoglich. Dasselbe
Argument zeigt auch die Implikation (v) = (vii).

(vii) = (vi) = (i). Wir haben in Lemma 2.44 gesehen, dass } in @(n) = ngilt (wobei iiber alle
positiven Teiler von n summiert werde). Da jedes Element von G als Ordnung einen Teiler
der Gruppenordnung hat, kann (vii) nur gelten, wenn fiir jedes d Gleichheit gilt (also (vi)

gilt), und dann existieren insbesondere Elemente der Ordnung n = #G, also Elemente die G
erzeugen.

Fiir die Implikation (i) = (iv) gentigt es, die (additive) Gruppe Z/n zu betrachten, und hier
sind genau die Restklassenvon 0, 4, ..., (d — 1) die Elemente x mit dx = o. O

Aus dem Theorem erhalten wir leicht den folgenden interessanten Satz, der fiir uns spéter
noch niitzlich sein wird.

SATZ 2.48. Sei K ein Korper und sei G C K™ eine endliche Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

BEWEIS. Sein = #G und sei d ein Teiler von n. Alle Elemente x € G mitx? = 1sind
dann Nullstellen des Polynoms X — 1. Wir wissen, dass dieses Polynom in K héchstens
d Nullstellen hat. Die Bedingung (v) in Theorem 2.47 ist also erfiillt und es folgt, dass G
zyklisch ist. |

KOROLLAR 2.49. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist die Gruppe K> zyklisch.
Fiir einen anderen, etwas direkteren Beweis des Satzes siehe Theorem LA1.8.60. Siehe auch

die sich dort anschlieffende Bemerkung iiber die Vermutung von E. Artin, dass (zum Beispiel)
die Restklasse von 2 fiir unendlich viele p ein Erzeuger der Gruppe F, ist.



28 2. GRUPPEN

Man beachte aber, dass fiir allgemeines n die Gruppe (Z/n)* nicht zyklisch ist, zum Beispiel
ist (Z/8)* = Z/2 x 7Z/2 (wobei natiirlich links die Multiplikation und rechts die Addition
die Gruppenstruktur geben).

ERGANZUNG 2.50 (Primitivwurzeln modulon). Von Gaufi wurde der folgende Satz bewiesen,
der die Frage klart, fiir welche n > 1 die Gruppe (Z/n)* zyklisch ist. (Einen Erzeuger dieser
Gruppe nennt man eine Primitivwurzel modulo n.)

SATZ 2.51. Sein € N . Die Gruppe (Z/n)* ist genau dann zyklisch, wenn n eine der Zahlen der
folgenden Liste ist:

(I) n=2,
(2) n =4,
(

2)
3) n = p' fiireine Primzahlp > 2 undr > 1,
(4) n = 2p" fiir eine Primzahlp > 2undr > 1.

Siehe zum Beispiel [Bu] Kap. 2 §s. O Ergénzung 2.50

2.5. Die symmetrische Gruppe

Wir bezeichnen mit S, die symmetrische Gruppe »auf n Buchstaben, also die Gruppe der
Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n}. Aus der Linearen Algebra kennen wir den Begriff des
r-Zykels, Definition LAI1.8.36.

SATZ 2.52 (Zerlegung in disjunkte Zykel). Jede Permutation o € S, ldsst sich als Produkt von
Zykeln der Ordnung > 1 und mit paarweise disjunkten Trdgern schreiben. Diese Darstellung ist bis auf
die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

BEWEIS. »Anschaulich« ist die Sache einigermafien klar, siehe Ergédnzung LAI1.8.38.
Uberlegen Sie selbst einmal, wie Sie einen formalen Beweis organisieren wiirden. Dies ist
auch ein gutes Beispiel eines Satzes, der in vielen (Algebra-)Biichern bewiesen wird, und wo
der Beweis teils auf ziemlich unterschiedliche Weise aufgeschrieben wurde — vergleichen
Sie einige Beweise (zum Beispiel [Bo-A] 5.3 Satz 1 (ii), [JS] Kap. I Satz 3.3 (a), [Lo] Kap. 15, [L6]
Prop. 1.3.6) und schreiben Sie am Ende »den fiir Sie selbst besten Beweis« auf.

Sei G = (o) die von ¢ erzeugte zyklische Gruppe. Dann operiert G auf {1, ..., n}. Wir bezeich-
nen mit B, ..., B, diejenigen Bahnen von G auf {1, ..., n}, die mehr als ein Element haben. Sei
b; € B, jeweils ein fixiertes Element und sei n; = #B;. Fur1 < m < n; gilt dann o™ (b;) # b;,
denn sonst hitte B; hochstens m Elemente. Es folgt

B; = {b;,0(b;),0*(b;), ..., 0™ ' (b;) }

(die Inklusion D ist klar, und mit dem vorher gegebenen Argument sieht man leicht, dass die
Elemente auf der rechten Seite paarweise verschieden sind, so dass beide Seiten gleich viele
Elemente haben), und dass 0™ (b;) = b; gilt. Wenn wir mit ; den Zykel (b;, o(b;), 0*(b;), ..., 6™ *(b;))
bezeichnen, erhalten wir mit

0" — ﬂI “ e ﬂr
eine Zerlegung von ¢ als Produkt von Zykeln mit disjunkten Trégern.

Zur Eindeutigkeit beobachten wir zunichst, dass die in so einer Zerlegung auftretenden
Zykel bijektiv den Bahnen von o entsprechen miissen, die mehr als ein Element haben,
weil die Trédger dieser Zykel nach Voraussetzung disjunkt sind. Fixieren wir eine dieser
Bahnen, etwa B, so stimmen die Einschriankung von o und des der Bahn entsprechenden
Zykel als Abbildungen B — Biiberein, und folglich sind die einzelnen Zykel in der Zerlegung
eindeutig bestimmt. O
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Bei der Eindeutigkeitsaussage ist zu beachten, dass sich die Eindeutigkeit eines Zykels auf
die Eindeutigkeit als Permutation, nicht auf die Schreibweise bezieht, zum Beispiel gilt

(1234) = (2341) = (3412) = (4123).

Jeder Permutation o kénnen wir ihr Signum oder Vorzeichen sgn(c) € {1, —1} zuordnen. Die
Signumabbildung S, — {1, —1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

DEFINITION 2.53. Wir schreiben A, = Ker(sgn) und nennen diesen Normalteiler von S,
die alternierende Gruppe. =

SATZ 2.54 (Satz von Cayley). Sei G eine Gruppe, und sei Bij(G) die Gruppe der bijektiven Abbildungen
G — G (mit der Verkettung von Abbildungen als Verkniipfung). Fiir g € G liegt die Abbildung m;: G —
G, x — gx, in Bij(G) und die Abbildung

G — Bij(G), g~ my,
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Insbesondere gilt: Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe.

BEwEIS. Fiirg € G definiert die Vorschrift x — gx eine Abbildung m;: G — G (dies ist
kein Gruppenhomomorphismus, wenn g nicht das neutrale Element von G ist). Die Abbil-
dung m, ist bijektiv, dennist h € G das inverse Element zu g, so ist m, die Umkehrabbildung

von mg.

Wir erhalten eine Abbildung G — Bij(G), g — m,. Diese Abbildung ist ein Gruppenhomo-
morphismus, denn fiir Elemente g, h € G gilt:

my (x) = (gh)x = g(hx) = my(my(x)) = (m, o my)(x).

(Dieser Gruppenhomomorphismus ist genau derjenige, der der Wirkung von G auf sich
selbst durch Multiplikation von links entspricht.)

Zudem ist die Abbildung g — m, injektiv. Es geniigt dafiir zu zeigen, dass nur das neutrale
Element von G auf das neutrale Element von S, abgebildet wird. Aber wenn m, = id die
Identitdtsabbildungist, dann folgtgx = xfiirallex € G,und diese Eigenschaft charakterisiert
das neutrale Element von G.

Der Zusatz folgt, weil fiir eine endliche Gruppe mit n Elementen jede Bijektion zwischen G
und der Menge {1, ..., n} einen Gruppenisomorphismus Bij(G) — S, induziert. O

ERGANZUNG 2.55 (Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe). Die Zykelzerlegung
gibt auch Aufschluss iiber die Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe S,,, also iiber
die Bahnen unter der Konjugationsoperation von S, auf sich selbst, oder noch anders gesagt
iiber die Aquivalenzklassen in S, beziiglich der Aquivalenzrelation

g~¢g <= esexistierthmitg = hgh™.

Die Konjugationsklassen zu verstehen, gibt oft sehr interessante Informationen iiber die
Struktur einer Gruppe und ist insbesondere in der Darstellungstheorie (siehe Ergdnzungs-
abschnitt 2.8.4) von Bedeutung.

Fir o € S, mit Zerlegung o = 7, - - - m, in Zykel der Ordnung > 1 mit disjunkten Trigern
nennen wir das absteigend geordnete Tupel der Ordnungen der Zykel 7;, ergdnzt um Einsen
(je eine I fir jedes Element {1, ..., n}, das von o auf sich selbst abgebildet wird) den Zykeltyp
von 0. Zum Beispiel hat

I 2 3 4567 89
o= = (142)(386
(418259367> (142)(38697)
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den Zykeltyp (5, 3,1). Die Ergénzung um Einsen (sozusagen fiir die 1-Zykel, die wir in der
Zykelzerlegung nicht hinschreiben) hat zur Folge, dass fiir jedes ¢ € S, die Summe aller
Eintrige des Zykeltyps gleich n ist.

Dann gilt der folgende Satz:

SATZ 2.56. Permutationen o,t € S, sind genau dann zueinander konjugiert, wenn sie denselben
Zykeltyp haben.

Siehe [Soe] Abschnitt 5.5. O Erginzung 2.55

2.6. Auflésbare Gruppen

Um die Struktur einer Gruppe zu untersuchen, liegt es nahe zu versuchen, sie »in kleinere
Teile zu zerlegen«, die man dann unabhéngig voneinander betrachten kann. Im einfachsten
Fall eines Produkts von Gruppen G x H kann man tatsédchlich alle interessanten Eigen-
schaften des Produkts beschreiben, wenn man die Faktoren G und H hinreichend genau
versteht.

Allgemeiner kann man, gegeben eine Gruppe G, versuchen, einen Normalteiler H C G zu
finden und dann G zu verstehen, indem man H und den Quotienten G / H anschaut. Der Satz
von Lagrange sagt zum Beispiel, dass man die Ordnung der Gruppe G aus den Ordnungen
von Hund G/ H (ndmlich als deren Produkt) berechnen kann. Fiir andere Eigenschaften ist es
schwieriger (zum Beispiel sind fiir kommutatives G natiirlich stets H und G / H kommutativ;
die Umkehrung gilt aber nicht, wie Sie sich an einem Beispiel iberlegen sollten). Dennoch
ist der Ansatz grundsitzlich niitzlich. Er ldsst sich weiter verfeinern, indem man mit H und
G/ H genauso verfihrt und dort nach echten Normalteilern sucht, usw. Aquivalent dazu ist
es (vergleiche Lemma 2.16), in G eine Kette von Untergruppen zu suchen, so dass jede in der
nichstgrofieren ein Normalteiler ist. Diesen Ketten geben wir den Namen Normalreihe.

DEFINITION 2.57. Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine Kette
G=G,D>G,D---DG,={1}
von Untergruppen von G, so dass fiir alle i die Untergruppe G, ; ein Normalteiler von G; ist.

Die Gruppenquotienten G; / G;,; nennt man auch die Subquotienten der Normalreihe. -

Man beachte, dass die Untergruppen G; (fiiri > 1) einer Normalreihe im allgemeinen keine
Normalteiler von G sein werden (und suche ein Beispiel, wo das tatséchlich nicht der Fall ist
- gegebenenfalls kénnen Sie in Satz 2.65 fiindig werden).

Auch wenn, wie gesagt, die Gruppe G durch die Subquotienten einer Normalreihe nicht
eindeutig bestimmt ist, liefern diese doch eine gewisse Menge an Information iiber die
Gruppe G. Wenn G aufler {1} und G gar keine Normalteiler besitzt, dann ist natiirlich eine
solche Zerlegung nicht moglich; diese Gruppen nennt man einfache Gruppen und solche
Gruppen miissen mit anderen Methoden untersucht werden. Siehe Abschnitt 2.8 und speziell
Ergidnzung 2.70.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem verhiltnismiflig einfachen Fall von Grup-
pen befassen, die eine Normalreihe besitzen, deren Subquotienten sdmtlich kommutative
Gruppen sind.

DEFINITION 2.58. Sei G eine Gruppe. Wir nennen G aufléshar, wenn eine Normalreihe
G=G,D>G,D---DG, ={1}

in G existiert, derart dass alle Quotienten G; / G, ; abelsche Gruppen sind. =
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Offenbar ist jede abelsche Gruppe auflésbar, aber zum Beispiel auch die Gruppen S, (das ist
recht leicht zu sehen) und S, (siehe Satz 2.65).

Ein niitzliches Werkzeug zum Studium dieser Eigenschaft ist die sogenannte Kommutator-
untergruppe, die wir als nichstes einfiihren.

DEFINITION 2.59. Sei G eine Gruppe.

(1) Fiir Elemente g,h € G heifit
9. h] == ghg~'n""
der Kommutator der Elemente g und h.

(2) Fur Untergruppen H, H' C G bezeichnen wir mit [H, H'| die von allen Elementen der
Form [h,h'],h € H,h' € H' erzeugte Untergruppe von G.

(3) Die Untergruppe [G,G] C G, also die von allen Elementen der Form [g,h], g.h € G,
erzeugte Untergruppe von G, heif3t die Kommutatoruntergruppe von G.

_|

SATZ 2.60. Sei G eine Gruppe. Dann ist [G, G| ein Normalteiler von G und der Quotient G, =
G/ [G, G] ist eine abelsche Gruppe und hat die folgende universelle Eigenschaft (und heifst deshalb der
maximale abelsche Quotient der Gruppe G):

Ist H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so faktorisiert f eindeutig tiber
Gy, d.h. es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus @: G, — H, so dass f mit der
Verkettung von ¢ und der kanonischen Projektion G — G, iibereinstimmdt.

BEWEIs. Fiirg, h,x € G gilt
x[g, h|x ' = xghg"h~"x~' = xgx "xhx " "xg 'x 'xh~'x' = [xgx ', xhx'] € [G, G]|.
Es folgt x[G,G]x™' C [G, G| und (mit derselben Rechnung fiir x~' anstelle von x) sogar
x|G,Glx™" = [G,G]. Weil das Argument fiir alle x € G giiltig ist, sehen wir, dass [G, G]
ein Normalteiler in G ist. Ist 7: G — G/ [G, G| die kanonische Projektion, so gilt 7([g, h]) =1,
also (g)m(h) = m(h)n(g) fur alle g, h € G. Weil 7 surjektiv ist, folgt, dass G,, = G/ [G, G]
abelsch ist.

Ist H abelsch, so bildet jeder Gruppenhomomorphismus f: G — H Elemente der Form [g, h]
auf das neutrale Element in H ab. Nach dem Homomorphiesatz faktorisiert f {iber einen
eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus G,, — H. O

BEISPIEL 2.61. (I) Die Kommutatoruntergruppe einer Gruppe G ist genau dann die triviale
Gruppe, wenn G kommutativ ist.

(2) SeiK ein Koérperund n € N. Weil der Quotient GL, (K) /SL,(K) = K* abelsch ist, liegt die
Kommutatoruntergruppe von GL,(K) in der speziellen linearen Gruppe SL, (K). Man
kann zeigen (vergleiche LA1, WS20/21, Hausaufgabe 11.4), dass sogar [GL, (K), GL, (K)| =
SL,(K) gilt,esseidennesist K = [F, undn = 2 (indiesem Fallist SL, (F,) = GL,(F,) = S;,
und die Kommutatoruntergruppe hat 3 Elemente).

Man kann weiterhin zeigen, dass die Gruppe GL, (K) genau dann auflgsbar ist, wenn
n=1oderwennn = 2 und #K < 3ist.

O

LEMMA 2.62. Sei G eine Gruppe. Sei D°G = G, D'G := [G, G|, und allgemein D'G = [D'~'G, D" 'G]
fiiri > 1. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
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(ii) Esexistiertn € N, sodass D"G die triviale Gruppe ist.

BEWEIS. Seizunichst G auflésbar und
G=G,D>G,D---DG,={1}

eine Normalreihe mit abelschen Subquotienten. Weil G, / G, abelsch ist, folgt DG C G;.
Induktivsehen wir dann D' C G; fiir alle i und insbesondere D'G = 1.

Ist andererseits D"G = 1, so ist
GODDGDD*GD---D>D"G= {1}
eine Normalreihe mit abelschen Quotienten. O

LEMMA 2.63. (1) Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann ist jede Untergruppe H C G auflosbar.

(2) Sei G eine Gruppe und sei H C G ein Normalteiler. Sein: G — G / H die kanonische Projektion auf
den Quotienten. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Die Gruppen H und G / H sind auflosbar.

(3) Seien G,, ..., G, Gruppen. Das Produkt ]_[;‘:I G; ist genau dann auflésbar, wenn alle G;,i = 1, ..., n,
auflosbar sind.

BEwEIs. Teil (1) folgt aus dem vorherigem Lemma, weil D'H C D'G fiir alle i gilt.

In Teil (2) ist fiir die Implikation (i) = (ii) nun nur noch die Auflésbarkeit von G / H zu zeigen.
Das folgt daraus, dass 7(D'G) = Di(G/ H) gilt, wie man leicht per Induktion nach i zeigt.
(Alternativkann man Lemma 2.16 (6) und Korollar 2.25 benutzen, um zu sehen, dass eine
Normalreihe von G mit abelschen Subquotienten unter 7 auf eine Normalreihe von G/ H
mit abelschen Subquotienten abgebildet wird.)

Zur Umkehrung (ii) = (i) betrachten wir Normalreihen
H=H,D>H D>---DH,={1}
und ) ) )
G/H=G,D>G,D---DG,={1}
mit abelschen Subquotienten. Dann ist

G=n""G,) Dn ' (G) D> d>n ' (G)=H=HH, >---D>H, = {1}

eine Normalreihe von G (Lemma 2.16 (6)) mit abelschen Subquotienten, denn aus dem Ho-
momorphiesatz (oder alternativ aus Korollar 2.25, denn 77'(G;) / H = G;) folgt

ﬂiI(Gi)/ﬂil(Gi—H) = Gi/ai—H
fiir alle i. (Alternativ kann man auch hier mit den iterierten Kommutatoruntergruppen

argumentieren.)

Teil (3) folgt fiir ein Produkt mit zwei Faktoren aus Teil (2) (denn H ist ein Normalteiler von
H x H')und im Allgemeinen dann per Induktion. O

LEMMA 2.64. Sei G eine endliche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.

(ii) Es existiert eine Kette
G=G,DG D---DG, = {1}
von Untergruppen von G, so dass fiir alle i die Untergruppe G; ein Normalteiler von G;_, ist und der
Quotient G; / G;_, eine zyklische Gruppe ist.
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BEWEIs. Die Implikation (ii) = (i) ist trivial und fiir die Richtung (i) = (ii) konnen wir
eine Normalreihe von G mit abelschen Subquotienten verfeinern, indem wir zusétzliche
Untergruppen so hinzufiigen, dass die Normalreiheneigenschaft erhalten bleibt und nach
diesem Prozess alle Subquotienten zyklisch sind.

Das bedeutet, dass es geniigt zu zeigen, dass jede abelsche Gruppe eine Normalreihe mit zy-
klischen Subquotienten besitzt. Das zeigen wir durch Induktion nach der Gruppenordnung.
Der Induktionsanfang ist klar. Im allgemeinen betrachten wir fiir gegebenes G # 1irgendein
Element g € G, das vom neutralen Element verschieden ist. Dann ist (g) C G ein Normaltei-
ler und eine zyklische Gruppe. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Normalreihe
von G / (g) mit zyklischen Subquotienten, und durch Zusammensetzen wie im Beweis von
Lemma 2.63 erhalten wir eine Normalreihe von G mit zyklischen Subquotienten. O

Der folgende Satz liefert uns einige nicht-triviale Beispiele fiir auflésbare und (vor allem)
fir nicht auflosbare Gruppen, und er wird am Ende der Vorlesung bei der Anwendung der
Galois-Theorie auf die Frage der Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale noch einmal
niitzlich sein.

SATZ 2.65. (1) Firallen > 2ygilt[S,,S,] = A,.
(2) Fiirn < 4 sind S, und A, auflosbar.
(3) Fiirn > 4 sind weder S, noch A, auflosbar.

BEWEISs. zu (1). Weil der Quotient S, /A, = {1, —1} abelsch ist, faktorisiert die Signum-
Abbildung tiber (S,),,, alsoist A, C [S,, S, ] Fir n = 2 ist auch die Gleichheit klar. Sei nun
n > 3undo € A,. Die Aussage in (1) folgt dann aus den folgenden beiden Behauptungen:

Behauptung 1. Jedes Element von A, ist Produkt von 3-Zykeln.

Begriindung. Es gentigt zu zeigen, dass das Produkt von zwei verschiedenen Transpositionen
stets ein Produkt von 3-Zykeln ist, weil sich jedes Element von A,, als ein Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen schreiben ldsst. Nun kénnen wir fiir paarweise ver-
schiedene Elemente a, b, c bzw.a, b,c,d von {1, ..., n} schreiben:

(a,b)(b,c) = (a,b,c), (a,b)(c,d) = (a,c,b)(a,c,d).

Behauptung 2. Jeder 3-Zykel ist ein Kommutator von Elementen von §,,.

Begriindung. Seien a, b, c € {1, ..., n} paarweise verschieden. Dann gilt
(a,b,c) = (a,c)(b,c)(a,c)(b,c) = [(a,c), (b, c)].

zu (2). Es ist leicht zu sehen, dass S, S, und S, aufl6sbar sind. (Priifen Sie das nach!) Wir be-
trachten nun die symmetrische Gruppe S,, eine Gruppe mit 24 Elementen. Die Untergruppe
A, hat also 12 Elemente, und nach Teil (1) geniigt es zu zeigen, dass A, aufldsbar ist.

Behauptung. [A,, A,] = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = Z/2 x Z/2.

Begriindung. Wir schreiben V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Dies ist offenbar eine Un-
tergruppe von A, und isomorph zu Z/2 x Z/2.Man rechnet nun direkt nach, dass V ein
Normalteiler ist. Daraus folgt, dass [A,,A,] C V ist, weil der Quotient A, / V als Gruppe mit
3 Elementen jedenfalls abelsch ist. Die Inklusion V C [A,,A,] kann man wiederum direkt
nachrechnen, zum Beispiel gilt, weil alle 3-Zykel in der alternierenden Gruppe liegen,

(12)(34) = [(123), (124)] € [A,,A,].

Weil V abelsch ist, folgt aus der Behauptung sofort die Auflésbarkeitvon A ,.
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zu (3). Seinunn > 5. Wir haben im Beweis von Teil (1) gesehen, dass jedes Element von A, ein
Produkt von 3-Zykeln ist. Es gentiigt also zu zeigen, dass jeder 3-Zykel sich als Kommutator
von 3-Zykeln ausdriicken ldsst. Seien a, b, c € {1, ..., n} paarweise verschieden. Weil n > 5 ist,
konnen wir Elemente d # e wihlen, die von a, b und c verschieden sind und haben dann

(a,b,c) = [(a,b,d), (a,c,e)].
O

Mit dhnlichen Methoden (aber etwas mehr Arbeit ...) kann man die Verschérfung von Teil (3)
dieses Satzes zeigen, dass fiir n > 5 die Gruppe A, einfach ist, also iiberhaupt keine nicht-
trivialen Normalteiler besitzt.

Wir geben zum Schluss als Ergdnzungen noch einige Ergebnisse tiber nicht notwendig auf-
l16sbare Gruppen an, von denen der folgende Satz von Jordan-Holder recht einfach, der Satz
von Feit und Thompson und vor allem die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen
aber extrem schwierig zu beweisen sind.

ERGANZUNG 2.66 (Kompositionsreihen und der Satz von Jordan-Hoélder).

DEFINITION 2.67. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn G nicht die triviale Gruppe ist und {1}
und G die einzigen Normalteiler von G sind. —

DEFINITION 2.68. Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe von G heif3t Kompositionsreihe, wenn
alle Subquotienten einfache Gruppen sind. —

Ist G eine endliche Gruppe, so kann man offenbar jede Normalreihe zu einer Kompositions-
reihe verfeinern, indem man gegebenenfalls zusitzliche Untergruppen einfiigt (vergleiche
Lemma 2.16). Weil G endlich ist, muss dieser Prozess irgendwann abbrechen. Insbesondere
besitzt jede endliche Gruppe eine Kompositionsreihe.

SATZ 2.69 (Satz von Jordan-Holder). Sei G eine endliche Gruppe. Je zwei Kompositionsreihen einer
endlichen Gruppe haben die gleiche Linge und die Subquotienten einer Kompositionsreihe sind bis auf
Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt.

BEwEIs. Explizit ausgeschrieben bedeutet der Satz also, dass fiir Kompositionsreihen
G=G,D>G,D---DG, ={1}
G=G,D>G D---DG,=A{1}

von G gelten muss, dass r = s ist, und dass es eine Permutation o € S, sowie Isomorphismen
G_,/G = G:r(i)—x /G;(i) firallei =1,...,r gibt.

Wir fithren zum Beweis Induktion nach #G. Fiir die triviale Gruppe ist nichts zu zeigen.

Ist G, C G,, so muss sogar die Gleichheit gelten, denn sonst wire das Bild von G, unter
der kanonischen Projektion nach G / G, ein nicht-trivialer Normalteiler. Wenn tatsichlich
G, = G, gilt, so folgt die Aussage direkt aus der Induktionsvoraussetzung.

Wir betrachten nun den Fall, dass G, Z G, und G, Z G, gilt. Dann ist das Bild H von G, unter
der kanonischen Projektion G — G/ G, ein Normalteiler der einfachen Gruppe G/ G,, der
nicht die triviale Gruppe ist, wegen der Einfachheit also gleich G / G,. Mit anderen Worten:
Die Abbildung G, — G/ G, ist surjektiv, und sie induziert nach dem Homomorphiesatz

einen Isomorphismus G, /G, N G, = G/ G,. Genauso erhalten wir einen Isomorphismus
G,/G,NG, =G/G,.

Sei nun
H=H,D>H D> ---D>H,={1}
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irgendeine Kompositionsreihe von H := G, N G|. Das oben Gesagte impliziert, dass die
beiden Kompositionsreihen

G:GODGIDGlﬂGi:HDHID"'DHt:{IL
G=G,>G,>GNG,=HD>H,>--->H, = {1}

bis auf Reihenfolge und Isomorphie dieselben Subquotienten haben. Offenbar haben sie
auch dieselbe Lange. Andererseits haben auch die beiden Kompositionsreihen

G=G,D>G, D DG, = {1},
G=G,>G, DG, NG,=HD>H,D>---D>H, ={1}

einerseits (Induktionsvoraussetzung angewandt auf G,) und
G=G,>G, D--DG, =1},
G=G,>G, DG, NG,=HD>H,D>---D>H,={1}

andererseits (Induktionsvoraussetzung angewandt auf G}) dieselben Lingen und bis auf
Reihenfolge und Isomorphie dieselben Subquotienten. Indem wir alles zusammensetzen,
erhalten wir die Behauptung. O

Wie man am Beweis sieht, ldsst sich das Prinzip des Satzes von Jordan-Hélder auf andere
Situationen iibertragen, in denen ein dhnlicher Formalismus von Unterobjekten, Quotienten
und dem Homomorphiesatz zur Verfiigung steht. O Ergénzung 2.66

ERGANZUNG 2.70 (Endliche einfache Gruppen). Wie oben bemerkt, kénnen wir fiir jede
endliche Gruppe eine Kompositionsreihe finden, also eine Normalreihe, die nicht weiter
verfeinert werden kann. Nach dem Satzvon Jordan-Hoélder sind sogar die Linge einer solchen
Kompositionsreihe und die einfachen Gruppen, die dort als Subquotienten auftreten, mit
den jeweiligen Vielfachheiten bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt. Andererseits
liefern diese Ergebnisse keinerlei Aussagen {iber einfache Gruppen selbst, also {iber Gruppen,
die keine nicht-trivialen Normalteiler besitzen.

Esist eine naheliegende Frage, ob man diese einfachen Gruppen besser verstehen kann, zum
Beispiel ob man sie »auflisten« kann, genauer, ob man eine vollstindige Liste der endlichen
einfachen Gruppen bis auf Isomorphie angeben kann, also eine Liste, so dass jede endliche
Gruppe zu genau einer der Gruppen auf der Liste isomorph ist (vergleiche Beispiel 2.6), wo
wir entsprechende Listen fiir Gruppen der Ordnung < 6 angegeben haben.

Das ist tatsdchlich moglich (wenn auch nicht einfach). Der folgende Satz beantwortet die
Frage im wesentlichen; in der dort angegebenen Liste gibt es einige Uberschneidungen,
d.h. einige der genannten Gruppen sind zueinander isomorph, aber diese sind gut verstan-
den. Wir werden aber die Gruppen unter (3), (4) und (5) hier nicht definieren.

THEOREM 2.71 (Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen). Sei G eine endliche einfache
Gruppe, d.h. eine endliche Gruppe, die aufSer G und {1} keine Normalteiler besitzt. Dann ist G isomorph
zu einer der Gruppen der folgenden Liste:

(1) Zyklische Gruppen Z/p fiir eine Primzahl p,
2) Alternierende Gruppen A,, fiirn > 5,

)
(2)
(3) Gruppen »vom Lie-Typ«,
(4) die Tits-Gruppe,

)

(5) eine der 26 sporadischen endlichen einfachen Gruppen.
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Von den Gruppen dieser Liste haben wir die zyklischen Gruppen von Primzahlordnung (dies
sind genau die abelschen Gruppen auf der Liste) und die alternierenden Gruppen bereits
kennengelernt.

Die (einfachen) endlichen Gruppen vom Lie-Typ (benannt nach Sophus Lie’) hingen eng mit
Matrix-Gruppen zusammen. Zum Beispiel liefert die folgende Konstruktion eine unendliche
Familie endlicher einfacher Gruppen. Wir betrachten einen endlichen Kérper K undn € N,
n > 1. Die Gruppe SL,(K) ist im Allgemeinen nicht einfach, denn ihr Zentrum

Zg k) = {diag(¢,....0); { € K, {" =1}

ist im Allgemeinen nicht-trivial. Der Quotient PSL, (K) := SL,(K) / Zg; (k) ist eine einfache
Gruppe, es sei denn es ist n = 2 und #K < 3. Die Gruppen PSL,(K) sind Gruppen vom
Lie-Typ, und die anderen solchen Gruppen entstehen, grob gesprochen, durch dhnliche
Matrix-Konstruktionen.

Die ersten drei Punkte auf der Liste umfassen jeweils unendlich viele Gruppen (jeweils mit
»dhnlicher Struktur« bzw. dhnlichen Konstruktionsmethoden). Der vierte Punkt umfasst nur
eine einzige Gruppe, die nach Jacques Tits* benannte Tits-Gruppe, die eng mit den endlichen
Gruppen vom Lie-Typ verwandt ist (und daher manchmal auch zu diesen hinzugerechnet
wird; von anderen Autoren wird sie zu den sporadischen Gruppen hinzugefiigt, so dass diese
von 27 sporadischen Gruppen sprechen).

Als die sporadischen Gruppen werden die endlich vielen verbleibenden Gruppen genannt,
die nicht in natiirlicher Weise in eine der unendlichen Familien aus den Punkten (1) bis (3)
eingeordnet werden kénnen und fiir die jeweils ad hoc eine Konstruktion angegeben werden
muss. Die kleinste der sporadischen Gruppen ist die sogenannte Mathieu-Gruppe M,, mit
7920 Elementen, die grofite ist die Monster-Gruppe® mit

808,017, 424,794, 512,875, 886, 459,904, 961, 710, 757, 005, 754, 368, 000, 000, 000

Elementen. Das Problem dabei, mit dieser Gruppe zu arbeiten und sie zu verstehen ist da-
bei nicht einmal so sehr die Gréfe der Gruppe. Die Gruppe A, hat beispielsweise noch
mehr Elemente, aber wenn zwei Elemente (als Permutationen von {1, ..., 50} mit Signum 1)
gegeben sind, konnte man diese notfalls sogar per Hand multiplizieren. Fiir die Elemente
der Monstergruppe gibt es aber, wie man weif}, keine derart einfache »Realisierung« durch
Permutationen (oder durch Matrizen). Der Satz von Cayley besagt zwar, dass man auch
diese Gruppe mit einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe S, identifizieren kann.
Aber hier muss n mindestens 97, 239, 461, 142, 009, 186, 000 sein! Moéchte man die Mons-
tergruppe als Untergruppe einer Gruppe der Form GL, (K), K ein Korper, realisieren (also
einen Isomorphismus mit so einer Untergruppe finden), muss n > 196, 882 gelten.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Sophus_Lie
2https://de.wikipedia.org/wiki/Jacques_Tits
3https://de.wikipedia.org/wiki/Monstergruppe
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Ubersichtsartikel zur Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen:

M. Aschbacher, The Status of the Classification of the Finite Simple Groups, Notices of the
A. M. S.51,n0.7(2004), 736-740,
https://www.ams.org//notices/200407/fea-aschbacher.pdf

R. Solomon, A brief history of the classification of the finite simple groups, Bull. A. M. S. 38,

no. 3 (2001I), 315-352,
https://www.ams.org/journals/bull/2001-38-03/S0273-0979-01-00909-0/

Ein spektakuldrer Zusammenhang zwischen Monstergruppe und sogenannten Mo-
dulformen, die in der Zahlentheorie auftreten, wurde Ende der 1980er Jahre von
Conway und Norton vermutet (monstrous moonshine conjecture”) und 1992 von
Borcherd bewiesen, der unter anderem dafiir mit der Fields-Medaille ausgezeichnet
wurde.

R. Borcherds, What is... the Monster?
http://www.ams.org/notices/200209/what-is.pdf

M. Ronan, Symmetry and the Monster, Oxford University Press 2006.

%https://en.wikipedia.org/wiki/Monstrous_moonshine

Der Beweis des Klassifikationstheorems ist sehr lang - von der Wikipedia“-Seite: »The proof
of the theorem consists of tens of thousands of pages in several hundred journal articles
written by about 100 authors, ...«

Eine konkrete Aussage, die man mithilfe der Klassifikation der einfachen endlichen Gruppen
beweisen konnte, fiir die aber kein direkter Beweis bekannt ist, ist Teil (2) des folgenden
Satzes’. Teil (1) wurde schon 1903 von Frobenius bewiesen, und Teil (2) wurde von ihm als
Vermutung formuliert.

SATZ 2.72. Sei G eine endliche Gruppe und sei n ein Teiler von #G.

(1) Die Anzahl der Elemente x € G mitx™ = 1ist ein Vielfaches von n.

(2) Wenn es genau n Elementex € G mitx" = 1 gibt, dann bilden diese Elemente einen Normalteiler
von G.

U Ergédnzung 2.70

ERGANZUNG 2.73 (Satz von Feit-Thompson®). Der Satz von Feit und Thompson ist der
folgende einfach zu formulierende und zunichst tiberraschende Satz.

THEOREM 2.74. Sei G eine endliche Gruppe, fiir die #G ungerade ist. Dann ist G auflosbar.

Der Beweis von Feit und Thompson wurde 1963 verdffentlich und umfasst 250 Seiten. Nach
wie vor sind keine wesentlich kiirzeren Beweise bekannt. Der Beweis konnte 2012 (nach
mehrjihriger Arbeit daran) soweit formalisiert werden, dass er von dem System Coq’ verifi-
ziert werden konnte.

Man kann den Satz in dquivalenter Weise so formulieren: Sei G eine endliche einfache Grup-
pe, die nicht abelsch ist. Dann ist #G eine gerade Zahl. Insofern ist (mehr oder weniger...)

4 https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_finite_simple_groups
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Frobenius¥%27s_theorem_(group_theory)

6 https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Feit-Thompson
"https://de.wikipedia.org/wiki/Coq_(Software)
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klar, dass man den Satz von Feit und Thompson auch als Korollar zur Klassifikation der
endlichen einfachen Gruppen erhalten konnten — aber das wire sozusagen mit Kanonen auf
Spatzen geschossen. O Erginzung 2.73

2.7. Die Sylow-Sitze

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Beobachtung (Satz 2.76), dass jede Gruppe, deren
Ordnung die Potenz einer Primzahl ist, auflosbar ist.

DEFINITION 2.75. Seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir nennen G eine
p-Gruppe, wenn die Ordnung von G eine Potenz von p ist. -

(Wir lassen hier den Fall p°, also den Fall der trivialen Gruppe auch zu, weil es im folgenden
einige Formulierungen vereinfacht.)

SATZ 2.76. Jede p-Gruppe ist auflosbar.

BEwEIs. Wir fiihren Induktion nach der Gruppenordnung. Der Fall der trivialen Grup-
pe ist klar, sei also nun #G > 1. Wir haben schon als Folgerung aus der Klassengleichung
gezeigt (Lemma 2.36), dass dann das Zentrum Z; nicht-trivial ist. Nun ist Z; C G ein
Normalteiler und der Quotient G / Z; ist ebenfalls eine p-Gruppe und damit nach Indukti-
onsvoraussetzung auflosbar. Mit Lemma 2.63 folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun untersuchen, was wir iiber Untergruppen H einer endlichen Gruppe G sagen
konnen, fiir die #H eine Primzahlpotenz ist. Diejenigen dieser Untergruppen, fiir die die
Potenz maximal ist, nennt man Sylow-Gruppen nach dem norwegischen Mathematiker
Ludwig Sylow® (1832-1918), der 1872 die Sylow-Sitze, Satz 2.78, bewies.

DEFINITION 2.77. Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl. Sei #G = p™q mit
p 1 q. Unter einer p-Sylow-Untergruppe von G verstehen wir eine Untergruppe H C G mit
#H = p™. .

Mit anderen Worten ist eine p-Sylow-Untergruppe von G eine Untergruppe H von G, die
eine p-Gruppe ist und so dass #G / H nicht durch p teilbar ist.

SATzZ 2.78 (Sylow-Sitze). Sei G eine endliche Gruppe und seip eine Primzahl. Wir schreiben #G = p™q

mitp 1 q.

(1) Fiir alle natiirlichen Zahlen k < m, existiert eine Untergruppe H C G mit #H = p*. Insbesondere
besitzt G eine p-Sylow-Untergruppe.

(2) Ist H C G eine Untergruppe, die eine p-Gruppe ist, und ist S C G eine p-Sylow-Gruppe von G,
so existiert g € G mit H C gSg~". Insbesondere gilt: Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind
zueinander konjugiert.

(3) Seis, die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt

s,|q und s, =1 mod p.

Man nennt manchmal auch die drei Teile des Satzes den ersten, zweiten bzw. dritten Sylow-
Satz.

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
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BEWEIS. Fiir den Fall m = 0, also p { #G ist nichts zu zeigen, wir nehmen daher von
vornehereinm > o an.

zu (1). Wir fithren Induktion nach #G und betrachten die Klassengleichung (Satz 2.35) fiir G:

r
#G=#Zg+ > #(G/Z,).
i=1
Wie iiblich sei hier x,, ..., x, ein Vertretersystem der Konjugationsklassen von G, die mehr als
ein Element enthalten.

1. Fall: p | #Z;. Nach Lemma 2.273 existiert dann ein Element g € Z; mit ord(g) = p. Weilg

im Zentrum von G liegt, ist (g) C G ein Normalteiler, und der Quotient G / (g) hat Ordnung
m—I : : : T mit k1

p™'q. Er besitzt nach Induktionsvoraussetzung eine Untergruppe H mit p*~' Elementen.

Seim: G — G/ (g) die kanonische Projektion. Dann ist H := 7~ '(H) eine Untergruppe von G,
die genau p* Elemente hat, denn es gilt H/ (g) = H, wie man leicht nachpriift.

2. Fall: p { #Z. In diesem Fall folgt aus der Klassengleichung, dass wenigstens einer der
Summanden #(G / Z,.) ebenfalls nicht durch p teilbar ist. Dann gilt aber P* | #Z,,, und nach

Induktionsvoraussetzung hat Z, und damit auch G eine Untergruppe mit p* Elementen.

zu (2). Wir betrachten die Operation von H durch Linksmultiplikation auf der Menge G /S
der Nebenklassen von G nach S (wir setzen nicht voraus, dass S ein Normalteiler in G ist!),

d.h. h € H bildet gS auf hgS ab. Da #(G/S) = % = g nicht durch p teilbar ist, aber H eine
p-Gruppe ist, folgt aus Lemma 2.34, dass g € G existiert, so dass hgS = ¢S fiir alle h € H gilt.
Das bedeutet aber gerade g~ 'hg € S fiir alle h € H oder mit anderen Worten, dass H C gSg~*

ist.

zu (3). Sei nun X die Menge aller p-Sylow-Gruppen von G. Nach Teil (1) wissen wir, dass
X # (ist. Esist klar, dass fiirg € Gund S € X auch gSg—"' eine p-Sylow-Gruppe in G ist,
denn #(gSg~") = #S. Also operiert G durch Konjugation auf X. Aus Teil (2) folgt, dass diese
Operation transitiv ist, das bedeutet, dass zu S, S’ € X stets ein Elementg € G mit$§' = gSg*
existiert. Es gibt also nur eine einzige Bahn unter der G-Wirkung auf X, und das liefert uns,
wenn wir ein Element S € X fixieren, eine Bijektion G/ Ng(S) — X, die durch g — ¢Sg~*
induziert wird. Hier ist N;(S) der Stabilisator von S unter der Operation durch Konjugation
- es handelt sich gerade um den Normalisator von S in G,

Ng(S) = {9 € G; gSg " =S},
eine Untergruppe von G, die S enthilt und in der S Normalteiler ist.

Weil S in N(S) als Untergruppe enthalten ist, folgt
sp = #X = #(G/Ng($)) |q-

Um den Beweis abzuschliefien, ist noch die Aussage #X =1 mod p zu zeigen. Wir betrach-
ten nun die Operation von S auf X durch Konjugation; also dieselbe Wirkung wie vorher,
aber eingeschriankt auf die Untergruppe S. Weil S eine p-Gruppe ist, folgt aus Lemma 2.34,
dass #X = #(X5) mod p gilt, wobei X5 die Menge der Fixpunkte unter S ist, also die Menge
derjenigen p-Sylow-Gruppen §, fiir die gS'g' = §' fiir alle g € S gilt, mit anderen Worten,
fiir die S C Ng(8') gilt.

Es geniigt dann zu zeigen, dass X° als einziges Element S selbst enthilt. Aberwenn S’ € X mit
S C N5 (8') ist, dann sind S und S’ auch p-Sylow-Gruppen in N;(S'), folglich nach Teil (2) in
N;(S') zueinander konjugiert. Weil aber jedes Element des Normalisators N;(S') die Gruppe
S’ in sich selbst konjugiert, folgt S = §'. O

KOROLLAR 2.79. Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl.

(1) Jede Untergruppe von G, die eine p-Gruppe ist, ist in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten.
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(2) Eine Untergruppe H ist genau dann eine p-Sylow-Untergruppe von G, wenn H eine p-Gruppe ist und
es keine Untergruppe von G gibt, die eine p-Gruppe ist und H als echte Untergruppe enthiilt.

(3) Hat G genau eine p-Sylow-Untergruppe H, dann ist H ein Normalteiler von G.
(4) Ist G abelsch, so gibt es fiir jede Primzahl p genau eine p-Sylow-Gruppe in G.

BEISPIEL 2.80. Wir geben einige typische Anwendungen der Sylow-Sitze.

(1) Jede Gruppe G der Ordnung 15 ist zyklisch (also isomorph zu Z/15). Dennistg € G, soist

ord(g) € {1,3,5,15}. Wir wollen zeigen, dass der Fall ord(g) = 15 tatsichlich auftreten
muss. Hat g Ordnung 3, so ist (g) eine 3-Sylow-Gruppe von G, und ist ord(g) = 5, dann
ist (g) eine 5-Sylow-Gruppe.
Weil die Anzahls; der 3-Sylow-Gruppen ein Teiler von 5 und kongruent zu 1 modulo 3 ist,
folgt s, = 1. Ebenso sehen wirs, = 1. Es gibt also jeweils genau eine 3-Sylow-Gruppe und
5-Sylow-Gruppe, und folglich genau 2 Elemente der Ordnung 3 und genau 4 Elemente
der Ordnung 5. Zusammen mit dem neutralen Element sind das aber nur 7 Elemente,
die anderen 8 (= ¢(15)) Elemente haben also Ordnung 15.

(2) Ist G eine Gruppe mit 6 Elementen, so ist G isomorph zu Z/6 oder zu S.

Es folgt aus den Sylow-Sitzen, dass G genau eine 3-Sylow-Untergruppe H hat. Diese
muss die Form {1, 0, 0%} fiir ein Element o € G der Ordnung 3 haben. Sei H' = {1, 1}
eine 2-Sylow-Untergruppe, also r € G ein Element der Ordnung 2.

Wenn o1 = 10 gilt,dann ist die Abbildungf: Hx H' — G, (h,h’) — hh' ein Gruppenhomo-
morphismus. Der Kern von f besteht (warum?) aus den Elementen der Form (h, h™") mit
h € HNH' = {1}, istalso trivial. Folglich ist f ein Isomorphismus. Aus dem chinesischen
Restsatz (oder einfach, indem man direkt begriindet, dass ot ein Element der Ordnung 6
ist) folgt G = Z/6.

Wir betrachten nun den Fall, dass o1 # 70 ist. Weil H ein Normalteiler ist, muss dann
(warum?) ot = 10* gelten. Es ist

G=HUrH = {1,0,0% 1,10,10%}

und mit ein wenig Rechnen ergibt sich, dass die Gruppenstruktur auf G durch die Gleich-
heiten 03 = 1,7® = 1, o1 = 10° vollstindig festgelegt ist. Mit anderen Worten: Sind G,
G’ nicht-zyklische Gruppen mit 6 Elementen und o,7 € Gund ¢/, 7 € G’ jeweils wie
oben beschrieben gewihlt, so gibt es genau einen Gruppenisomorphismus G — G’ mit
o—o r—1.

Wenden wir das auf die symmetrische Gruppe G’ := S; an, so sehen wir, dass jede
nicht-zyklische Gruppe mit 6 Elementen isomorph ist zu S;.

(Man kann an dieser Stelle die Benutzung der Sylow-Sitze recht leicht vermeiden, indem

man direkt zeigt, dass es in G ein Element der Ordnung 3 und ein Element der Ordnung
2 geben muss und ausnutzt, dass jede Untergruppe vom Index 2 ein Normalteiler ist.)

O

ERGANZUNG 2.81 (Eine p-Sylow-Gruppe in GL,(F,)). Seiwieder p eine Primzahlundn € N.
Die Gruppe GL, (F,) der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber dem endlichen Kérper F,, hat

P =" —p)---E"—p")

Elemente (denn fiir die erste Spalte einer invertierbaren Matrix kommt jeder Vektor aus
I, \ {0} in Betracht; fiir die zweite Spalte jeder Vektor auf IF};, der nicht in der von der ersten
Spalte erzeugten Gerade liegt, usw.). Die maximale p-Potenz, die diese Zahl teilt, ist

_ n(n—1)
p-p*--pti=p >
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Seinun U C GL,(F,) die Menge der oberen Dreiecksmatrizen, deren Diagonaleintrige alle
= 1sind. Dies ist eine Untergruppe von GL, (F,,), wie man leicht nachrechnet. Es ist klar, dass

n(n—1)
#U=p =,
weil die @ Eintrége oberhalb der Diagonale frei wahlbar sind, und alle anderen Eintrége
fest vorgegeben sind. Also ist U eine p-Sylow-Untergruppe von GL, (F,,).

Weil jede endliche Gruppe in eine symmetrische Gruppe S, eingebettet werden kann, die
wiederum zur Untergruppe der Permutationsmatrizen in GL, (F,) isomorph ist, ist auch jede
endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe vom GL, (IF,) (fiir geeignetes n). Das kann
man benutzen, um einen anderen Beweis der Sylow-Sitze zu erhalten, siehe [Lo] Kapitel 10.

U Ergénzung 2.81

ERGANZUNG 2.82 (Abelsche endliche Gruppen sind das Produkt ihrer Sylow-Untergruppen).
Wie oben bemerkt gibt es in einer abelschen Gruppe G fiir jede Primzahl p genau eine p-
Sylow-Untergruppe G, C G. Nur fiir endlich viele p (nédmlich diejenigen Primzahlen, die
#G teilen) ist G, nicht-trivial, und wir erhalten wegen der Kommutativitiat von G aus der
Gruppenmultiplikation einen Gruppenhomomorphismus

[[G =6 @)~]1]9
4 4
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass dieser injektiv ist, und weil beide Seiten dieselbe Miach-

tigkeit haben, handelt es sich um einen Isomorphismus.

Diese Aussage kann man als Vorstufe zum Hauptsatz {iber endliche abelsche Gruppen be-
trachten. Siehe Beispiel 2.7 und [JS] Abschnitt II.5 fiir einen Beweis des Satzes, der von
diesem Punkt ausgeht. (Die Begriindung der Injektivitit der obigen Abbildung finde ich dort
allerdings etwas knapp.) O Ergénzung 2.82

ERGANZUNG 2.83 (Der Satz von Cauchy).

SATZ 2.84. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die die Gruppenordnung #G teilt. Dann
existiert ein Element g € G mit ord(g) = p.

BEWEIS. Der Satz folgt leicht aus den Sylow-Satzen. Denn es existiert in G eine p-Sylow-
Gruppe H, die nicht die triviale Gruppe ist. Seig € H \ {1}. Dannist ord(h) = p" fiireinr > 1
und demzufolge hat " Ordnung p.

Fiir einen direkten Beweis mithilfe der Klassengleichung siehe [JS]Satz IL.1.2. Ein Beweis, der
die Struktur der Gruppe GLn(IE‘p) ausnutzt, wird in [Soe] Ubungsaufgabe 4.1.35 skizziert. [

KOROLLAR 2.85. Seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe, so dass fiir alle g € G die Ordnung
ord(g) eine Potenz von p ist. Dann ist G eine p-Gruppe.

U Ergédnzung 2.83
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2.8. Wie untersucht man eine Gruppe? *

In diesem Abschnitt sammele ich einige Ansétze, wie man eine Gruppe »verstehen« kann/kénn-
te oder welche Fragen man iiblicherweise stellt, um eine Gruppe zu untersuchen. Was verste-
hen genau bedeutet, kann dabei natiirlich vom Kontext abhdngen, und was ich hier schreibe,
erhebt auch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.

Ein erste Bemerkung ist, dass eine Gruppe G (jedenfalls im endlichen Fall) durch ihre Ver-
kniipfungstabelle gegeben ist, oder mit anderen Worten (und auch ganz allgemein) durch die
Angabe der Abbildung G x G — G. Nur diese Abbildung in der Hand zu haben, ist allerdings
praktisch nutzlos, wenn man von den simpelsten Fillen absieht. (Genauso wie es schon
»unmoglich« ist, in einfacher Weise anhand einer Verkniipfungstabelle nachzupriifen, ob
die gegebene Verkniipfung assoziativ ist.)

Stattdessen sollte man als erstes versuchen zu entscheiden, welche der Eigenschaften von
Gruppen, die wir definiert haben, eine gegebene Gruppe G hat.

2.8.1. Endliche/unendliche Gruppen. Die Methoden, die wir in den vorherigen Ab-
schnitten bereitgestellt haben, betreffen in erster Linie endliche Gruppen.

Fiir unendliche Gruppen ist es in vielen Féllen, in denen man die gegebene Gruppe gut ver-
stehen kann, so, dass eine »zusitzliche Struktur« gegeben ist, zum Beispiel eine »Topologie«,
die Struktur einer »Lie-Gruppe« oder einer »linearen algebraischen Gruppe«. Alle diese
Gruppen spielen in der Algebra-Vorlesung keine Rolle und es ist auch nicht moglich, diesen
Begriffen in ein paar Zeilen gerecht zu werden, daher belassen wir es bei dieser Bemerkung.

2.8.2. Eigenschaften von Gruppen. Die folgende Liste nennt einige der Eigenschaf-
tenvon Gruppen, die wir kennengelernt haben. Jede der Eigenschaften impliziert alle darauf
folgenden.

(1) zyklisch von Primzahlordnung (dies sind genau die Gruppen G # 1, die auler {1} und G
keine Untergruppen haben),

(2) zyklisch,
(3) abelsch,
(4) auflosbar.

Fir eine beliebige endliche Gruppe G erhalten wir aus der Diskussion in Ergdnzung 2.66,
dass G eine Normalreihe besitzt, die nicht weiter verfeinert werden kann (eine sogenannte
Kompositionsreihe), und dass die Linge sowie die Subquotienten einer solchen Kompositi-
onsreihe (bis auf Reihenfolge und Isomorphie) eindeutig bestimmt sind. Die Subquotienten
sind einfache Gruppen, und die endlichen einfachen Gruppen sind »im Prinzip« bekannt
(Ergénzung 2.70).

2.8.3. Kleine Gruppen. Die Subquotienten einer Kompositionsreihe zu kennen, legt
eine Gruppe allerdings nicht vollkommen fest, und daher bleibt es schwierig, auch fir
relativkleine Zahlen n alle Gruppen der Ordnung n bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Fiir
n = 2048 weify man zum Beispiel nicht, wie viele solche Isomorphieklassen es iiberhaupt
gibt. Siehe Wikipedia® fiir »ganz kleine« n.

Die Folge der Anzahlen der Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n ist die erste
Folge Aooooo1™ in der OEIS, der Online Encyclopedia of Integer Sequences. Dort finden sich
auch weitere Literaturverweise.

9https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_small_groups
Ohttps://oeis.org/A000001
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2.8.4. Darstellungstheorie. Ein besonders michtiger Ansatz, um eine Gruppe zu
»verstehenc, ist es, ihre Darstellungen im Sinne der folgenden Definition zu betrachten.

DEFINITION 2.86. Sei K ein Korper. Sei G eine Gruppe. Eine Darstellung von G tiber K ist
ein Gruppenhomomorphismus G — Autg (V) von G in die Automorphismengruppe eines
K-Vektorraums V. =

Mit anderen Worten ist also eine Darstellung eine Gruppenwirkung auf einem K-Vektorraum
durch Vektorraumautomorphismen. Es folgt (warum?) aus dem Satz von Cayley (Satz 2.54),
dass zu jeder endlichen Gruppe G eine injektive Darstellung G — GL,(K) = Autg(K")
existiert.

Andererseits ist zum Beispiel die Quaternionengruppe Q (Ergénzung 2.8) nicht isomorph zu
einer Untergruppe von GL, (R). Das kann man mit Methoden der linearen Algebra zeigen,
aber es ist nicht offensichtlich.

Fiur den Moment belasse ich es bei dieser kurzen Bemerkung zur Darstellung. Weitere
Informationen finden Sie gegebenenfalls in den in der Box angegebenen Quellen.

Quellen zur Darstellungstheorie endlicher Gruppen:

J. P. Serre, Linear representations of finite groups, Springer 1977. Dieser Klassiker (ur-
spriinglich auf franzdsisch, und es gab auch eine deutsche Ubersetzung) ist aus einer
Vorlesung entstanden, die fiir Chemikersinnen gehalten wurde. Die Verbindung
zur Chemie wird im Buch selbst kaum thematisiert, aber Gruppendarstellungen
spielen auch in der Chemie eine Rolle, zum Beispiel bei der Untersuchung gewisser
Molekiilstrukturen und ihrer Symmetrien, und bei der Untersuchung von Kristallen.

B. Steinberg, Representation Theory of Finite Groups, Springer 2012
https://doi.org/10.1007/978-1-4614-0776-8

G. James, M. Liebeck, Representations and Characters of Groups, Cambridge Univ. Press
2005.
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KAPITEL 3
Ringe

Zur Terminologie: Anders als in der Linearen Algebra verstehen wir in dieser Vorlesung
unter einem Ring immer einen kommutativen Ring.

3.1. Ringe, Ringhomomorphismen und Ideale

3.1.I. Vorkenntnisse. Wir haben in der Linearen Algebra 2 den Begriff des Rings ein-
gefiihrt. Ein Ring heifst kommutativ, wenn die Ringmultiplikation kommutativ ist, und dies
wollen wir wie gesagt stets voraussetzen, wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird.
Ahnlich wie fiir Gruppen haben wir die Begriffe des Ringhomomorphismus und des Ringiso-
morphismus, sowie des Unterrings. Ist R ein Ring, so bezeichnen wir mit R* die Teilmenge
von R, die aus allen denjenigen Elementen besteht, die ein multiplikatives Inverses besit-
zen. Dies ist eine Gruppe beziiglich der Ringmultiplikation, die sogenannte Einheitengruppe
R* von R. Ihre Elemente nennt man die Einheiten von R. Ein Korper ist ein (kommutativer)
Ring K, fiir den K* = K \ {o} gilt. Der einzige Ring mit nur einem einzigen Element heifdt
der Nullring (genau genommen ist dieser natiirlich nur bis auf eindeutigen Isomorphismus
eindeutig bestimmt). Siehe Abschnitt LA2.15.1.

Sei R ein Ring. Ein Element x € R heif3t Nullteiler, wenny € R \ {0} mitxy = o existiert. Ist
R ein Ring, der vom Nullring verschieden ist und in dem o der einzige Nullteiler ist, dann
nennen wir R einen Integritdtsring.

BEISPIEL 3.1. Einige Ringe, die in der Algebra wichtig sind

(1) Korper,
(2) der Polynomring K[X] iiber einem Korper K in einer Unbestimmten,

(3) der Ring Z der ganzen Zahlen.

Alle diese Ringe sind Integritédtsringe. O

BEISPIEL 3.2 (Beispiele von Ringhomomorphismen). (1) SeiReinRing.Dann gibteseinen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus f: Z — R. Dabei wird fiir eine natiirliche
Zahln € Ndie Zahl n abgebildet auf 1+ - - - +1(n Summanden, Summe in R), und —n auf
—f(n) abgebildet. Es ist leicht zu sehen, dass dies einen Ringhomomorphismus definiert.
Weil per Definition jeder Ringhomomorphismus I auf 1 abbildet, kann es keine anderen
Ringhomomorphismen Z — R geben. Der so definierte Ringhomomorphismus ist im
Allgemeinen nicht injektiv. Trotzdem schreiben wir oft n statt f(n) und fassen so ganze
Zahlen als Elemente des Rings R auf. Insbesondere im Fall von Ringen, fiir die f nicht
injektiv ist, muss man dann aber genau unterscheiden, wo jeweils eine Gleichheit gilt -
zum Beispiel gilt 2 = 0in 7Z /2, aber natiirlich sind o und 2 als ganze Zahlen nicht gleich.

(2) (Der Frobenius-Homomorphismus.) Sei R ein Ring, in dem (im Sinne von Teil (1)) p = o gilt.
Dann ist die Abbildung
Frobp: R— R, x—xP,

ein Ringhomomorphismus.
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Es ist klar, dass Frob,(1) = 1 und Frob,(xy) = Frob,(x) Frob,(y) gilt (hier wird die
Voraussetzung, dass p = o in R gilt, gar nicht benétigt).

Zu zeigen bleibt die Additivitét, also dass
(X +y)P =xP +yP
fiir allex,y € R gilt.
In jedem (kommutativen) Ring gilt der binomische Lehrsatz

- P\.,i p—i
(x+y)F = Z; <i>x y
Dies ist als Gleichung in R zu interpretieren, indem die natiirlichen Zahlen (¥) mit
dem Ringhomomorphismus Z — R nach R abgebildet werden. Weil dieser Ringhomo-
morphismus nach Voraussetzung p auf o abbildet, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle
i =1,...,p — 1der Binomialkoeffizient (¥) = ﬁ durch p teilbar ist. Nun ist der Zihler
dieses Bruchs durch p teilbar, der Nenner (weil p eine Primzahl ist) aber nicht.

O

3.1.2. Der Quotientenkorper eines Integrititsrings. Sei R ein Integritdtsring. In
der Linearen Algebra 2 haben wir zu R seinen Quotientenkorper Quot(R) konstruiert, Ab-
schnitt LA2.15.5. Dies konnen wir in dem folgenden Satz zusammenfassen.

SATZ 3.3. Sei R ein Integritdtsring. Dann existiert ein Kérper K zusammen mit einem injektiven Ringho-
momorphismus 1: R — K, so dass jedes Element von K sich in der Form 1(a)1(b) ™" mita,b € R,b # o,
schreiben ldsst. Fiira,b € R, b # 0O, schreiben wir auch § statt1(a)1(b) " und a statt ¢ = 1(a).

Der Korper K ist durch R im folgenden Sinne bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig
bestimmt: Seien K und K’ mit injektiven Ringhomomorphismen : R — K,1": R — K’ wie im
Satz. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus ¢: K — K’ von Ringen mit
' = @ o 1. Wir nennen einen Kérper wie im Satz (zusammen mit der Einbettung von R) daher
den Quotientenkorper von R.

Im Quotientenkorper eines Rings gelten die »liblichen Bruchrechenregeln« — das folgt aus
den Korperaxiomen.

Um die Existenz des Quotientenkorpers zu zeigen, konstruiert man ihn als die Menge der
Aquivalenzklassen der Menge R x (R \ {0}) beziiglich der Aquivalenzrelation

(a,b) ~ (c,d) <= ad=bc,

die die iibliche Gleichheit von Briichen beschreibt, die durch Erweitern bzw. Kiirzen ausein-
ander hervorgehen. Es ist dann die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation von
Briichen (die man durch die gewohnten Formeln definiert) zu priifen.

3.1.3. Ideale. Sei R ein (wie immer: kommutativer) Ring. Wir haben in der Linearen
Algebra 2 den Begriff des Ideals definiert, den wir hier wiederholen.

DEFINITION 3.4. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge a C R heif3t Ideal, wenn a eine Untergruppe
beziiglich der Addition ist und fiir allex € R, a € a gilt, dass xa € aist.

In jedem Ring R sind o = {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal) Ideale. Ist a C R ein Ideal,
das eine Einheit u € R* enthilt, soist auch 1 = u'u € aund in diesem Fall folgt a = R.
Insbesondere sind in einem Korper das Nullideal und das Einsideal die einzigen Ideale.

Der Kern eines Ringhomomorphismus ist stets ein Ideal. Als Folgerung dieser Bemerkungen
sehen wir:
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LEMMA 3.5. Seien K ein Korper, R # o ein Ring und ¢: K — R ein Ringhomomorphismus. Dann ist ¢
injektiv.

BEWEIS. DerKernvon ¢@istein Ideal, das # K ist,weil1 € K unterpauf 1 € R abgebildet
wird. Ein Ringhomomorphismus mit trivialem Kern ist injektiv. 0

3.1.4. Konstruktionen von Idealen. Wie man leicht sieht, ist der Durchschnitt von
Idealen ein Ideal.

LEMMA 73.6. Seien R ein Ring und I eine Menge. Sind «;, i € 1, Ideale, so ist auch der Durchschnitt
Mie; % ein Ideal.

DEFINITION 3.7 (Von einer Teilmenge erzeugtes Ideal). SeiR ein Ring.

(1) SeiM C R eine Teilmenge. Der Durchschnitt aller Ideale von R, die M enthalten ist das
kleinste Ideal von R, das M enthilt und wird das von M erzeugte Ideal genannt und mit (M)
bezeichnet.

Statt ({a,, ...,a,}) schreiben wir auch (a, ..., a,).

(2) Ein Ideal a von R heifit endlich erzeugt, wenn eine endliche Teilmenge M C R mit a = (M)
existiert.

(3) EinIdeal der Form
(a) = {xa; x €R}, a€R,
heif3t Hauptideal.

Explizit gilt

(a17 "'7an) = {Z‘xiai; X; € R} )
i=I

denn offenbar gilt O und die rechte Seite ist ein Ideal, das alle a; enthilt.

Das Nullideal {0} = (0) und das Einsideal R = (1) sind in jedem Ring R Hauptideale. Das
Ideal (2,X) im Ring Z[X] ist kein Hauptideal.

Wir nennen Elemente x, y eines Integrititsrings zueinander assoziiert, wenn (x) = (y) gilt,
wenn also x und y dasselbe Hauptideal erzeugen. Das ist dazu dquivalent, dass eine Einheit
u € R* mity = ux existiert. Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf R.

DEFINITION 3.8. Ein Hauptidealring ist ein Integritdtsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist. -

BEISPIEL 3.9. Wir haben in der Linearen Algebra 2 gesehen, dass jeder euklidische Ring ein
Hauptidealring ist. Insbesondere sind die Ringe Z und K[X] (K ein Korper) Hauptidealringe.

DEFINITION 3.10. Sei R ein Ring.
(1) Seiena,b C R Ideale. Die Summe von a und b ist das Ideal
a+b=(aUb)={a+b;aca, bec b},
d.h. das von a U b erzeugte Ideal.
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(2) Seien I eine Menge und a;, i € I, Ideale in R. Die Summe der Ideale ist das Ideal

Z a; = (U a,-) = {Zai; a; € a;, nur endlich viele a; # o} .

i€l i€l i€l
_|
DEFINITION 3.1I. SeiR ein Ring. Seien a, b C R Ideale. Das Produkt von a und b ist
ab = ({ab;a € a, b b}),
d.h. das von allen Produkten von Elementen aus a und b erzeugte Ideal.
Analog definiert man das Produkt einer endlichen Familie von Idealen. =

Fiir Ideale a und b eines Rings R gilt
ab Canb.

Uberlegen Sie sich ein Beispiel, in dem diese Inklusion echt ist.

3.1.5. Der Quotient eines Rings nach einem Ideal. Ahnlich wie den Quotienten ei-
ner Gruppe nach einem Normalteiler haben wir den Quotientenring eines Rings nach einem
Ideal (siehe auch Abschnitt LA2.18.4). Ist R ein Ring und a ein Ideal, so ist insbesondere
a C R eine Untergruppe beziiglich der Addition, und sogar ein Normalteiler, weil die Additi-
on kommutativ ist. Wir haben daher den Gruppenquotienten R/a, eine additive Gruppe
zusammen mit der kanonischen Projektion, einem surjektiven Gruppenhomomorphismus
m: R — R/a mit Kern a. Aus der Idealeigenschaft folgt dann leicht, dass die Multiplikation
von R auf R/a eine Multiplikation induziert, so dass 7 ein Ringhomomorphismus ist.

Auch fiir diese Quotientenbildung gilt der Homomorphiesatz. Weil wir spéter viel mit Quo-
tienten von Ringen (insbesondere vom Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper
K) arbeiten werden, geben wir ihn noch einmal explizit an.

SATzZ 3.12 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Sei R ein Ring, a C R ein Idealund n: R — R/a die
kanonische Projektion.

Sei T ein Ring und seif: R — T ein Ringhomomorphismus. Es existiert genau dann ein Ringhomomor-
phismus @: R/a — Tmitg on = f,wenn a C Ker f ist. In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt und
es gilt: Im ¢ = Im f. Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv wenn a = Ker f gilt.

BEWEIS. Man kann auf die zugrundeliegenden additiven Gruppen den Homomorphie-
satz fiir Gruppen anwenden. Es ist dann nur noch zu iiberpriifen, dass im Fall ihrer Existenz
(als Gruppenhomomorphismus) die Abbildung ¢ automatisch ein Ringhomomorphismus
ist. Das folgt leicht daraus, dass 7 surjektiv und f ein Ringhomomorphismus ist. O

Der folgende Satz gibt eine Beziehung zwischen den Idealen im Quotientenring R/a und
Idealen in R (ndmlich denjenigen, die a enthalten) an. Man vergleiche Lemma 2.16 (6).

SATZ 3.13. Sei R ein Ring und sei a C R ein Ideal. Seiw: R — R / a die kanonische Projektion. Dann
sind die Abbildungen

{b C RIdeal; a C b} — {c¢ C R/ aldeal}
b— m(b),
7 (c) e,

zueinander inverse, inklusionserhaltende Bijektionen.
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BEWEIS. Esist zu iiberpriifen, dass die beiden Abbildungen die angegebenen Mengen
in sich abbilden und zueinander invers sind. Wir lassen die Details aus. O

SATZ 3.14 (Chinesischer Restsatz). Seien ReinRingunda,, ...,a, C R Ideale, sodass a; + a; = R
fiirallei # j gilt. Sei a = ﬂ::I a;. Dann ist der natiirliche Ringhomomorphismus

R— R/a, x---x R/a,, xw+— (X,...,X),
wobei x die Restklasse von x im jeweiligen Quotienten bezeichne, surjektiv mit Kern a und induziert folglich

einen Isomorphismus
R/a — R/a, x---x R/a, .

BEWEIS. Wir erhalten die gesuchte Abbildung aus dem Homomorphiesatz, und dieser
zeigt auch die Injektivitat. Die Surjektivitat folgt aus der Surjektivitit der urspriinglichen
Abbildung. Um diese zu zeigen, geniigt es, wie man leicht einsieht, zu zeigen, dass die
»Standardbasisvektoren«, d.h. die Elementee¢; := (0, ...,0,1,0, ...,0) (mit der I an der i-ten
Stelle) im Bild liegen.

Um die Notation zu vereinfachen, zeigen wir, dass e, im Bild liegt. Fiir allgemeines i ldsst
sich dasselbe Argument verwenden. Wir schreiben 1 = b; + a; mitbh; € a,,4; € a;,j = 2,..., 1.
Es folgt

j=2

und durch Ausmultiplizieren erhalten wir einen Ausdruck der Form
I=b+a

mit b € a, (bist die Summe aller Faktoren, in denen wenigstens ein b; vorkommt) und
r
a:=a,----- a, € ﬂj:z a;.

Das Bild von a = 1 — b ist dann das oben definierte Elemente,. 0

BEMERKUNG 3.15. (I) Sei K ein Kérper und f ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen K-Vektorraums V. Der Einsetzungshomomorphismus K[X] — Endg (V) vom
Polynomring in den (nicht-kommutativen) Endomorphismenring von V faktorisiert
iiber den Quotienten K[X]/ (minpolf) (das ist mehr oder weniger die Definition des

Minimalpolynoms von f) und liefert so einen Isomorphismus
K[X]/(minpolf) =K[f] == {Zaifi; neN, a; € K} C Endg (V).
i=0
(2) Sei L ein Kérper und K C L ein Teilkérper von L. Sei a € L. Wir betrachten nun den
Einsetzungshomomorphismus ®: K[X] — L, X — a.

1. Fall: @ ist nicht injektiv. Dann ist Ker(®) # o, also von der Form (f), f # o, und
K[X]/(f) — Listinjektiv. Folglich ist K[X] / (f) ein Integritdtsring, der K als Unterring
enthilt, und gleichzeitig ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, also ein Kérper.

Es gilt dann K[a] := Im(®) = K[X]/(f), also ist K[«] ein Teilkrper von L.
2. Fall: @ ist injektiv. In diesem Fall ist K[a]| := Im(®) isomorph zum Polynomring K[X]
und insbesondere kein Korper.

Auf diese Uberlegungen werden wir noch ausfiihrlich zuriickkommen, siehe Abschnitt 4.2,
Definition 4.9.

O
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3.2. Primideale und maximale Ideale

In der Linearen Algebra 2 haben wir den Begriff des Primelements in einem Integritdtsring R
eingefiihrt. Und zwar heifdt p € R ein Primelement, wenn p keine Einheit und # o ist und
die folgende Primeigenschaft erfiillt: Fiir allex,y € Rmitp |xy gilt p|x oderp|y.

Wir wissen, dass wir Teilbarkeit von Ringelementen auch in Termen von Idealen ausdriicken
kénnen: p | x ist dquivalent zu x € (p). Daher ist es naheliegend, die obige Primeigenschaft
wie folgt auf Ideale zu {ibertragen.

DEFINITION 3.16. Sei R ein Ring. Ein Ideal p C R heif3t Primideal, wenn p # R gilt und wenn
fiir allex,y € R gilt: Fallsxy € p,dannistx € podery € p. =

Ist R ein Integritétsringund p € R, p # 0, so ist das Hauptideal (p) genau dann ein Primideal,
wenn p ein Primelement in R ist. Es gibt hier also eine kleine Diskrepanz in den Bezeichnun-
gen: Wihrend per Definition o € R kein Primelement ist, kann das Nullideal ein Primideal
sein. Genauer ist (0) C R genau dann ein Primideal, wenn R ein Integritétsring ist. Etwas
allgemeiner gilt das folgende Lemma.

LEMMA 3.17. Seien R ein kommutativer Ring und p C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R / p ist ein Integrititsring,

(ii) das Ideal p ist ein Primideal.

BEWEIS. Der Beweis ist einfach wir und lassen ihn aus. Versuchen Sie es selbst und
fragen Sie gegebenenfalls nach! O

Eine weitere wichtige Klasse von Idealen, die wir betrachten wollen, bilden die sogenann-
ten maximalen Ideale. Die Maximalitét bezieht sich hier auf die Inklusion von Teilmengen,
allerdings wird dabei das Einsideal des Rings aufen vor gelassen (sonst wire der Begriff
langweilig, weil dann immer das Einsideal das einzige maximale Ideal wire).

DEFINITION 3.18. Sei R ein Ring. Ein Ideal m C R heifit maximales Ideal, wenn m # R ist und
m maximal mit dieser Eigenschaft beziiglich der Inklusion von Idealen ist, d.h. wenn fiir
jedesIdeala C Rmitm C a C Rgilt: a = modera =R. —

LEMMA 3.19. Sei R ein kommutativer Ring und m C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R/m ist ein Korper,

(ii) das Ideal m ist ein maximales Ideal.

BEwWEIS. Ein kommutativer Ring R # 0 ist genau dann ein Kérper, wenn (0) und R die
einzigen Ideale in R sind. (Warum?) Daher folgt die Aquivalenz im Lemma aus Satz 3.13. [J

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

SATZ 3.20. Sei R ein Hauptidealring und p C R ein Primideal, das nicht das Nullideal ist. Dann ist p ein
maximales Ideal von R.

BEwEIs. Weil R ein Hauptidealring ist, existiert p € R mitp = (p). Da p ein Primideal
ist, ist p prim. Sei nun a = (a) ein Ideal mitp C a C R.Dannistp € a,etwap =ad,d € R. Als
Primelement ist p insbesondere irreduzibel und es folgt, dass entweder a oder d eine Einheit
in R ist. Also ist entweder a = R oder a und p sind assoziiert, und dann gilt a = p. O
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BEISPIEL 3.21. (I) Die Primideale im Hauptidealring Z sind die Ideale (0) und (p) fiir Prim-
zahlen p. Die maximalen Ideale sind die Ideale (p) fiir Primzahlen p. Wir sehen so erneut,
dass Z/p fiir jede Primzahl p ein Korper ist.

(2) DasIdeal (X) C Z[X] ist ein Primideal, aber kein maximales Ideal.
%

Es ist manchmal wichtig zu wissen, dass jeder Ring # o ein maximales Ideal besitzt. (Kon-
kret werden wir dies in Abschnitt 4.4 benétigen.) Das wollen wir als ndchstes beweisen.
Der Beweis beruht auf dem Lemma von Zorn, das wir hier kurz vorstellen; siehe auch Ab-
schnitt LA1.B.1. Das Lemma von Zorn beweisen wir hier nicht; es folgt aus der »Tatsache«,
dass fiir jede Menge I und Mengen X; # (), i € I das kartesische Produkt Hiel X; nicht leer
ist. Anschaulich halten das viele (die meisten?) Mathematikerxinnen fiir »klar«, aber (und
deshalb steht Tatsache in Anfithrungszeichen) es folgt nicht aus den heutzutage oft zugrunde
gelegten Axiomen der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel, sondern ist ein zusétzliches
Axiom, das sogenannte Auswahlaxiom, auf Englisch Axiom of choice; man spricht von ZFC als
dem Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel zusammen mit dem Auswahlaxiom. Man
kann zeigen, dass die Aussage des Auswahlaxioms dquivalent ist (unter den Axiomen ZF
von Zermelo und Fraenkel) zum Zornschen Lemma. Wir geben deshalb unten das Lemma
von Zorn als Axiom an.

SATZ 3.22. Sei R ein Ring und sei a C R ein Ideal. Dann besitzt R ein maximales Ideal, das a enthilt.
Insbesondere besitzt jeder Ring R # 0O ein maximales Ideal.

Um das Lemma von Zorn zu formulieren, machen wir die folgenden Definitionen; siehe
auch Abschnitt LA1.3.14.

DEFINITION 3.23. (I) Sei M eine Menge. Eine partielle Ordnung auf M ist eine Relation <
auf M (d.h. fiir je zwei Elemente x,y € M gilt entweder x < y, oder nichtx < y - dann
schreiben wir x £ y), die reflexiv, transitivund anti-symmetrisch ist. Es gilt alsox < x
firallex € M,ausx < yundy < zfolgtx < zfilirallex,y,z € M,undausx < yundy <x
folgtx = y firallex,y € M.

Wir nennen dann M zusammen mit < eine partiell geordnete Menge. (Auf Englisch spricht
man manchmal von poset (= p. o. set = partially ordered set.)

(2) SeiM eine partiell geordnete Menge. Ein Element m € M heif$t maximales Element, wenn
firallem’ € Mmitm < m’ gilt, dass m = m’ ist.

(3) Sei M eine partiell geordnete Menge. Ein Element m € M heif3t grofites Element, wenn fiir
allem’ € M gilt, dass m’ < mist.

(4) SeiT eine Menge. Eine totale Ordnung auf T ist eine partielle Ordnung < auf T, so dass
fiir allex,y € M gilt, dassx < y odery < x ist.
Ist M eine partiell geordnete Menge und T C M eine Teilmenge, derart dass die Ein-
schriankung der auf M gegebenen Ordnung auf T eine totale Ordnung ist, so nennt man
T eine Kette.

(5) Sei M eine partiell geordnete Menge und M’ C M eine Teilmenge. Eine obere Schranke von
M’ in M ist ein Element m € M, so dass m’ < m fir allem’ € M’ gilt.

_|

Ein typisches Beispiel fiir eine partiell geordnete Menge (die im Allgemeinen nicht total
geordnet ist) ist die Potenzmenge einer Menge X, also die Menge aller Teilmengen von X,
mit der Inklusion C von Teilmengen als Relation. Anstatt aller Teilmengen von X kann man
natiirlich auch jede Teilmenge der Potenzmenge mit dieser partiellen Ordnung versehen.
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Ist M eine partiell geordnete Menge, so muss M weder ein maximales noch ein grofites
Element besitzen. Wenn ein grofites Element existiert, so ist es eindeutig bestimmt, und
ist dann insbesondere das einzige maximale Element. Ein maximales Element (wenn es
existiert) ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Wenn es mehr als ein maximales
Element gibt, so gibt es kein grofites Element.

AX10M 3.24 (Lemma von Zorn). Jede nicht-leere partiell geordnete Menge, in der zu jeder total
geordneten Teilmenge eine obere Schranke existiert, besitzt ein maximales Element.

Eine Menge, die die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn erfiillt, nennt man manchmal
auch eine induktiv geordnete Menge. Die Voraussetzung, dass die gegebene Menge nicht-leer
sei, folgt automatisch aus den anderen Bedingungen, denn die leere Menge ist eine Kette
und muss eine obere Schranke haben.

BEWEIS VON SATZ 3.22. Sei.# die Menge aller Ideale von R, die von R verschieden sind
und a enthalten. Weil a € .Z ist, ist .# nicht leer. Die Menge .# ist durch die Inklusion
partiell geordnet, und ein maximales Element von .# ist gerade ein maximales Ideal von
R, das a enthilt. Nach dem Lemma von Zorn geniigt es nun, zu zeigen, dass jede Kette von
Idealen in .# eine obere Schranke in .# besitzt.

Sei .7 C ./ eine total geordnete Teilmenge von .#, mit anderen Worten eine Menge von
echten Idealen von R, die das Ideal a enthalten, und so dass fiir je zwei Ideale b, ¢ € .7 gilt,
dass b C coder ¢ C bist. Insbesondere ist daher b U ¢ ein Element von .7 (weil es sich bei
der Vereinigung einfach um b oder um ¢ handelt).

Wir zeigen, dass .7 eine obere Schranke in .# besitzt. Ist .7 = (), so ist a eine obere Schranke.
Sonst definieren wir t als die Vereinigung von allen Idealen in .7 und zeigen, dass t die
gewiinschte Eigenschaft hat.

Jedenfalls enthélt die Menge t das Ideal a. Um zu sehen, dass t ein Ideal ist, seien b,c € t.
Dann liegen b und c in gewissen Elementen b, ¢ € 7. Die Vereinigung b U ¢ ist wie oben
gezeigt ein Element von .7 und damit eine Teilmenge von t, die b und c und als Ideal auch die
Summe b + c enthilt. Dass fiira € tund x € R auch xa € tgilt, ist noch einfacher zu sehen.

Schliefllich gilt t # R. Denn sonst wire I € t, aber dann wire I schon in einem der Ideale aus
7 enthalten, ein Widerspruch! O

BEMERKUNG 3.25. Eine weitere typische Anwendung des Lemmas von Zorn ist der Satz,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Sei ndmlich K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.
Nach Definition ist eine Basis von V eine Teilmenge von V, so dass sich jeder Vektor in V
eindeutig als Linearkombination von Elementen dieser Teilmenge darstellen ldsst. (Dabei
sind Linearkombinationen immer endliche Summen.) Aquivalent ist, dass eine Basis eine
maximale linear unabhingige Teilmenge von V ist. (Um diese Aquivalenz zu zeigen, wird
nicht benétigt, dass V endlich erzeugt ist.)

Sei nun .# die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen von V, mit der Inklusion von
Teilmengen als partieller Ordnung. Es gilt ) € .Z, und ist .7 eine Kette in .#, so ist die
Vereinigung aller Elemente von .7 eine linear unabhingige Teilmenge von V und damit
eine obere Schranke von .7 in .#Z. Mit dem Lemma von Zorn folgt nun die Existenz einer
maximalen linear unabhéngigen Teilmenge in V.

Man kann dariiber hinaus zeigen, dass zu je zwei Basen %, %’ C V eine Bijektion # — %’
existiert. Das bedeutet, dass man (im Sinne der Kardinalitdt unendlicher Mengen) auch
im allgemeinen Fall von der Dimension eines Vektorraums sprechen kann. Siehe Ergidn-
zung LA1.6.48,[Soe-AZT]5.3. O
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ERGANZUNG 3.26 (Maximale echte Untergruppen von Q). Dass hier verschiedene Exis-
tenzaussagen (eines maximalen Ideals, einer Basis) mit dem Lemma von Zorn auf eine Art
und Weise bewiesen werden, die (fast) rein formal aussieht, sollte nicht zu dem Irrglauben
verleiten, dass ein »maximales Objekt« immer existiert.

Zum Beispiel existiert keine maximale echte Untergruppe der additiven Gruppe Q. (Das ist nicht
ganz offensichtlich, aber auch nicht sehr schwer zu beweisen.)

Was ist an dem folgenden »Beweis« nicht korrekt?

Sei .# die Menge aller echten Untergruppen von Q. Offenbar ist .# nicht leer. Fiir eine
durch die Inklusion total geordnete nicht-leere Teilmenge .7° C ./ ist die Vereinigung aller
Elemente von .7 wieder eine Untergruppe von Q, also eine obere Schranke von .7. Nach
dem Lemma von Zorn besitzt .# ein maximales Element. O Ergdnzung 3.26

ERGANZUNG 3.27 (Konstruktion der reellen Zahlen). Sei QN = HieN Q, verstanden als Ring
mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Wir betrachten die Elemente dieses
Rings als Folgen (im Sinne der Analysis) von rationalen Zahlen. Sei R C Q" der Unterring
aller Cauchy-Folgen. Dann ist die Teilmenge n aller Nullfolgen ein Ideal in R, und zwar sogar
ein maximales Ideal. Die Abbildung

R/n—R, (a,),— lima,,
n—oo
die (die Restklasse) einer Cauchy-Folge auf ihren Grenzwert abbildet, ist ein Isomorphismus.

Diese Uberlegung kann man benutzen, um die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen zu
konstruieren, also die Existenz eines Korpers zu beweisen, der die »iiblichen Eigenschaften«
des Korpers R hat (also formaler ausgedriickt: ein System von Axiomen erfiillt, die den
Korper R eindeutig charakterisieren). Dazu muss man »direkt nachrechnen«, dass R /n
tatsédchlich diese Eigenschaften hat.

In Abschnitt LA2.18.8.3 finden Sie etwas mehr Details. O Ergdnzung 3.27

3.3. Polynomringe

DEFINITION 3.28. SeiR ein Ring.

(1) Eine R-Algebra ist ein Ring S zusammen mit einem Ringhomomorphismus ¢: R — S.

(2) Seien S, S’ mit Ringhomomorphismen ¢: R — S, ¢": R — S’ Algebren tiber R. Ein Homo-
morphismus von R-Algebren ist ein Ringhomomorphismus ¢: S — §',sodass ¢’ = o @
gilt.

Wir bezeichnen mit Homp (S, S’) die Menge aller R-Algebren-Homomorphismen von S
nach §'. Besonders dann, wenn R ein Korper ist, sprechen wir statt von einem R-Algebren-
Homomorphismus auch einfach von einem K-Homomorphismus.

Man kann allgemeiner definieren, wann ein nicht-kommutativer Ring S eine Algebra tiber
einem kommutativen Ring R ist, aber die Definition ist ein kleines bisschen komplizierter
als oben und wir beschrinken uns auf den Fall dass R und S kommutative Ringe sind.

Ist K ein Korper und A eine K-Algebra, gegeben durch einen Ringhomomorphismus ¢: K —
A, so konnen wir A als K-Vektorraum mit der Skalarmultiplikation x - a := ¢(x)a verstehen
(fiirx € K, a € A, und wobei rechts die Ringmultiplikation von A verwendet wird). Es ist
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leicht nachzurechnen, dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Ist andererseits A ein Ring,
der auch ein K-Vektorraum ist, stimmen Ring- und Vektorraumaddition iiberein, und gilt
x(ab) = (xa)b = a(xb) fur allex € K,a,b € A, so tragt A eine K-Algebrenstruktur, namlich
K — A, x — x 1. Verwendet man den Begriff des R-Moduls (siehe Abschnitt LA2.18.7.1)
so kann man den Begriff der R-Algebra auch fiir beliebige kommutative Ringe in analoger
Weise betrachten.

BEISPIEL 3.29. Sei R ein Ring. Der Polynomring R[X] ist eine R-Algebra (vermoge des Ring-
homomorphismus R — R[X], dera € R abbildet auf das konstante Polynom a). Ist S eine
R-Algebra, gegeben durch ¢: R — S, @ € Sund ®: R[X] — S der zugehorige Einsetzungsho-
momorphismus mit ®(X) = a, ®(a) = ¢(a) fiira € R, so ist ® ein Homomorphismus von
R-Algebren. O

Wirverallgemeinern die Konstruktion des Polynomrings iiber einem Ring in einer Variablen,
indem wir auch mehrere Variablen zulassen (gegebenenfalls auch unendlich viele). Ist I die
vorgegebene Indexmenge fiir die Variablen, so definieren wir einen kommutativen Ring
R[X;;i € I], den Polynomring in den Variablen X;, i € I. Seine Elemente sind Linearkombi-
nationen (mit Koeffizienten in R) von Ausdriicken der Form XZ‘ ----- Xl.r:’ firr e N,i; € I,
n, € N_,. (In jedem einzelnen Polynom treten also immer nur endlich viele Variablen auf.)
Diese Polynome werden in der offensichtlichen Weise addiert. Die Multiplikation ist durch
die Regel

und die Distributivgesetze eindeutig bestimmt (wobei wir hier auch m; = obzw.ny, = o
zulassen und X = 1 setzen).

Den Polynomring R[X|, ..., X,,| in endlich vielen Variablen X, ..., X, kann man identifizieren
mit (R[X,, ..., X,,_,])[X,], so dass man diese Ringe auch induktiv konstruieren kann. Im Fall
einer unendlichen Indexmenge I der Variablen kann man den Polynomring R[X;; i € I
als die Vereinigung der Ringe R[X;; i € I']| iber alle endlichen Teilmengen I’ C I definie-
ren (allerdings vereinigt man hier Mengen, die nicht als Teilmengen einer gemeinsamen
Obermenge gegeben sind).

Wir haben dann den Begriff des Einsetzungshomomorphismus.

SATZ 3.30. Seien R ein Ring, I eine Menge, S eine R-Algebra, gegeben durch einen Ringhomomorphismus
¢@:R — S.Sind Elementex; € S,i € I gegeben, dann gibt es einen eindeutig bestimmten R-Algebren-
Homomorphismus ®: R[X;; i € I| — Smit ®(X;) = x; fiirallei € L

Fiirf € R[X;| schreiben wir meist f (x;) statt ®(f).

Allgemeiner kann man hier auch Ringhomomorphismen ¢: R — S in einen nicht notwendig
kommutativen Ring S betrachten. Man erhilt dann zu Elementen x; € S wie oben einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus @ fiir den ®(x) = ¢(x) fiirx € Rund ®(X;) =
x; fiir allei € I gilt.

BEwEISs. Die Eindeutigkeit ist klar, ebenso ist ein Kandidat fiir ® offensichtlich. Man
muss dann nur iiberpriifen, dass es sich um einen R-Algebren-Homomorphismus handelt.
Das ist unproblematisch; man benutzt, dass Polynome aus Elementen aus R und den Un-
bestimmten durch sukzessive Multiplikation und Addition aufgebaut sind und dass ¢ ein
Ringhomomorphismus ist. O

Den Satz tiber den Einsetzungshomomorphismus kann man auch als universelle Eigenschaft
des Polynomrings betrachten und folgendermafien umformulieren.
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SATZ 3.31. Sei R ein kommutativer Ring und I eine Menge. Dann existiert eine R-Algebra P zusammen
mit Elementen X; € P,i € I, so dass fiir alle R-Algebren S die Abbildung

Homg(P,S) — Abb(L,S), f— (i f(X))),
bijektiv ist.

Die R-Algebra P ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus im folgenden Sinne: Ist P’
zusammen mit Elementen X] € P’ eine R-Algebra, die ebenfalls die obige Eigenschaft besitzt, so existiert
ein eindeutig bestimmter R-Algebren-Isomorphismus P — P’ mit X; — X! fiir allei.

Wir schreiben auch R[X;, i € I| := P und nennen diesen Ring den Polynomring iiber R in den
Variablen X;,i € L.

BEWEIS. Wir definieren P als den oben konstruierten Polynomring. Die Umkehrabbil-
dung der Abbildung Homg (P, S) — Abb(I,S) bildet eine Abbildung von I nach S, also eine
durch I indizierte Familie von Elementen von S ab auf den zugehorigen Einsetzungshomo-
morphismus P = R[X;| — S.

Dass P durch die genannte »universelle« Eigenschaft eindeutig bestimmt ist bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus, zeigt man »wie iiblich«, siehe zum Beispiel Abschnitt LA2.18.1.1. [

BEMERKUNG 3.32. Etwas formaler kann man wie folgt vorgehen. Wir hatten den Poly-
nomring in einer Variablen definiert als die Menge R(™) aller Tupel von Elementen aus R,
in denen hochstens endlich viele Eintrige # o sind. Addiert werden Elemente von R(Y)
komponentenweise. Die Multiplikation zweier solcher Tupel (a,),, (b,), ist das Tupel

(@p)n -+ (by)n = Z ajbk

-
J+k=n n

Um dieses zu bilden, wird neben der Addition und Multiplikation in R nur die Addition auf
N benétigt. Die Variable X wurde dann als das Element (0,1, 0, ... ) definiert. Damit kann
man dann jedes Element aus R[X] := R in der iiblichen Form Z?_O a;X' mitd € N, und
eindeutig bestimmten a; € R schreiben. -

Den Polynomring in den Variablen X;, i € I, fiir eine beliebige Indexmenge kdnnen wir dann
konstruieren, indem wir die Menge N oben ersetzen durch
NI .= {(n;);cr; n; € N, hochstens endlich viele n; # 0} } .
Es wird
RO — {(ay)penm; a, € R, hochstens endlich viele a, # o}
zu einem Ring mit der komponentenweisen Addition und der Multiplikation

(@p)n -+ (by)n = Z ajbk )

e
J+k=n n

wobei nun n,j,k € N(D zu betrachten sind (und auf N() die komponentenweise Addition
verwendet wird).

Die Variablen definieren wir wie folgt. Zu i € I seie; € N(D der »i-te Standardbasisvektor,
d.h. das Tupel mit einer 1 an der i-ten Stelle und sonst {iberall Nullen. Wir setzen dann
X; = (§p)p mit§, = 1und§;, = ofiirallen #e;.

Noch etwas allgemeiner kann man in dieser Konstruktion N() durch irgendeine Menge mit
einer kommutativen und assoziativen Verkniipfung mit einem neutralen Element ersetzen
(also durch ein kommutatives »Monoid«). Siehe auch [Bo-A] 2.5, [JS]IV.3. O
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DEFINITION 3.33. SeiR ein Ring, f € R[X] ein Polynom und S eine R-Algebra. Seia € S.

(1) Das Element a heifdt Nullstelle von f (in S), wenn f(a) = o gilt. (Um f(«) in S »auszu-
rechnen«, wenden wir also auf alle Koeffizienten von f den zur R-Algebra S gehorigen
Ringhomomorphismus R — S an und setzen dann fiir X das Element « ein.)

(2) Seinun in der obigen Situation S ein Integritédtsring und f # o. Die eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl m mit (X — @)™ |f und (X — &)™ 1 f heifit die Vielfachheit (oder Ordnung)
von a als Nullstelle von f; wir schreiben mult, (f) := m.

Esist also « genau dann eine Nullstelle von f, wenn mult, (f) > 1 gilt. Im Fall mult,(f) =1
nennen wir @ auch eine einfache Nullstelle, falls mult,(f) > 1ist, so heifst « eine mehrfache
Nullstelle. Genauer sprechen wir im Fall mult, (f) = 2 von einer doppelten Nullstelle, usw.

In der Analysis wird bewiesen, dass man fiir eine differenzierbare Funktion R — R an der
Ableitung ablesen kann, ob es sich bei einer Nullstelle um eine mehrfache Nullstelle handelt.
Eine Ableitung im Sinne der Analysis, die auf dem Grenzwertbegriff basiert, steht uns im
Allgemeinen natiirlich nicht zur Verfiigung. Uberraschender Weise ist aber die »formale Ab-
leitung« eines Polynoms, die durch die Anwendung der iiblichen Ableitungsregeln gebildet
wird, fiir manche Eigenschaften ein niitzlicher Ersatz.

DEFINITION 3.34. SeiR ein Ring. Die (formale) Ableitung eines Polynoms f = Z?:o aX €
R[X] ist das Polynom
n
fl=> ia X" €R[X].
i=1
_|

LEMMA 3.35. Sei R ein Ring. Die Bildung der Ableitung von Polynomen geniigt den folgenden Rechenre-
geln. Hier seienf . g € R[X],a € R.

(1) (af)' =a-f’,
(2) f+9) =f"+d,
(3) f9) =f'9+14.
BEwEIs. Die Teile (1) und (2) sind leicht nachzurechnen. Fiir Teil (3) gentiigt es wegen (1)

und (2) dann, den Fall f = X!, g = X/ zu betrachten (denn beide Seiten der Gleichung in (3)
verhalten sich »R-bilinear« in f und g). In diesem Fall ist die Sache klar. O

LEMMA 3.36. Seien R ein Integritdtsring, f € R[X],f # o, und a € R eine Nullstelle von f. Dann sind
dquivalent:

(i) aisteine mehrfache Nullstelle von f,
(i) f'(@) = o.
BEWEIs. Wir schreiben f = (X — a)"g mit g(a) # 0, also r = mult,(f). Nach Vorausset-
zung ist r > 1. Es gilt dann, wie man leicht nachrechnet,
fr=rX—a)'g+ X -a)yq,
und Einsetzen von « liefert

f’(a) _ {g(a) ?é O wennr =1

o wennr > I.

Daraus folgt die Behauptung. 0
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BEMERKUNG 3.37. Wir konnen also in der Situation des Lemmas sagen:

(1) fla) =0 <  mult,(f) > o,
() f@) =f@) =0 & multy(f)>1,

Wo liegt das Problem, wenn man die Liste fortsetzen wollte, indem man hohere Ableitungen
von f betrachtet und dementsprechende hohere Vielfachheiten als Nullstelle? O

3.4. Faktorielle Ringe

Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird der Begriff des irreduziblen Polynoms eine wichtige
Rolle spielen, also von Polynomen f € K[X] (K ein Korper), die sich nicht als Produkt f = gh
mit nicht-konstanten Polynomen g, h schreiben lassen.

Diese Polynome haben dann stets auch die Primeigenschaft als Elemente des Rings K[X],
d.h. ein Produkt wird genau dann von einem irreduziblen Polynom geteilt, wenn einer der
Faktoren von dem Polynom geteilt wird. Das liegt daran, dass K[X] ein faktorieller Ring ist.
Siehe Definition 3.38, Definition LA2.15.49.

Um dann auch in konkreten Féllen entscheiden zu konnen, ob gegebene Polynome irreduzi-
bel sind, sind die Irreduzibilititskriterien aus Abschnitt 3.6 niitzlich, die darauf beruhen,
Polynome mit Koeffizienten in einem faktoriellen Ring zu betrachten, in dem es Primele-
mente gibt (der also kein Kérper ist), zum Beispiel mit Koeffizienten im Ring Z der ganzen
Zahlen. Die Kriterien geben dann auch Aufschluss iiber die Irreduzibilitit der entsprechen-
den Polynome, wenn man sie als Elemente des Polynomrings iiber dem Quotientenkdrper
dieses faktoriellen Rings betrachtet.

Das grundlegende Ergebnis hierfiir ist der Satz von Gauf3, Satz 3.50.

Wir beginnen damit, einige Begriffe zu wiederholen, die wir schon in der Linearen Algebra
2 definiert haben, siehe auch Abschnitt LA2.15.4.3.

DEFINITION 3.38. Sei R ein Integritdtsring.

(1) Ein Elementp € R\ (R* U {0}) heifit irreduzibel, wenn in jeder Darstellung p = abvon p
als Produkt von Elementen a, b € R gilt,dassa € R* oderb € R* ist.

(2) Ein Elementp € R\ (R* U {0}) heift prim (oder: ein Primelement), wenn fiir allea,b € R
mit p | ab gilt, dass p | a oder p | b.

(3) Ein faktorieller Ring ist ein Integritdtsring R, derart dass sich jedes Elementvon R \ (R* U
{o}) als (endliches) Produkt von Primelementen schreiben lasst.

Ist p ein Primelement eines Integritdtsrings, dann ist p irreduzibel. Ist R ein faktorieller Ring,
so sind die Begriffe irreduzibel und prim fur Elemente von R dquivalent.

In der Linearen Algebra 2 haben wir bewiesen (Satz LA2.15.47):

SATZ 3.39. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.

BEWEISSKIZZE. (Fiir einen vollstindigen Beweis siehe das Skript zur Linearen Algebra
2 wie oben zitiert.) Weil R ein Hauptidealring ist, wird jede aufsteigende Kette von Idealen
stationdr. Daraus folgt, dass sich jedenfalls jedes Elementvon R \ (R* U {0}) als Produkt von
irreduziblen Elementen schreiben lisst. (Seia € R\ (R* U {0}) gegeben. Ist a irreduzibel,
so sind wir direkt fertig. Sonst gibt es eine Zerlegung a = a,a,. Induktivkann man a, und
a, weiter zerlegen, bis man zu einem Produkt von irreduziblen Elementen kommt. Das
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genannte Ergebnis iiber Idealketten impliziert, dass dieser Prozess nach endlich vielen
Schritten zum Ende kommen muss.)

Es ist dann noch zu zeigen, dass jedes irreduzible Element in R auch prim ist. Istp € R
irreduzibel, so folgt aus (p) C (a) fiira € R, dass (a) = (p) oder (a) = R gilt. Das Ideal
(p) ist also maximal und daher insbesondere ein Primideal. Deshalb ist p tatsdchlich ein
Primelement. O

Sei R ein faktorieller Ring. Sind p, p’ zueinander assoziiert, dann ist p genau dann prim,
wenn p’ prim ist. Unter einem Vertretersystem der Primelemente in R bis auf Assoziiert-
heit verstehen wir eine Teilmenge P C R, die aus Primelementen von R besteht und so
dass jedes Primelement von R zu genau einem Element von P assoziiert ist. Zum Beispiel
bilden die positiven Primzahlen ein Vertretersystem der Primelemente im Ring Z bis auf
Assoziiertheit.

SATZ 3.40. Sei R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkérper und P C R ein Vertretersystem der
Primelemente von R bis auf Assoziiertheit.

(1) Jedes Elementx € R\ {o} ldsst sich in der Form
x=u H p’r
peP
mitu € R* und mit v, €N schreiben, wobei héchstens endlich viele v, von Null verschieden sind.

Sowohl u als auch die Exponenten v, sind durch x eindeutig bestimmt. Man schreibt auch v,,(x) := v,
fiir die Vielfachheit, mit der p in der obigen Darstellung (der » Primfaktorzerlegung« von x) auftritt.

(2) Jedes Element x # o des Quotientenkdrpers von R lisst sich schreiben als

xX=u H p’r
peP
mitu € R* und mit v, € Z, wobei wieder hichstens endlich viele v, von Null verschieden sind und

dieselbe Eindeutigkeitsaussage gilt. Wir erhalten so eine Abbildung K™ — Z,x — v, (x).

BEWEIS. Jedenfalls ldsst sich jedes x, das keine Einheit ist, als Produkt von Primelemen-
ten aus R schreiben. Indem wir diese gegebenenfalls um Einheiten abédndern, kdnnen wir x
als Produkt einer Einheit in R und von Elementen der Menge P schreiben. Das liefert die
Existenzaussage in (1), und auch in (2), wenn wir das Ergebnis aus Teil (1) auf Ziahler und
Nenner einer Darstellung von x € K* anwenden.

Um die Eindeutigkeit in (1) zu zeigen, beweisen wir, dass fiir p € P die Gleichheit

v,(x) = max{r; p' | x}

gilt. Jedenfalls ist p’»*) | x klar. Die Beziehung p"»*)*" | x wire aber nur méglich, wenn p ein
Teiler des Produkts qup\ ) q"1 wire. Induktiv folgte dann aber aus der Primeigenschaft

vonp,dassp|qfiireing € P\ {p} gilt. Weil g prim (und damit irreduzibel) ist, wiren dann p
und g zueinander assoziiert, was der Definition von P widersprache. O

In einem faktoriellen Ring R existiert zu je zwei Elementen x, y ein grofster gemeinsamer Teiler,
also ein Elementd € R, das sowohl x als auch y teilt, und so dass jeder gemeinsame Teiler von
xund y ein Teiler von d ist. Ein solcher grofiter gemeinsamer Teiler ist eindeutig bestimmt bis
auf Assoziiertheit. Ist P wie oben ein Vertretersystem der Primelemente von R bis auf Asso-
ziiertheit, so ist mit der obigen Schreibweise HpeP pminCy ) 0)) ein groRter gemeinsamer

Teilervonx,y € R\ {o}.

BEISPIEL 3.41. Wir skizzieren zwei Beispiele von Integrititsringen, die nicht faktoriell
sind.
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(1) Die Teilmenge
Zliv5) :={a+ib\/5;a,beZ} CC
ist ein Unterring. Man kann zeigen, dass dieser Integrititsring nicht faktoriell ist. Das
Element 2 ist in diesem Ring irreduzibel, jedoch kein Primelement, denn es teilt das

Produkt
(1—iV5)(1+iV5) =6 =2-3,

aber teilt weder 1 —iy/5noch 1+ 1i,/5.
Um diese Behauptungen zu beweisen, ist es niitzlich, die sogenannte Normabbildung

N:Z[i\/5] = Z, a+iby/5+— |a+ iby/5]* = a* + 5b*,
wobei die Betragsstriche den iiblichen Absolutbetrag der komplexen Zahl a + ib\/5
bezeichnen. Weil es sich bis auf das Quadrat um die Einschriankung des komplexen
Absolutbetrags handelt, ist dieser Abbildung multiplikativ. Insbesondere gilt N(u) €
Z* = {1,—1} fiir jedes u € Z[i,/5]*, also sind 1 und —1 die einzigen Einheiten von Z[i\/5].

(2) SeiK ein Korper. Die Teilmenge

n
K[T%, T3] := {ZaiTi; neN, qck, a = o} C K[T]
i=0

ist ein Unterring. Dieser Ring ist ein weiteres Beispiel eines Integritdtsrings, der nicht
faktoriell ist, denn T® = (T?)3 = (T3)? hat zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Elemente.

Der surjektive K-Algebren-Homomorphismus K[X, Y] — K[T?,T3],X — T? Y — T3,
induziert einen Isomorphismus KX, Y] / (Y* — X3). Wir sehen daran, dass der Quotient
eines faktoriellen Rings nach einem Ideal im allgemeinen nicht faktoriell ist.

Siehe auch (Ergénzungs-)Abschnitt 3.8.

3.5. Der Satz von Gauf}

Um zu entscheiden, ob ein Polynom in Q[X] irreduzibel ist, ist es oft niitzlich, die Frage als
eine Frage iiber ein Polynom mit Koeffizienten in Z zu formulieren (indem man das gegebene
Polynom mit einer geeigneten ganzen Zahl multipliziert, kann man eventuell auftretende
Nenner »beseitigen«). Im faktoriellen Ring Z liefert dann die durch die Primzahlen gegebene
Struktur zusitzliche Werkzeuge, zum Beispiel die Moglichkeit, die Koeffizienten »modulo
einer Primzahl p zu reduzierenc, also das Polynom in F,[X] zu betrachten, das entsteht,
wenn jeder Koeffizient durch seine Restklasse modulo p ersetzt wird.

Eine wesentliche Grundlage dieser Methoden ist die Tatsache, dass auch der Ring Z[X]
faktoriell ist (auch wenn es sich nicht um einen Hauptidealring handelt). Allgemeiner besagt
der Satz von Gauf}, dass der Polynomring iiber einem faktoriellen Ring R ebenfalls faktoriell
ist, und er liefert dariiberhinaus eine Beschreibung der irreduziblen Elemente in R[X] in
Termen des Polynomrings Quot(R)[X] iiber dem Quotientenkérper von R.

Ein konkretes Beispiel einer niitzlichen Folgerung sehen wir in Beispiel 3.48.

DEFINITION 3.42. SeiR ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der
Quotientenkorper von R.

Fiirx € K* schreiben wir v, (x) fiir die eindeutig bestimmte ganze Zahl m, so dass sich x in
der Form x = p™y fiir ein y € K* schreiben ldsst, in dessen Darstellung als gekiirzter Bruch
weder der Zihler noch der Nenner durch p teilbar sind.

Auflerdem setzen wir v,(0) = oo. =
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Das ist (abgesehen von der neuen Konvention iiber das Nullelement) dieselbe Zahl v, (x) wie
oben.

Sind in der Situation der Definition p, p’ € R zueinander assoziierte Primelemente, so gilt

vp(x) = v, (x) fiirallex € K. Es ist genau dannx € R, wenn v, (x) > o fiir alle Primelemente

pvon R gilt. Aquivalent geniigt es, diese Bedingung fiir alle Elemente eines Vertretersystems
der Primelemente bis auf Assoziiertheit nachzupriifen.

Ist p ein Primelement von Rund red,: R — R/ (p) die kanonische Projektion, so gilt fiirx € R
genau dann red,(x) = o, wenn v, (x) > o ist.

Entscheidend sind fiir das Folgende das Verhalten der Abbildungen v, bei der Anwendung
auf Produkte bzw. Summen, wie es im niachsten Lemma beschrieben wird. Machen Sie sich
dessen Aussage insbesondere im Fall R = Z klar!

LEMMA 3.43. Sei R ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der Quotientenkdrper
von R und seienx,y € K. Dann gilt:

(I) vp(xY) = vp(x) + Vp(y)z
(2) v,(x +y) > min(v,(x),v,(y)).

BEWEIS. Istx = 0 odery = 0, dann sind die beiden Aussagen leicht nachzupriifen
(wenn in der offensichtlichen Weise mit co gerechnet wird).

Seinunx # 0,y # 0. Wir schreiben x = p»®x’ undy = p"Y)y mitp { x’,p { y'. Weil p ein
Primelement ist, gilt dann auch p 1 xy’. Daraus folgt direkt Teil (1).

Fiir Teil (2) sei ohne Einschrankung v, (x) < vy (y).Dannistx +y = p"P(x) (x" + p"p(v)*vp(x)y’),
also v, (x +y) = v,(x) + v,(x" + pr )Nyl > vp(x) = min(v,(x), v,(»)). U

Teil (2) des Lemmas kann man im Fall v, (x) # v,(y) noch prizisieren — unter dieser stérkeren
Voraussetzung gilt v,(x + y) = min(v,(x), v,(y)).

ERGANZUNG 3.44 (Bewertungen). Sei K ein Kérper. Eine Funktion v: K* — Z mit
(a) v(xy) = v(x) +v(y),
(b) v(x +y) > min(v(x), v(y))

fiir alle x,y € K* nennt man eine Bewertung auf K. (Auf Englisch: valuation, das erklirt auch
die Verwendung des Buchstaben »v«.) Wir setzen stets v(0) := oc.

Beispiele erhilt man wie oben, wenn K der Quotientenkdrper eines faktoriellen Rings R ist
undv = v, fiir ein Primelement p € R ist. Zum Beispiel kannman R = Z, K = Q, p eine
Primzahl betrachten; man spricht dann von der p-adischen Bewertung auf Q.

Ist v eine Bewertung auf dem Korper K und r € Rmit o < r < 1, so kann man durch
x| := rv(x)

einen Absolutbetrag auf K definieren (dabei verstehen wir die Definition so, dass |0 := o sei),
also eine Funktion K — R, mit den folgenden drei Eigenschaften fiir allex,y, z € K:

(@a) x=0 <& |x|=o0,

(b) |xy| = [x[ - lyl,
(c) (Dreiecksungleichung) |x + y| < |x| + |y|.
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Diese Betragsfunktion liefert eine Abstandsfunktion (oder: Metrik) auf K durch d(x, y) :=
ly — x|, aus der man weitere geometrische Begriffe ableiten kann.

Ein Absolutbetrag, der wie oben von einer Bewertung herkommt, erfiillt sogar die sogenann-
te starke Dreiecksungleichung
[ + y[ < max({x[, [y]),

wie unmittelbar aus dem Verhalten von Bewertungen folgt, wenn man Summen einsetzt.
Diese starke Dreiecksungleichung widerspricht allerdings recht drastisch unserer iiblichen
geometrischen Anschauung. Fiir den gewdhnlichen Absolutbetrag auf R ist sie nicht richtig;
dies zeigt, dass der gewohnliche Absolutbetrag auf R nicht von einer Bewertung her stammt.
Fiir einen Absolutbetrag, der von einer Bewertung kommt, gilt zum Beispiel |n| < 1 fiir alle
n € 7. O Ergénzung 3.44

DEFINITION 3.45. Sei R ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der
Quotientenkorper von R.

Furf = Z?:O a;X' € K[X] definieren wir
vp(f) := min{v,(a;); i = 0,...,n}.

(Fiir f = o setzen wir wieder v,(f) = co.) =

Es gilt dann also fiir f € K[X]: Esistf € R[X] genau dann, wenn v
Primelemente p von R.

,(f) > oist fiir alle

Firp € R induziert die kanonische Projektion red,: R — R/(p) einen Ringhomomor-
phismus : R[X] — (R/(p))[X], der dadurch gegeben ist, dass auf alle Koeffizienten eines
Polynoms f € R[X] die Abbildung red, angewendet wird. Wir kénnen diese Abbildung
als Einsetzungshomomorphismus verstehen, wenn wir R / (p) vermoge red, als R-Algebra
auffassenund X € R[X] auf X € (R/(p))[X] abgebildet wird. Damit ist ohne weitere Rech-
nung klar, dass es sich um einen Ringhomomorphismus handelt, den wir die Reduktion der
Koeffizienten modulo p nennen und wieder mit red, bezeichnen.

LEMMA 3.46 (Lemma von Gau). Sei R ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K
der Quotientenkdrper von R und seien f, g € K[X|. Dann gilt: v, (fg) = v, (f) + v,(9).

BEWEIS. Ist f = 0 oderg = 0, so sind beide Seiten per Definition gleich co. Daher
nehmen wir im folgenden an, dass fg # o gilt. Es ist klar, dass die Formel richtig ist, wenn f
konstant ist. Das bedeutet auch, dass es gentigt, den Satz fiir f, g € R[X] mitv,(f) = v,(9) =0
zu beweisen. (Denn daraus erhalten wir den allgemeinen Fall, indem wir mit geeigneten
Elementen aus K* multiplizieren.)

Fir f,g € RX] gilt natiirlich fg € R[X], so dass wir bereits v,(fg) > 0 = v,(f) + v,(g) sehen.
Die andere Abschétzung erhalten wir durch Reduktion der Koeffizienten modulo p: Aus
v,(f) = v,(g) = ofolgtred,(f) # o,red,(g) # 0. Weil (R/(p))[X] ein Integritdtsring ist, folgt
red, (fg) # o und sodannv,(fg) = o. O

KOROLLAR 3.47. Sei R ein faktorieller Ring und sei h € R[X| normiert. Ist dann h = fg eine Zerlegung
von h als Produkt von normierten Polynomenf,g € K[X]sogiltf.g € R[X].

BEwEIs. Nach Voraussetzung gilt fiir alle Primelemente p € R, dassv,(h) = o (weil hin
R[X] liegt und normiert ist) und v,(f) < 0, v,(g) < o (weil f und g normiert sind). Mit dem
Lemma von Gauf folgt v,(g9) = v,(h) = 0, und damitf, g € R[X]. O
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BEISPIEL 3.48. Seif € Z[X] ein normiertes Polynom. Ista € QQ eine Nullstelle von f, so gilt
a € Zund a ist ein Teiler des Absolutkoeffizienten von f. (Wende das Korollar an auf die
Zerlegung f = (X —a)g in Q[X], die man aus der Polynomdivision von f durch X — a erhilt.)

Insbesondere gilt: Hat ein normiertes Polynom f € Z[X] keine Nullstellen in Z, dann hat f
auch keine Nullstellen in Q. O

DEFINITION 3.49. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom f € R[X] heif8t primitiv, wenn
f # ound wenn I ein grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f ist. -

Mit anderen Worten: Ein Polynom f € R[X] ist genau dann primitiv, wenn v,(f) = o fiir alle
Primelemente p € R gilt.

SATZ 3.50 (Satz von GauR). Sei R ein faktorieller Ring, und sei K der Quotientenkérper von R. Dann
ist auch der Polynomring R[X]| faktoriell.

Ein Element f € R[X] ist genau dann ein Primelement, wenn

(1) deg(f) = oundf als Element von R prim ist, oder
(2) deg(f) > o,f primitiv und f als Element von K[X| prim ist.

BEWEIs. Jedenfalls sind die angegebenen Elemente prim in R[X]. Fiir f wie in (1) ist ndm-
lich der Ring R/ (f) und damit auch der Ring (R / (f))[X] = R[X] /fR[X] ein Integrititsring.
(Hier schreiben wir fR[X] fiir das von f in R[X] erzeugte Hauptideal.)

Fiir f wie in (2) argumentieren wir mit dem Lemma von Gauf. Gilt f | gh fiir g,h € R[X],
so teilt jedenfalls f in K[X] einen der Faktoren. Wir betrachten ohne Einschrinkung den
Fall f | g in K[X], sagen wir g = fr mitr € K[X]. Nach dem Lemma von Gauf gilt dann
0 < v,(g) = v,(fr) = v,(f) + v,(r) = v,(r) fiir alle Primelemente p von R, wobei wir ganz
links ausgenutzt haben, dass g € R[X] ist, und ganz rechts, dass f primitivist. Ausv,(r) > o
fiir alle Primelemente p von R folgt, dass r € R[X] gilt, die Teilbarkeitsbeziehung f | g gilt also
sogar in R[X].

Wir zeigen nun, dass sich jedes Element aus R[X] \ (R* U {o}) als Produkt von Elementen
der Form (1) und (2) schreiben ldsst. Daraus folgt der Satz, und zwar auch, dass es keine
weiteren Primelemente geben kann, denn jedes solche ldsst sich ja auch als ein Produkt
von Elementen aus dieser Liste schreiben, und in diesem Fall kann das Produkt nur einen
einzigen Faktor haben.

Seialsof € R[X] ein Polynom, das von o verschieden und keine Einheit in R[X] (dquivalent:
keine Einheit in R) ist. Wenn wir f als Element von K[X] betrachten, konnen wir f in der
Form f = uf; - - - f, mit irreduziblen Polynomen f; € K[X] und u € K* schreiben. Indem wir
notigenfalls u verdndern, konnen wir alle in den f; auftretenden Nenner und einen grofiten
gemeinsamen Teiler der Koeffizienten jedes dieser Polynome »herausziehen« und daher
annehmen, dass alle f; sogar in R liegen und primitiv sind. Damit handelt es sich bei den f;
um Elemente der Form (2).

Wir zeigen nun, dass (im Fall, dass alle f; primitiv sind) das Element u € K* in R liegen muss.
Dies folgt direkt aus dem Lemma von Gauf, das uns 0 < v,(f) = v,(u) + >_. v,(f;) = v,(u)
fiir alle Primelemente pvon R liefert. Weil u in R liegt, 1dsst es sich als Produkt von Elementen
der Form (1) schreiben (oder ist eine Einheit in R, und dann kénnen wir einfach f; durch uf;
ersetzen). Insgesamt erhalten wir so die gesuchte Produktdarstellung fiir f. O
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3.6. Irreduzibilititskriterien

In der Regel ist es schwierig zu {iberpriifen, ob ein gegebenes Polynom mit Koeffizienten in
einem Korper irreduzibel ist.

Fiir Polynome von kleinem Grad ist die Irreduzibilitit an die (Nicht-)Existenz von Nullstellen
gekniipft, genauer gilt:

BEMERKUNG 3.51 (Einfache Irreduzibilitdtskriterien). Sei K ein Korper.

(1) Jedes Polynom in K[X] vom Grad I ist irreduzibel. (Denn der Grad eines Produkts ist die
Summe der Grade der Faktoren, also konnen Polynome vom Grad 1 keine Zerlegung als
Produkt nicht-konstanter Polynome haben.)

(2) Ein Polynom f € K[X] mit 2 < deg(f) < 3 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine
Nullstelle in K besitzt. Denn in einer Zerlegung f = gh mit deg(g) > o, deg(h) > o muss
(mindestens) einer der Faktoren g, h Grad 1 haben. Andererseits ist jedes Polynom vom
Grad > 1, das eine Nullstelle & € K besitzt, reduzibel, weil der zugehdorige Linearfaktor
X — a ein nicht-trivialer Teiler ist.

¢

Ein weiteres Kriterium, das leicht zu begriinden ist, ist, dass die Eigenschaft irreduzibel in-
variant ist unter Isomorphismen: Ist K ein Korper und ¢: K[X] — K[X] ein K-Algebren-
Automorphismus, dann ist f € K[X] genau dann irreduzibel, wenn ¢(f) irreduzibel ist.
(Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Automorphismen ¢ genau die Abbildungen mit
X+ aX +bfiira,b € K,a # 0, sind.) In Beispiel 3.55 kommt diese Uberlegung zum Einsatz.

Mit dem folgenden Reduktionskriterium lasst sich die Irreduzibilitit eines Polynoms f €
R[X] mit Koeffizienten in einem faktoriellen Ring R zeigen, indem man die Reduktion von f
modulo Primelementen p betrachtet. Ein typisches Beispiel, in dem wir das Kriterium spéter
anwenden werden, ist R = Z, p eine Primzahl. Man beachte, dass im allgemeinen der Ring
R/ (p) nicht wieder faktoriell sein muss (vergleiche Beispiel 3.41 (2)), aber das wird auch
nicht benotigt.

SATz 3.52 (Reduktionskriterium). Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K, seip € R ein
Primelement und sei f = Z?:O a;X! € R[X] ein Polynom vom Grad n > 0, so dass a,, nicht von p geteilt
wird. Wenn das Bild von f in (R / (p))[X] irreduzibel ist, dann ist f irreduzibel in K [X|.

Wird zusdtzlich f als primitiv vorausgesetzt, so folgt, dass f in R[X| irreduzibel ist.

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass f primitiv ist und zeigen, dass dann f
in R[X] irreduzibel ist.

Angenommen, wir konnten f zerlegen als f = gh mit g, h € R[X] Der Leitkoeffizient a, von f
ist das Produkt der Leitkoeffizienten von g und h. Die Voraussetzung impliziert also, dass
diese beiden Leitkoeffizienten nicht durch p geteilt werden. Mit anderen Worten: Wenn wir
mit red,,(f), red,(g), red, (h) die Polynome bezeichnen, die aus f, g bzw. h durch Reduktion
der Koeffizienten mit der kanonischen Projektion R — R/ (p) entstehen, dann haben diese
jeweils denselben Grad wie das urspriingliche Polynom. Weil die Reduktion der Koeffizienten
ein Ringhomomorphismus ist, erhalten wir die Zerlegung red,(f) = red,(g) red,(h). Weil
red, (f) nach Voraussetzung irreduzibel ist, muss einer der Faktoren in dieser Zerlegung
eine Einheit sein und daher Grad o haben. Ohne Einschridnkung konnen wir annehmen,
dass deg(g) = deg(red,(g)) = oist. Dann ist g ein konstantes Polynom, und das Element
g € Rist ein gemeinsamer Teiler aller Koeffizienten von f. Weil f primitiv ist, folgtg € R*.
Wir haben gezeigt, dass in jeder Produktzerlegung von f einer der Faktoren eine Einheit ist.
Also ist f irreduzibel.
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Im allgemeinen Fall ist f ein Produkt eines Elements aus R mit einem primitiven Polynom f,
das die Voraussetzungen des Satzes ebenfalls erfiillt. Mit dem obigen Argument sehen wir,
dass f in R[X] und damit (nach dem Satz von Gauf}) auch in K[X] irreduzibel ist. In K[X] sind

aber f und f assoziiert zueinander, so dass auch die Irreduzibilitit von f als Element von
K[X] folgt. O

Das nichste Irreduzibilititskriterium, das in den Fillen, in denen es anwendbar ist, noch ein-
facher ist als das Reduktionskriterium, ist benannt nach G. Eisenstein’ und beruht ebenfalls
auf der Betrachtung eines Primelements p in einem faktoriellen Ring.

SATZ 3.53 (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein). Seien R ein faktorieller Ring und K sein
Quotientenkorper, sei p € R ein Primelement und sei f = E?:o a;X' € R[X] ein Polynom vom Grad
n > o. Es gelte

pta,, pla;,i=o0,..,n—1, p*1a,.
Dann ist f irreduzibel in K [X]. Ist das Polynom f zusdtzlich primitiv, so ist es auch irreduzibel in R[X].

BEWEIS. Seizunichst f primitiv. Dann gibt es keine Zerlegung von f als Produkt in R[X]
mit einem Faktorin R \ R*.

Angenommen, f = gh wire eine Zerlegung von f in R[X] mit deg(g) > o, deg(h) > o. Wir
wenden wieder Reduktion der Koeffizienten modulo p an. Sein: R — R/ (p) die kanonische
Projektion. Die Voraussetzung impliziert red, (f) = m(a,) X8, Es gilt also

red,(g) red,(h) = red,(f) = m(a,)Xdee(),

Zwar ist (R /(p))[X] nicht unbedingt faktoriell, aber jedenfalls ist X ein Primelement in
diesem Ring (wegen Lemma 3.17, denn (R/(p))[X]/(X) = R/ (p) ist ein Integritdtsring).
Weil X das Produkt red, (g) red, (h) teilt, teilt X einen der Faktoren. Indem wir X »ausklam-
mern« und dann induktiv fortfahren, sehen wir, dass red, (¢) = X! und red,(h) = dX’ mit

c,d € R/(p),i,j € N, gilt. (Alternativ kann man die Zerlegung im Polynomring iiber dem
Quotientenkdrper von R / (p) betrachten, der in jedem Fall faktoriell ist.)

Nun gilt deg(red,(9)) < deg(g), entsprechend fiir h, und so folgt, dassi = deg(g) > ound
j = deg(h) > ogilt.

Die Absolutkoeffizienten von g und h sind also beide durch p teilbar. Das ist aber ein Wider-
spruch zu der Voraussetzung p* 1 a,. Also ist f irreduzibel in R[X] und in K[X].

Im allgemeinen Fall konnen wir f durch das Polynom d~'f ersetzen, wo d ein grofiter ge-
meinsamer Teiler der Koeffizienten von f ist, um die Irreduzibilitat in K[X] zu zeigen. Weil
p 1 a, gilt, haben wir auch p 1 d, so dass diese Ersetzung nichts an den Bedingungen beziig-
lich der Teilbarkeit der Koeffizienten durch p dndert. Wir konnen uns somit auf den Fall
einschrianken, dass f primitiv ist, den wir bereits behandelt haben. O

BEISPIEL 3.54. (I) Seia € Z eine ganze Zahl, so dass eine Primzahl p existiert, die a teilt,
aber so dass p? kein Teiler von a ist. Dann ist fiir jedes n € N_, das Polynom X" — a
irreduzibel in Q[X] (und sogar in Z[X]). Dies folgt aus dem Eisenstein-Kriterium fiir den
faktoriellen Ring Z, angewandt auf das Primelement p.

(2) Seikein Korper und R = k[T| der Polynomring iiber k in der Unbestimmten T. Sei K der
Quotientenkorper von R. (Wir schreiben auch K = k(T) und nennen K den Kérper der
rationalen Funktionen in T tiber k.) Dann ist das Polynom X" — T irreduzibel in K[X]
(und auch in R[X]). Dies folgt aus dem Eisenstein-Kriterium fiir den faktoriellen Ring R,
angewandt auf das Primelement T.

O

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Gotthold_Eisenstein
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BEISPIEL 3.55. Seip eine Primzahl. Dann ist das Polynom
f=XPT"+XP2+...+X+1€Q[X] irreduzibel.

Zwar ist hier das Eisenstein-Kriterium nicht direkt anwendbar, aber wir konnen uns mit dem
folgenden Trick behelfen. Wir betrachten den K-Automorphismus K[X] — K[X], X — X + L.
(Der Umkehrhomomorphismus ist gegeben durch X — X — 1.) Es geniigt dann zu zeigen,
dass f(X + 1) irreduzibel ist. Nun haben wir (mit der »endlichen geometrischen Reihe«; die
folgenden Rechnungen finden im Quotientenkdrper von K[X] statt)

XP—1
f:X—I’
also
X o1 (X112 i
f<X+I)_(X+I)—I_ X _%;(i)X ’

wobei wir zum Schluss den binomischen Lehrsatz benutzt haben. Es gilt (5) =1p|(9)
firi = 1,...,p — 1 (vergleiche Beispiel 3.2 (2)), und p* { p = (?), so dass fiir das Polynom
f(X + 1) die Voraussetzungen des Eisensteinschen Kriteriums {iber dem Ring Z und fiir das
Primelement p erfiillt sind. O

BEISPIEL 3.56. Nichtinjedem Fall lasst sich die Irreduzibilitit eines Polynoms (etwa in Z[X])
durch Reduktion modulo geeigneter Primelemente zeigen. Zum Beispiel ist das Polynom X4+
1 zwar irreduzibel in Z[X] (das lasst sich leicht nachrechnen), aber seine Reduktion modulo
p ist fiir jede Primzahl p reduzibel (das ist nicht ganz so leicht - siehe [JS] Beispiel IV.4.10).

3.7. Wie untersucht man einen Ring? *

Wir haben (in der Algebra und zum Teil schon in der Linearen Algebra) unter anderem die
folgenden Eigenschaften von Ringen kennengelernt; in dieser Liste impliziert jede genannte
Eigenschaft alle darauf folgenden.

(1) Korper,

2) Euklidischer Ring,
3) Hauptidealring,
4) Faktorieller Ring,

(
(
(
(5) Integritdtsring.

Allerdings ist diese Einordnung sehr grob, denn es gibt viele faktorielle Ringe, die keine
Hauptidealringe sind, sehr viele Integritatsringe die nicht faktoriell sind, und natiirlich auch
sehr viele Ringe, die keine Integritdtsringe sind.

Eine »Klassifikation« von Ringen bis auf Isomorphie ist nur unter sehr restriktiven zusitz-
lichen Annahmen méglich.

Weitere Methoden zur Untersuchung von Ringen werden im Gebiet der Kommutativen Algebra
bereitgestellt, zum Beispiel die Lokalisierung nach einer multiplikativen Teilmenge (das ist ein
Bruchrechenkalkiil, der die Konstruktion des Quotientenkdrpers eines Integritédtsrings
verallgemeinert) und das Tensorprodukt (ahnlich wie das Tensorprodukt von Vektorrdumen,
das wir in der Linearen Algebra 2 angeschaut haben). Aufierdem ist es niitzlich, Moduln tiber
Ringen zu studieren, das sind additive Gruppen mit einer Skalarmultiplikation (vergleiche
Abschnitt LA2.18.7.1). Der Modulbegriff entspricht also genau dem Vektorraumbegriff, nur
dass man auf die Voraussetzung verzichtet, dass die Skalare einen Korper bilden; stattdessen
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kann man iiber jedem kommutativen Ring Moduln betrachten. Oft kann man einen Ring
besser verstehen, wenn man die Moduln dariiber gut versteht.

In der Algebraischen Geometrie ordnet man jedem Ring R ein »geometrisches Objekt« Spec R zu,
das sogenannte (Prim-)Spektrum von R. Diese Verbindung zwischen (kommutativer) Algebra
und Geometrie hat sich in den vergangenen Jahrzehnten als sehr niitzlich und fruchtbar
erwiesen. Siehe Ergdnzungsabschnitt 3.8.

3.8. Das Primspektrum eines Rings *

An dieser Stelle konnte man noch wesentlich mehr schreiben, aber fiir den Moment belasse ich es bei einigen
Andeutungen und Verweisen auf die Literatur...

In der Kommutativen Algebra ist ein wesentliches Hilfsmittel zum Studium eines Rings R
die Untersuchung des sogenannten Primspektrums (oder: Spektrums) Spec(R) von R, das ist die
Menge der Primideale von R.

Dabei wird diese Menge mit zusdtzlicher Struktur versehen, zunédchst mit der Struktur
eines »topologischen Raums«, was man sich als Grundform einer »geometrischen Struktur«
vorstellen sollte.

In der Algebraischen Geometrie wird dieser Standpunkt noch weiter auf die Spitze getrieben,
in dem Sinne als das Spektrum X = Spec(R) als das Objekt des hauptsichlichen Interesses
gesehen wird - denn hier handelt es sich um ein »geometrisches Objekt« — und der Ring
dann als der Ring der »Funktionen auf X« aufgefasst wird.

Ein Prototyp dieser Korrespondenz ist am Beispiel des Polynomrings K|[X]| iiber einem
algebraisch abgeschossenen Korper K sichtbar. Die Primideale im Hauptidealring sind neben
dem Nullideal die maximalen Ideale, und dies sind gerade die von irreduziblen Polynomen
erzeugten Ideale. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper hat jedes irreduzible
Polynom Grad 1, es gilt daher

Spec(K[X]) = {(0)} U{(X —a); a € K}.

Bis auf das Nullideal, dessen Rolle wir an dieser Stelle nicht kliren wollen, stehen also die
Elemente des Spektrums in Bijektion zu den Elementen von K, also zum eindimensionalen
Standardvektorraum. Der (nicht ganz einfache) Hilbertsche Nullstellensatz besagt, dass die
maximalen Ideale im Polynomring K[X/, ..., X, ] iber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper K genau die Ideale der Form (X, —a,, ..., X, —a,), (a;); € K", sind. Wir erhalten also
eine Bijektion zwischen den maximalen Idealen in K[X, ..., X, | und dem n-dimensionalen
Standardvektorraum K".

Sei weiter K algebraisch abgeschlossen. Ausgehend vom Hilbertschen Nullstellensatz ist
es leicht zu sehen, dass fiir eine Polynomgleichung, wie zum Beispiel y*> = x> eine Bijekti-
on zwischen der Menge der maximalen Ideale im Quotienten K[X, Y]/ (Y* — X3) und der
Nullstellenmenge

V(Y?> — X3 K) = {(x,y) € K*; y* = x5}

besteht. Siehe die Abbildung, in der wir aber nur ein Bild fiir den (nicht algebraisch abge-
schlossenen) Korper R der reellen Zahlen angeben konnen.

Esist faszinierend, dass sich dann geometrische Eigenschaften dieser Nullstellenmenge (wie
die »Spitze« am Ursprung, wo die gezeichnete Kurve auch bei starker Vegrofierung nicht
»wie eine Gerade aussieht«) in algebraischen Eigenschaften des Rings K[X, Y] / (Y* — X3)
widerspiegeln (konkret: dass dieser Ring nicht faktoriell ist).
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Der Zusammenhang zwischen
dem Ring K[T? T3] und der
Gleichung y* — x3 = o
kommt daher, dass die Abbil-
dung K[X, Y] — K[T]|,X — T3,
Y — T?, ein Ringhomomor-
phismus mit Bild K[T?, T3] und
Kern (Y? — X3) ist.

Die Menge {(x,y)! € R?; y* = x3}

Wie gesagt ist die Bedeutung der nicht-maximalen Primideale hier im Dunkeln geblieben.
Sie ist aber wesentlich fiir den modernen Aufbau der algebraischen Geometrie, der auf
Alexander Grothendieck zuriickgeht und sowohl die »klassische« algebraische Geometrie
befliigelt als auch eine enge Verbindung zwischen algebraischer Zahlentheorie und algebrai-
scher Geometrie gefiihrt hat, ohne die die meisten grofien Durchbriiche in der algebraischen
Zahlentheorie in den letzten Jahrzehnten (zum Beispiel der Beweis der Taniyama-Shimura-
Weil-Vermutung durch Wiles und Taylor, aus der sich der Beweis der Fermatschen Vermu-
tung ergibt) undenkbar gewesen wiren.

Mehr Informationen finden Sie in [Bo-A], Abschnitt 3.9, und in meinem Ubersichts-
artikel Classics revisited: Eléments de géométrie algébrique”, Jahresbericht der DMV
120(4) (2018), 235-290.

Fiir einen systematischeren Einstieg konnen die Biicher von M. Reid, Undergraduate
Algebraic Geometry”, Cambrigde University Press oder K. Hulek, Elementare Algebrai-
sche Geometrie, Springer dienen, oder — schon etwas anspruchsvoller — der Klassiker
von D. Mumford, The Red Book of Varieties and Schemes, Springer.

Ansonsten konnen Sie natiirlich in entsprechenden umfangreicheren Lehrbiichern
(R. Hartshorne, Algebraic Geometry; R. Vakil, Foundations of Algebraic Geometry*;
U. Gortz, T. Wedhorn, Algebraic Geometry I, Springer) und in den Vorlesungen Kommu-
tative Algebra und Algebraische Geometrie mehr iiber diese Theorie lernen.

https://www.uni-due.de/%7Ehx0050/pdf/classics_revisited_EGA-20180608.pdf

b https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG. pdf
‘http://math.stanford.edu/%7Evakil/216blog/FOAGnov1817public.pdf


https://www.uni-due.de/%7Ehx0050/pdf/classics_revisited_EGA-20180608.pdf
https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf
https://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf
http://math.stanford.edu/%7Evakil/216blog/FOAGnov1817public.pdf




KAPITEL 4
Korper und Korpererweiterungen

4.1. Korper und die Charakteristik eines Kérpers

Wir wollen uns nun detaillierter mit Kérpern und insbesondere mit Kérpererweiterungen
beschiftigen, wie wir sie im nachfolgenden Abschnitt einfithren werden. Ein Kérper K
ist ein (kommutativer) Ring, dessen Einheitengruppe aus allen Elementen # o0 besteht.
(Insbesondere ist der Nullring kein Korper.)

Einen Ringhomomorphismus zwischen zwei Kérpern nennen wir auch Kérperhomomor-
phismus (oder einfach Homomorphismus, wenn klar ist, was gemeint ist).

Jeder Korper K ist ein Integritdtsring. Der Kern des eindeutigen Ringhomomorphismus
Z — K (Beispiel 3.2 (1)) ist daher ein Primideal (Lemma 3.17).

DEFINITION 4.1. Sei K ein Korper. Wir sagen, K habe Charakteristik 0, wenn der eindeutig
bestimmte Ringhomomorphismus Z — K injektiv ist, und habe Charakteristik p, wenn sein
Kern von der Primzahl p erzeugt wird. Die =

In einem K6rper der Charakteristik p > o giltalso1+ --- + 1 = o (mit p Summanden auf
der linken Seite), und p ist die kleinste Zahl > o, fiir die das richtig ist.

DEFINITION 4.2. Sei K ein Korper. Der kleinste Teilkorper von K, mit anderen Worten der
Durchschnitt aller Teilkorper von K, heifdt der Primkérper von K. 4

SATZ 4.3. Sei K ein Kérper.

(1) Essind dquivalent:

(i) Der Korper K hat Charakteristik o.

(ii) Der Primkorper von K ist isomorph zu Q.
(2) Essind dquivalent:

(i) Der Korper K hat Charakteristik p > o.

(ii) Der Primkorper von K ist isomorph zuF,.

BEWEIS. Inbeiden Fillen ist die Implikation (ii) = (i) klar. (Diese Implikation folgt auch

formal daraus, dass die in (i) betrachteten Fille alle Moglichkeiten abdecken, sobald wir (i)
= (ii) in (1) und (2) gezeigt haben.)
Wenn K Charakteristik o hat, dann ist der Ringhomomorphismus ¢: Z — K injektivund
induziert durch § — ¢(a)@(b)™" einen Homomorphismus $:Q — K. Da das Bild von
@ in jedem Teilkorper von K enthalten ist, gilt das auch fiir das Bild dieser Fortsetzung
nach Q. Also liegt (Q) im Primkoérper von K. Andererseits handelt es sich bei (Q) um
einen Teilkorper, so dass dies der Primkorper von K sein muss. Dann ist i der gesuchte
Isomorphismus.

Im Fall positiver Charakteristik induziert der Ringhomomorphismus ¢: Z — K einen Kor-
perhomomorphismus IF, — K, dessen Bild ein Korper ist, der in jedem Teilkérper von K
enthalten ist. Wie vorher folgt auch in diesem Fall die Behauptung. O

69
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BEMERKUNG 4.4. SeiK ein endlicher Kérper der Charakteristik p > o. Dann ist der Prim-
kdrper von K der Korper I, und wir kénnen K als F,-Algebra betrachten. Insbesondere ist
K ein [F,-Vektorraum und folglich #K eine Potenz von p.

Wir werden spiter sehen, dass es zu jeder Potenz g = p”,r > 1, einen Kérper mit g Elementen
gibt, und dass je zwei solche Koérper zueinander isomorph sind. O

4.2. Algebraische Kérpererweiterungen

Ein wesentlicher Aspekt ist im Folgenden die Untersuchung von (Polynom-)Gleichungen in
einer Variablen und deren Losungen. Wir stellen hier zunéchst einige Grundbegriffe zur
Verfiigung, die es erlauben, die folgenden Situationen zu beschreiben:

e Ist K ein K6rper und f € K[X] ein Polynom, dann hat f méglicherweise keine Null-
stellen in K. Es ist aber moglich, dass K Teilkorper eines Korpers L ist, in dem f eine
Nullstelle hat. (Zum Beispiel K =R, f = X*+1,L =C,)

Wir werden spiter zeigen, dass es zu K und f € K[X]| mit deg(f) > o immer
einen Korper L gibt, in dem K ein Teilkorper ist und in dem f eine Nullstelle besitzt.

e Andererseits kann es fiir einen Kérper L und einen Teilkdrper K Elemente von L
geben, die nicht Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in K sind. (Natiirlich
ist jedes a € L Nullstelle eines Polynoms in L[X], ndmlich zum Beispiel von X — a.)

DEFINITION 4.5. Ist K ein Teilkorper eines Korpers L, so nennen wir auch L einen Erweite-
rungskorper von K und sprechen von der Korpererweiterung L/K .

Ist E ein Teilkorper von L, der seinerseits K als Teilkorper enthidlt, K C E C L, so heifdt E ein
Zwischenkdérper der Erweiterung L/K. —

Manchmal betrachten wir nicht nur die Inklusion eines Teilkorpers in einem Erweiterungs-
korper sondern allgemeiner auch einen (notwendigerweise injektiven) Kérperhomomor-
phismus als Kérpererweiterung.

BEISPIEL 4.6. Beispiele fiir Kérpererweiterungen, die wir bereits kennen, sind

(1) C/R.

(2) C/Q.

(3) Q[i]/Q,wobeiQli] = {a + ib; a,b € Q} ist (dies ist ein Teilkrper von C, auch C/Q[i] ist

also eine Korpererweiterung).

O

DEFINITION 4.7. Sei L/K eine Korpererweiterung. Sei M C L eine Teilmenge.

(1) Die von M erzeugte K-Algebra ist der kleinste Unterring von L, der K und M enthilt.
Aquivalent ist dies das Bild des Einsetzungshomomorphismus K[X,,, m € M] — L,
X,, — m, also die Menge aller polynomialen Ausdriicke in den Elementen von M mit
Koeffizienten in K. Wir bezeichnen diese K-Algebra mit K[M].

(2) Der iiber K von M erzeugte Teilkorper von L ist der kleinste Teilkorper von L, der K und
M enthilt. Dieser kann mit dem Quotientenkorper von K[M] identifiziert werden. Wir
bezeichnen diesen Teilkérper von L mit K(M).
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In der Situation der Definition gilt stets K[M] C K(M). Wir werden unten die Bedingung,
dass hier Gleichheit besteht, genauer untersuchen.

Die Bezeichnung K[M] steht im Konflikt mit der Bezeichnung fiir den Polynomring in einer
Variablen — man muss hier also aufpassen, ob M der Name der einen Variablen ist, oder eine
Teilmenge einer K-Algebra.

DEFINITION 4.8. (1) Eine Kérpererweiterung L/K heif3t endlich erzeugt, wenn eine endliche
Teilmenge M C L mit L = K(M) existiert.

(2) Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach, wenn ein Element ¢ € L mit L = K(a)
existiert.

_|

DEFINITION 4.9. Sei L/K eine Kérpererweiterung.

(1) Ein Element & € L heifit algebraisch iiber K, wenn ein Polynom f € K[X] \ {0} existiert mit
f(a) = o.Das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades in K[X], das «
als Nullstelle hat, heif3t dann das Minimalpolynom von « tiber K.

Wir bezeichnen das Minimalpolynom von «a iiber K mit minpol .
a,K

(2) Ein Element a € L, das nicht algebraisch {iber K ist, heifit transzendent.

(3) Die Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn jedes Element von L iiber K algebra-
isch ist. Andernfalls heifit die Erweiterung transzendent.

In der Situation von Teil (1) ist jedenfalls klar, dass es ein normiertes Polynom f kleinsten
Grades gibt, das « als Nullstelle hat. Dies ist dann auch das normierte Polynom kleinsten
Grades im Kern des Einsetzungshomomorphismus K[X] — L, X — a. Dieser Kern ist ein
Hauptideal, und es folgt, dass f den Kern als Ideal erzeugt. Daraus folgt auch die Eindeutigkeit
von f.

BEISPIEL 4.10. Wir betrachten die Korpererweiterung C/Q.

(1) Die Elemente /2 und i von C sind algebraisch iiber Q, denn sie sind Nullstellen von
X? —2bzw. X* + 1.

Allgemeiner sind die (positiven) n-ten Wurzeln y/a von Zahlen a € R. , algebraisch iiber
Q. Natiirlich ist tiberhaupt jede Zahl a € C, fiir dieesn € Nmit a" € QQ gibt, algebraisch
iiber Q, denn es handelt sich dann um eine Nullstelle von X" — a € Q[X] mita = a".
Die Schreibweise v/a sollte man dann aber nicht verwenden (jedenfalls nicht, ohne es
explizit zu prizisieren), weil es verschiedene Elemente gibt, deren n-te Potenz gleich a
ist (wenn nicht gerade a = o oder n = 1ist).’

(2) Die Erweiterung C/Q ist nicht algebraisch. Zum Beispiel ist die Kreiszahl 7 nicht alge-
braisch tiber Q — dies ist der Satz von Lindemann, der aber nicht einfach zu beweisen ist.
Uberhaupt ist es nicht ganz einfach, Elemente von C konkret anzugeben, die transzen-
dent iiber Q ist. Das einfachste Argument, um zu begriinden, dass C/Q nicht algebraisch
ist, ist ein Médchtigkeitsargument. Siehe Ergidnzung 4.21.

¢

'Eine Ausnahme sieht man manchmal: Ist L/K eine Kérpererweiterungund n € Nund a € K ein Element,
fiir das das Polynom X" — a iiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, so schreibt man manchmal K({/a),
wenn dieser Erweiterungskdrper davon unabhiingig ist, welche Nullstelle von X" — a mit \/a bezeichnet wird.
Konkretes Beispiel: Q(1/—5) C C, denn der Korper ist derselbe, egal ob i,/5 oder —i+/5 zu Q adjungiert wird.
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SATZ 4.11. Sei L/K eine Korpererweiterung. Ista € Lalgebraischiiber K, soistK|a] = K[X] / (minpol )
ein Korper, und es gilt folglich K[a| = K(a) und dass minpol , irreduzibel ist.

BEwEIs. Nach Definition ist K[a| das Bild des Einsetzungshomomorphismus K[X] — L,
X — a. Aus dem Homomorphiesatz (und der Definition des Minimalpolynoms von a)
erhalten wir den Isomorphismus K[a] = K[X] / (minpol ). Als Unterring von L ist K[a] ein

Integritdtsring, also ist minpola X irreduzibel (Lemma 3;17). Aus Satz 3.20 folgt dann auch,
dass K[a] sogar ein Korper ist, und daher auch die Gleichheit K[a] = K (a). O

Unser nichstes Ziel ist zu beweisen, dass eine Kérpererweiterung der Form K(M)/K genau
dann algebraisch ist, wenn alle Elemente des Erzeugendensystems M algebraisch iiber K
sind. Das bedeutet, dass Summen, Produkte und Quotienten algebraischer Elemente wieder
algebraisch sind. Es ist nicht offensichtlich, wie man das beweisen kénnte! (Denken Sie
einmal dariiber nach.) Mit dhnlichen Methoden kdnnen wir dann auch zeigen, dass sich die
Eigenschaft »algebraisch« transitiv in einem »Turm« von Kérpererweiterungen verhilt, das
heifdt: Sind E/K und L/E algebraische Erweiterungen, so ist auch L/K algebraisch.

Die entscheidende Zutat, mit der der Beweis dann letztlich nicht mehr schwierig ist, ist der
Begriff der endlichen Kérpererweiterung. Wir greifen hier auf (Grund-)Begriffe der Linearen
Algebra zuriick und verwenden, dass ein Erweiterungskorper L eines Korpers K insbesondere
als K-Vektorraum betrachtet werden kann, wenn wir als Addition die Kérperaddition und
als Skalarmultiplikation die Einschrankung der Multiplikation L x L — Lvon L auf den
Definitionsbereich K x L verwenden.

DEFINITION 4.12. Sei L/K eine Kérpererweiterung.

(1) Die Vektorraumdimension von L als K-Vektorraum heif8t auch der Grad der Erweiterung
L/K und wird mit [L : K] bezeichnet.

(2) Die Erweiterung L/K heifit endlich, wenn ihr Grad endlich ist, andernfalls unendlich.

BEISPIEL 4.13. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(1) Ein fundamentales Beispiel ist das folgende: Sei a € L algebraisch {iber K mit Minimal-
polynom f. Dann gilt [K(«) : K] = deg(f).
Denn wie wir gesehen haben ist K(a) = K[a] = K[X]/(f), und die Restklassen von
1 X, ..., X981 bilden eine Basis dieses Quotienten als K-Vektorraum.

(2) Ist andererseits a € L transzendent iiber K, dann ist der Einsetzungshomomorphismus
K[X] — K(a), X — a, injektiv. Daraus folgt [K(a) : K] > dimg K[X] = co.

O

BEISPIEL 4.14. Weil X7 — 2 irreduzibel iiber Q ist (Eisenstein-Kriterium fiir den faktoriellen
Ring Z und das Primelement p = 2) und a := /2 als Nullstelle hat, ist X7 — 2 = minpol 0"

Es gilt

Q(V/2) = {ay + a;V/2 +a,(V2)* + - - - + ag(V2); ag, ...,as € Q}.
Esist ndmlich klar, dass die linke Seite in der rechten Seite enthalten ist. Die Gleichheit kann
man auf verschiedene Arten begriinden: Wir haben gesehen, dass Q(v/2) = Q[X] /(X7 — 2)
ist, wobei hier die Restklasse von X genau dem Elemente /2 entsprechen soll. Weil die
Restklassenvon 1, X, ..., X° eine Basis des Q-Vektorraums Q[X] / (X7 — 2) bilden, bilden 1,

V/2, ..., (¥/2)® eine Basis von Q(V/2).
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Alternativ kann man nachpriifen, dass die Menge auf der linken Seite der obigen Gleichung
ein Unterring von Q(+v/2) ist. Weil dieser als Q-Vektorraum endlichdimensional, und offenbar
ein Integrititsring ist, handelt es sich um einen Kérper (Ubungsaufgabe). Daraus folgt die
Gleichheit. O

SATZ 4.15 (Gradformel). Seien M/L und L/K Korpererweiterungen. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterungen M/L und L/K sind endlich.
(ii) Die Erweiterung M /K ist endlich.

In diesem Fall gilt
[M:K]=[M:L]-[L:K].

BEWEIS. Sei (b;);c; eine Basis von L als K-Vektorraum und (¢;);¢; eine Basis von M als
L-Vektorraum.

Behauptung. Die Familie (b;c;);c; j; ist eine Basis von M als K-Vektorraum.

Begriindung. Wir zeigen zuerst, dass die angegebene Familie ein Erzeugendensystem ist. Sei
dazux € M. Wir kénnenx = ) Yi<i schreiben, mit yj € L, hochstens endlich viele Yj sind
# 0.]edes y; konnen wir in der Form y; = } . B;b; schreiben, B;; € K, hochstens endlich viele
B;j sind # o. Damit erhalten wir insgesamt die Darstellung

SO OSAPES o
j i ij

von x als endliche Linearkombination der Elemente b;¢; mit Koeffizienten in K.

Nun zeigen wir, dass die Familie (b;c;);c; jc; linear unabhingig iiber K ist. In der Tat, ist
th Bjibic; = o eine Darstellung des Nullvektors mit §; € K, so folgt Z}. (Zl Bijbi> ¢ =0,
wegen der linearen Unabhingigkeit der ¢; iiber L also ) . B;b; = o fiir alle j. Nun wenden

wir an, dass die b; linear unabhiéngig tiber K sind und erhalten ; = o fiir alle i und j, wie
gewiinscht.

Daraus folgt sowohl die Aquivalenz von (i) und (ii) als auch die Dimensionsformel.

Wenn man im nicht-endlichdimensionalen Fall nicht die Existenz von Basen benutzen
mochte, kann man das Argument auch etwas modifizieren, um das zu vermeiden. O

BEMERKUNG 4.16. Die Gradformel hat viele niitzliche einfache Anwendungen. Zum Bei-
spiel:

(1) Eine Korpererweiterung, deren Grad eine Primzahlist, hat keine echten Zwischenkorper.
(2) Esgilt /2 € Q(v/2). (Und analog kann man dhnliche Aussagen dieser Form beweisen.)

O

Das folgende Lemma fasst mehrere niitzliche Charakterisierungen zusammen (die wir
teilweise schon gesehen haben). Neu ist insbesondere die Implikation (iv) = (i), die zeigt,
dass jede endliche Korpererweiterung algebraisch ist.

LEMMA 4.17. Sei L/K eine Korpererweiterung, o € L. Dann sind dquivalent:

(i) Das Element o ist algebraisch iiber K.
(ii) Der Unterring K|a] von L ist ein Korper.
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(iii) Esgilt K[a] = K(a).
(iv) Die Erweiterung K (a)/K ist endlich.

In diesem Fall ist minpolmK irreduzibel in K[X] und [K(a) : K] = deg(minpolmK).

BEWEIS. (i) = (ii). Wir haben bereits gesehen, dass in der Situation von (i) K[a] = K(a)
ein Korper ist.

(ii) < (iii). Dies ist klar.

(iii) = (iv). Da K[a] ein Kérper ist, kann der Homomorphismus K[X] — L nicht injektiv sein.
(Denn sonst wire K|a] = K[X], und der Polynomring K[X] hat Einheitengruppe K*, ist also
kein Korper.) Also ist K(a) = K|a] = K[X]/ (f) fiir ein Polynom f # o, und der Quotient ist
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (Beispiel 4.13).

(iv) = (i). Die Elemente 1, a, ..., al® (@] sind linear abhingig, und eine nicht-triviale Linear-

kombination liefert uns ein Polynom # 0 mit a als Nullstelle.
Die Aussagen im letzten Satz haben wir schon Satz 4.11 bewiesen. 0

SATZ 4.18. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist endlich.
(ii) Die Erweiterung L/K ist algebraisch und endlich erzeugt.

(iii) Es existieren Elementea,, ..., a, € L, dieiiber K algebraisch sind und die L als Erweiterungskérper
von K erzeugen, also sodass L = K(a,, ..., a,) gilt.

BEWEIs. Die Implikation (i) = (ii) ist nach dem oben Gesagten klar. Fiir a € L ist mit
L/K auch K(a)/K endlich, also a algebraisch tiber L. Zudem ist jede Vektorraumbasis von L
iber K erst recht ein Erzeugendensystem von L als Erweiterungskorper von K.

Dass (iii) aus (ii) folgt, ist offensichtlich. Ist andererseits L = K(a,, ..., @,) fiir algebraische
Elemente a;, so sind die Erweiterungen K(«,, ..., ;) /K(a, ...,a;_;) alle endlich, und damit
wegen Satz 4.15 auch L/K. O

Insbesondere folgt also, dass fiir Elemente «, ..., &, eines Erweiterungskorpers eines Kérpers
K, die iiber K algebraisch sind, auch alle Elemente, die sich aus den «; durch Summen, Pro-
dukte, Quotienten und Multiplikation mit Elementen von K bilden lassen, iiber K algebraisch
VY6

943
bequemer, das aus dem obigen Satz folgern zu konnen, als ein normiertes Polynom mit

Koeffizienten in Q finden zu miissen, das dieses Element als Nullstelle hat.

sind. Konkret ist zum Beispiel algebraisch iiber Q. Es ist offensichtlich wesentlich

Entsprechend gilt fiir nicht notwendig endlich erzeugte Erweiterungen das folgende Korollar:
Jede Erweiterung, die von algebraischen Element erzeugt wird, ist algebraisch.

KOROLLAR 4.19. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei M C L eine Teilmenge, die L als Erweite-
rungskérper von K erzeugt, d.h. es gilt L = K(M), und so dass alle Elemente von M algebraisch tiber K
sind. Dann ist die Erweiterung L/K algebraisch.

BEWEIS. Esist
kM) = |J k),
M'CM
wobei die Vereinigung iiber alle endlichen Teilmengen von M gebildet werde. Denn die rechte
Seite ist (warum?) ein Teilkorper von L, der K und M enthilt, und enthilt daher K(M). Die
andere Inklusion ist klar. Die Behauptung folgt daher aus dem vorherigen Satz. O

SATZ 4.20. Seien L/K und M /L Kérpererweiterungen. Dann sind dquivalent:
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(i) Die Erweiterungen M /L und L/K sind algebraisch.
(ii) Die Erweiterung M /K ist algebraisch.

BEWEIS. Esist klar, dass (i) aus (ii) folgt. Sei andererseits (i) gegeben und & € M. Dann
existiert ein Polynom f = Z?:o B:X! # omit f(x) = ound B; € L.Sei E = K(B,, ...3,)- Dies
ist nach Satz 4.18 eine endliche Kérpererweiterung, denn die f; sind als Elemente von L
nach Voraussetzung algebraisch iiber K. Weil f in E[X] liegt, ist aber a algebraisch iiber E, die
Erweiterung E(a)/E ist mithin endlich. Wegen der Transitivitit der Eigenschaft »endlich«
ist auch E(a)/K endlich, und es folgt, dass a algebraisch ist iiber K. O

ERGANZUNG 4.21 (Transzendente Zahlen). Um zu begriinden, dass es iiberhaupt Kor-
pererweiterungen gibt, die nicht algebraisch sind, also transzendente Elemente enthal-
ten, kann man einfach einen Korper K und als Erweiterungskorper den Quotientenkorper
K(X) = Quot(K[X]) des Polynomrings iiber K betrachten. Offenbar ist X nicht Nullstelle
eines Polynoms # o mit Koeffizienten in K. Interessanter ist, dass die Erweiterungen R/Q
und C/Q nicht algebraisch sind. Das kann man folgendermafien begriinden.

(1) Am einfachsten ist es, die Méchtigkeit von C (oder R) mit der Méachtigkeit der Teilmenge
aller iiber QQ algebraischen Elemente zu vergleichen. Siehe Anhang B.1 fiir die nétigen
Begriffe.

Der Polynomring Q[X] ist abzdhlbar, und es folgt, dass die Teilmenge von C, die aus allen
tiber Q algebraischen komplexen Zahlen besteht, ebenfalls abzahlbar ist: Wir konnen sie
darstellen als die Vereinigung der endlichen Nullstellenmengen aller nicht-konstanten
Polynome in Q[X].

Andererseits ist C selbst {iberabzdhlbar. Es muss sich daher um eine echte Teilmenge
handeln.

Dieses Argument beweist die Existenz transzendenter Zahlen, allerdings liefert es keine
Moglichkeit, irgendeine transzendente Zahl anzugeben.

(2) Ein beriihmtes Beispiel einer transzendenten Zahl ist die Zahl 7, deren Transzendenz
1882 von Lindemann bewiesen wurde. Der Beweis ist nicht einfach und benoétigt, wie
angesichts der Definition von 7 zu erwarten ist, analytische Methoden. Siehe zum Bei-
spiel [Lo] Kapitel 17,[Po] Anhang A oder [Bu] Kapitel 6. Siehe auch Abschnitt 4.5.1.

(3) Die Eulersche Zahl e ist transzendent, wie 1876 von Hermite gezeigt werden konnte.
Auch dies ist nicht einfach (wenn auch etwas leichter als fiir 7).

(4) Die ersten konkreten Beispiele transzendenter Zahlen wurden 1844 von J. Liouville
gegeben, die sogenannten Liouville-Zahlen®. Die entscheidende Beobachtung (die auch
in den meisten anderen Transzendenzbeweisen essenziell ist) ist, dass sich algebraische
Zahlen nur »schlecht« durch rationale Zahlen anndhern lassen (d.h. dass man grofie
Nenner verwenden muss, um die Zahl gut anzunidhern - natiirlich ist es wichtig, dies
dann genauer zu quantifizieren). Siehe zum Beispiel [Bu] Kapitel 6.

O Ergédnzung 4.21

4.3. Adjunktion von Nullstellen nach Kronecker

Die folgende Konstruktion, die auf Leopold Kronecker? (1823 — 1891) zuriickgeht, ist von
fundamentaler Bedeutung fiir das Studium von Kérpererweiterungen.

2https://en.wikipedia.org/wiki/Liouville_number
3https://de.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker
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SATZ 4.22. Sei K ein Korper und seif € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dannist L :== K[X]/ (f) ein
Erweiterungskdérper von K, und die Restklasse von X ist eine Nullstelle von f in L.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist f irreduzibel. Weil der Ring K[X] als Hauptidealring
faktoriell ist, ist f ein Primelement, also ist (f) ein maximales Ideal (Satz 3.20). Deshalb ist
der Quotient L = K[X]/(f) ein Kérper. Sei m: K[X] — L die kanonische Projektion. Es gilt
f(r(X)) =n(f(X)) = o, weil 7 ein Ringhomomorphismus ist, also ist 7(X) eine Nullstelle
von f in L. O

ERGANZUNG 4.23. Wenn Sie Lust haben, schauen Sie sich an, wie umstindlich die Beschrei-
bung dieser Konstruktion in dem Buch [Ar] von Artin ist (S. 26 ff.), der in der Vorlesung,
aus der das Buch entstanden ist, den Begriff des Quotienten eines Rings nach einem Ideal
vermeiden wollte. O Erginzung 4.23

KOROLLAR 4.24. Sei K ein Korper und seif € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es einen
Erweiterungskérper von K, in dem f vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.

BEWEIS. Wir zerlegen f als ein Produkt irreduzibler Polynome und adjungieren dann
schrittweise mit dem vorherigen Satz Nullstellen von irreduziblen Faktoren hinzu, und
zerlegen nach jedem Schritt das »verbleibende« Polynom erneut in irreduzible Polynome.
Lineare Faktoren kdnnen wir dabei ignorieren, so dass in jedem Schritt der Grad des zu
betrachtenden Polynoms sinkt. Das stellt sicher, dass dieser Prozess nach endlich vielen
Schritten endet. O

Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom. Fiir einen Erweiterungskérper L von K bezeich-
nen wir mit V(f, L) C L die Menge der Nullstellen von f in L. Der folgende einfache Satz ist
ein wichtiges Werkzeug, um Homomorphismen zwischen Kérpern zu verstehen.

SATZ 4.25. Seien K ein Korper, o ein Element eines Erweiterungskérpers von K, das iiber K algebraisch
ist, und L/K eine Kérpererweiterung. Die Abbildung

Homg (Kla],L) = L, ¢ — ¢(a),

induziert eine Bijektion
Homy (Kla],L) — V(minpol ,.L).

BEWEIS. Sei¢: K[a] — L ein K-Homomorphismus und sei f = minpol . .Es gilt dann
flo(a)) = @(f(a)) = o, also liegt ¢(a) in V(f, L). Weil K[a] als K-Algebra von « erzeugt wird,
ist jedes solche ¢ durch den Wert ¢(a) eindeutig bestimmt, die angegebene Abbildung ist
also injektiv.

Fiir den Beweis der Surjektivitit benutzen wir den Homomorphiesatz. Ist § € V(f, L), so
faktorisiert der Einsetzungshomomorphismus K[X] — L, X — p tiber den Quotienten
K[X]/(f), wir erhalten also einen K-Homomorphismus K[a] = K[X]/(f) — L, der « auf
abbildet. O

4.4. Die Existenz eines algebraischen Abschlusses

DEFINITION 4.26. Ein Korper K heifdt algebraisch abgeschlossen, wenn die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) Jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] besitzt eine Nullstelle in K.
i1) Jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] zerfillt iiber K vollstindig in Linearfaktoren.
y 8
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Es ist klar, dass (i) aus (ii) folgt. Um andersherum (ii) zu zeigen, wenn (i) gilt, fiihren wir
Induktion nach dem Grad von f. Nach (i) besitzt jedes nicht-konstante f jedenfalls eine
Nullstelle @ € K. Wir schreiben f = (X — a)g fiir ein Polynom g und wenden dann auf g
(sofern g nicht konstant ist) die Induktionsvoraussetzung an.

LEMMA 4.27. Sei K ein Kérper. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Der Korper K ist algebraisch abgeschlossen.
1) Die irreduziblen Polynome in K X| sind genau die Polynome vom Grad 1.
ly 9 Ly

(iii) Fiir jede algebraische Korpererweiterung L/K gilt L = K. (Wir sagen, K habe keine echten algebrai-
schen Erweiterungen.)

(iv) Fiir jede endliche Korpererweiterung L/K gilt L = K. (Wir sagen, K habe keine echten endlichen
Erweiterungen.)

BEWEIS. (i) = (ii). In jedem Fall ist jedes Polynom vom Grad 1 irreduzibel. Ist K algebra-
isch abgeschlossen, so zerfillt jedes Polynom als Produkt von linearen Polynomen. Gibt es
mehr als einen Faktor, so ist das Polynom natiirlich nicht irreduzibel.

(ii) = (iii). Sei K algebraisch abgeschlossen und L/K eine algebraische Erweiterung. Fiir
a € List dann das Minimalpolynom minpol, irreduzibel, hat also Grad 1, das bedeutet

a k.
(iii) = (iv) ist klar, weil jede endliche Erweiterung algebraisch ist.

(iv) = (i). Seif € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Wir wollen zeigen, dass f eine Nullstelle
in K besitzt. Indem wir gegebenenfalls f durch einen Teiler ersetzen, konnen wir annehmen,
dass f irreduzibel ist. Dann ist K[X] / (f) eine endliche Kérpererweiterung von K vom Grad
deg(f). Aus (iv) folgt also deg(f) = 1. Alsoist f linear und besitzt insbesondere eine Nullstelle
in K. g

Wirwollen zeigen, dass jeder Kérper einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper
besitzt, genauer: einen algebraischen Abschluss im Sinne der folgenden Definition.

DEFINITION 4.28. SeiK ein Kérper. Unter einem algebraischen Abschluss von K verstehen wir
einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskdrper K von K, derart dass die Erweiterung
K /K algebraisch ist. —

LEMMA 4.29. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung, so dass jedes nicht-konstante Polynom
f € K[X] iiber dem Kérper L vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ist L ein algebraischer Abschluss
von K.

BEWEIS. Esist zu zeigen, dass L algebraisch abgeschlossen ist. Wir zeigen, dass fiir jede
algebraische Kérpererweiterung M/L notwendigerweise M = L gilt.

Sei also M ein algebraischer Erweiterungskérper von L und sei @ € M. Dann ist o algebraisch
iiber K, und das Minimalpolynom von a iiber K zerfillt in L[X| nach unserer Voraussetzung
vollstindig in Linearfaktoren. Weil minpol () ein irreduzibles Polynom in L[X] ist, das
minpol, () teilt, folgt deg(minpol, («)) = 1,alsoa € L. O

BEMERKUNG 4.30. Esist sogar die folgende stirkere Aussage richtig (aber schwieriger zu
zeigen):

Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung, derart dass jedes nicht-konstante Polynom
f € K[X] eine Nullstelle in L besitzt. Dann ist L ein algebraischer Abschluss von K. O
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THEOREM 4.31. Sei K ein Korper. Dann existiert ein algebraischer Abschluss K von K.

Wir werden spiter zeigen (Satz 4.33), dass zu zwei algebraischen Abschliissen L, und L,
eines Korpers K ein K-Isomorphismus L, — L, existiert.

Um die Existenz eines algebraischen Abschlusses zu zeigen, benutzen wir dieselbe Idee wie
bei der Adjunktion einzelner Nullstellen im vorherigen Abschnitt. Allerdings fiigen wir jetzt
zu jedem nicht-konstanten Polynom eine Nullstelle hinzu.

BEWEIS VON THEOREM 4.31 NACH E. ARTIN. Wir beschreiben zuerst, wie wir zu ei-
nem Korper K einen Erweiterungskorper C(K) konstruieren, in dem jedes nicht-konstante
Polynom mit Koeffizienten in K eine Nullstelle besitzt. Wir wenden dazu sozusagen das
Kronecker-Verfahren simultan auf alle nicht-konstanten Polynome in K[X] an, und zwar sei
K[X]~, die Menge aller Polynome in K[X] vom Grad > 1 und sei

R :=K[X;, f € K[X]5,]

der Polynomring, in dem wir fiir jedes Polynom f tiber K vom Grad > 1 eine Variable X;
haben.

Behauptung. Das Ideal a := (f(X;), f € K[X]>,) C Rist ein echtes Ideal, also # R.

Begriindung. Wenn 1 € a wire, dann lief3e sich eine Darstellung von 1 von der Form

1= Zgifi(xf,-)

mit Polynomen g; € R finden. Indem wir gegebenenfalls Terme zusammenfassen, konnen
wir annehmen, dass die f; paarweise verschieden sind.

Sei L ein Erweiterungskorper, in dem die Polynome f;, ..., f,, eine Nullstelle haben (wir wen-
den Korollar 4.24 auf das Produkt dieser Polynome an). Sei jeweils a; € L eine Nullstelle von

fi.
Dann erhalten wir durch X; — a; und X, — o fiiralle f € K[X],,, die nichtin {f;,....f;}
liegen, einen Homomorphismus R — L von K-Algebren, der Z?:I 9;fi(X) auf o abbildet,

im Widerspruch dazu, dass diese Summe = I ist. Es kann also eine solche Darstellung nicht
geben.

Aus der Behauptung folgt mit Satz 3.22, dass ein maximales Ideal m C R existiert, das a
enthilt. Wir setzen C(K) = R /m. Dies ist eine K-Algebra, also ein Erweiterungskorper von
K. Die Restklasse von Xy in C(K) ist eine Nullstelle von f also besitzt jedes nicht-konstante
Polynom iiber K eine Nullstelle in C(K).

Die Erweiterung C(K)/K ist algebraisch, denn sie wird erzeugt von den Restklassen der
Variablen X, und X; ist eine Nullstelle von f.

Um die Konstruktion eines algebraischen Abschlusses von K abzuschliefien, setzen wir nun
K, =K, K;:=C(K;_,) furi>1,
so dass wir eine Kette
K=K,CK CK,C---
von Korpererweiterungen erhalten. Wir definieren dann

K := UK,-.

i>o

Behauptung. Der Koérper K ist ein algebraischer Abschluss von K.
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Begriindung. Sei f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann existiert i € N, so dass alle
(endlich vielen) Koeffizienten von f in K; liegen. Aber dann hat f in K; ; und insbesondere
in K eine Nullstelle. Es folgt, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Weil die Erweiterungen
K;/K;_, algebraisch sind, gilt das auch fiir die Erweiterung K /K. O

ERGANZUNG 4.32 (Alternative Beweise zum algebraischen Abschluss). Es gibt verschie-
dene andere Moglichkeiten, die Existenz eines algebraischen Abschlusses zu beweisen,
siehe [Mi] Ch. 6 fiir eine Liste und die Notiz https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/
galoistheory/algclosureshorter.pdf von K. Conrad fiir einen weiteren Beweis (der auf
Zorn zuriickgeht). 0 Ergéinzung 4.32

Wir kommen nun zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage, die immerhin sicherstellt, dass je
zwei algebraische Abschliisse eines Kérpers K isomorph sind (als K-Algebren).

SATZ 4.33. Seien K ein Korper, L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei : K — E ein Korper-
homomorphismus von K in einen algebraisch abgeschlossenen Korper E.

(1) Dann existiert eine Fortsetzung von ¢ zu einem Korperhomomorphismus : L — E (d.h. i ist ein
Homomorphismus und es gilt P(x) = ¢(x) fiir alle x € K, oder dquivalent: | ist ein K-Algebra-
Homomorphismus).

(2) Ist zusdtzlich L algebraisch abgeschlossen und E algebraisch iiber K, so ist jede Fortsetzung wie in
Teil (1) ein Isomorphismus.

Auch wenn die Aussage des Satzes an die Sprechweise der universellen Eigenschaft erin-
nert, handelt es sich hier nicht um eine universelle Eigenschaft, weil die Eindeutigkeit des
Homomorphismus  in Teil (1) nicht gegeben ist. Es folgt daher nicht, dass zwischen zwei
algebraischen Abschliissen von K ein eindeutig bestimmter K-Isomorphismus existiere (und
das ist in aller Regel auch nicht der Fall), sondern nur, dass es (irgend-)einen solchen Iso-
morphismus gibt. In der Regel gibt es sehr viele, von denen keiner in besonderer Weise
ausgezeichnet ist. Aus diesem Grund kann man die algebraischen Abschliisse eines Korpers
nicht »in natiirlicher Weise« miteinander identifizieren. Daher sollte man auch nicht von dem
algebraischen Abschluss eines Kérpers sprechen (oder sich wenigstens dieser Problematik
bewusst sein, wenn man es trotzdem tut...).

BEWEIS. Zu (1). Ist L = K]a] fiir ein Element @ € L, so kdnnen wir den gegebenen
Homomorphismus ¢: K — E nach L fortsetzen, indem wir « auf irgendeine Nullstelle des
Minimalpolynoms minpol  in E abbilden (Satz 4.25). (Ganz genau genommen betrachten

wir hier minpol . mittels ¢ als Polynom in E[X].)

(Induktiv folgt die Fortsetzbarkeit dann fiir jede endliche Erweiterung L/K, aber man kann
auch ohne diese Bemerkung direkt zum allgemeinen Fall iibergehen.)

Um den allgemeinen Fall zu erledigen, wenden wir nochmals das Lemma von Zorn an, und
zwar betrachten wir die Menge

M ={(M,); K CM C L Zwischenkoérper, : M — E eine Fortsetzung von ¢}

aller Paar von Zwischenkorpern der Erweiterung L/K zusammen mit einer Fortsetzung der
gegebenen Abbildung. Wir definieren auf ./ eine partielle Ordnung durch

(M.§) < (M, §) < MCM undd), = .

Es ist leicht zu sehen, dass es sich hier tatsidchlich um eine partielle Ordnung handelt. Die

Voraussetzungen fiir das Lemma von Zorn sind erfiillt. Denn ist (M;, §;); eine Kette in .#,

dann ist | J, M; zusammen mit der Abbildung | J. M; — E, die @ € M; auf ¢;(a) abbildet, eine
i i J J

obere Schranke.
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Es existiert also ein maximales Element (M, ¢) in .#. Dann muss aber M = L gelten, denn
gibe es ein Element « € L \ M, dann konnten wir mit dem am Anfang gegebenen Argument
die Abbildung ¢: M — E auch noch nach M|a]| fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitit
von (M, ). Aber wenn M = L gilt, ist : L = M — E die gesuchte Fortsetzung von ¢ nach L.

Zu (2). Seien nun L algebraisch abgeschlossen und E algebraisch {iber K, und ¢: L — E eine
Fortsetzung von ¢. Weil jeder Kérperhomomorphismus injektivist, ist y ein Isomorphismus
L — ¢(L). Insbesondere ist (L) ebenfalls algebraisch abgeschlossen. Weil mit E/K auch
die Erweiterung E /(L) algebraisch ist, folgt (L) = E. O

BEMERKUNG 4.34. SeiK ein Kérper und sei L ein Erweiterungskorper von K, der algebraisch
abgeschlossen ist. Dannist {x € L; xist algebraisch iiber K} ein algebraischer Abschluss von
K (warum?). Fiir Teilk6rper von C (zum Beispiel fiir Q) kann man so einen »kanonischen«
algebraischen Abschluss definieren. O

4.5. Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

Die Frage nach der Konstruierbarkeit gewisser Grofien ist eine klassische Frage der Mathe-
matik, die schon im antiken Griechenland vor mehr als 2000 Jahren betrachtet wurde. Ein
Konstruktionsproblem ist gegeben durch eine Menge von Punkten in der Ebene sowie die
Aufgabe, daraus weitere Punkte mit vorgegebenen Eigenschaften nur mit einem (unmarkier-
ten) Lineal und einem Zirkel zu konstruieren. Das Lineal kann also (nur) dazu verwendet
werden, bereits konstruierte Punkte durch eine Gerade zu verbinden. Mit dem Zirkel kann
man einen Kreis zeichnen, dessen Mittelpunkt bereits konstruiert ist und dessen Radius
der Abstand zweier bereits konstruierter Punkte ist. Die Schnittpunkte der auf diese Art
entstehenden Geraden und Kreise sind dann weitere konstruierte Punkte.

Zu den klassischen Konstruktionsproblemen gehoren insbesondere die folgenden.

(1) Quadratur des Kreises. Gegeben sind zwei verschiedene Punkte in der Ebene. Sei r ihr
Abstand und A der Flacheninhalt des Kreises mit Radius r. Man konstruiere, ausgehend
von den beiden gegebenen Punkten, zwei Punkte, deren Abstand genau die Seitenlinge
des zum Kreis flichengleichen Quadrats ist, also deren Abstand genau vA = r/7 ist.

(2) Verdoppelung des Wiirfels. Gegeben sind zwei verschiedene Punkte in der Ebene. Seid ihr
Abstand und V = d3 das Volumen des Wiirfels mit Seitenlinge d. Man konstruiere,
ausgehend von den beiden gegebenen Punkten, zwei Punkte, deren Abstand genau die
Seitenldnge des Wiirfels ist, der das doppelte Volumen hat, also deren Abstand gleich

d-/2 ist.

(3) Konstruktion des regelmdfiigen n-Ecks. Sein € N, n > 3. Gegeben sind zwei verschiedene
Punkte P, # P, in der Ebene. Sei K der Kreis mit Mittelpunkt P, deren Radius der
Abstand zwischen P, und P, ist. Man konstruiere ausgehend von P, und P, mit Zirkel
und Lineal n Punkte auf der Kreislinie K, die die Eckpunkte eines regelméafigen n-Ecks
sind, die also den Kreis in n gleiche Abschnitte unterteilen.
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Der Tag war der 29. Marz 1796, und der Zufall hatte gar keinen Anteil
daran. [...] Durch angestrengtes Nachdenken liber den Zusammenhang aller Wurzeln
untereinander nach arithmetischen Griinden gliickte es mir, bei einem Ferienaufenthalt
in Braunschweig am Morgen des gedachten Tages (ehe ich aus dem Bette aufgestanden
war) diesen Zusammenhang auf das klarste anzuschauen, so daB ich die spezielle
Anwendung auf das 17-Eck und die numerische Bestatigung auf der Stelle machen
konnte.

aus einem Brief von GauB an C. L. Gerling, 1819

BEMERKUNG 4.35. Die Relevanz dieser Fragestellung in der Algebra-Vorlesung ist natiirlich
nicht eine praktische Anwendung - niemand konstruiert »per Hand« mit Zirkel und Lineal
ein regelmifliges 17-Eck. Noch weniger anwendungsrelevant ist die Tatsache, dass man
beispielsweise ein regelméifiiges 7-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

Dennoch ist das Thema Standardstoff der Algebra-Vorlesung. Die Griinde, warum ich dem
folge, sind diese:

e Insbesondere die Ergebnisse, dass gewisse Konstruktionsprobleme unldsbar sind,
sind faszinierende Beispiele »mathematischer Kreativitét«. Zu zeigen, dass man
beispielsweise ein regelméafiiges 17-Eck konstruieren kann, ist vielleicht kompli-
ziert, es ist aber klar, was am Ende des Beweises stehen wird: Eine Abfolge von
einzelnen Konstruktionsschritten der oben beschriebenen Art, durch die man dann
die gewiinschte Konstruktion durchfithren kann. Aber wie wiirde man zeigen, dass
eine Konstruktionsaufgabe nicht 16sbar ist?

e Es zeigt sich hier eine verbliiffende Verbindung zwischen Algebra und Geometrie.
Punkte in der Ebene durch ihre Koordinaten zu beschreiben und damit »zu rechnen«
(sagen wir im Sinne der Linearen Algebra) ist uns vertraut. Um Konstruierbarkeit
zu verstehen, ist es aber notig, weitere Methoden hinzuzunehmen. Es ist niitzlich,
die Ebene als die komplexe Zahlenebene zu betrachten, also mit dem Kérper C zu
identifizieren. Wie wir sehen werden, bildet die Gesamtheit aller ausgehend von
ound 1 konstruierbaren Punkte einen Teilkérper K von C, auf den man die Theorie
der Korpererweiterungen anwenden kann. Genauer handelt es sich bei K um eine
algebraische Erweiterung von Q. Eine tiber Q transzendente Zahl kann also nicht
konstruierbar (beginnend mit o und 1) sein.

e Das Problem ist historisch bedeutsam fiir Entwicklung der Mathematik und illus-
triert auch, dass auch nach langer Zeit ohne nennenswerten Fortschritt Losungen
fiir mathematische Probleme gefunden werden kénnen, die auf neuen Einsichten
beruhen (die sich oft in einer Art und Weise ergeben haben, die durch ganz andere
Fragen motiviert war).

¢

Nach dieser Vorbemerkung kommen wir zur formalen Definition. In allen drei oben ge-
nannten Problemen geht man von zwei gegebenen Punkten aus, und man tiberlegt sich
leicht, dass es keine Rolle spielt, welche Punkte in der Ebene das sind. Wir kdnnen also ohne
Einschrankung mit o und 1 beginnen.

DEFINITION 4.36. (I) Sei M eine Teilmenge von C. Wir bezeichnen mit M’ dann die Menge
aller komplexen Zahlen, die im folgenden Sinne in (hochstens) einem Schritt aus M mit
Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen, das heif$t M’ besteht aus
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e allen Elementen von M,

e allen Schnittpunkten von zwei verschiedenen Geraden, die jeweils durch zwei ver-
schiedene Punkte auf M gehen,

e allen Schnittpunkten einer Gerade und eines Kreises, wobei die Gerade durch zwei
verschiedene Punkte von M verlduft und der Kreis als Mittelpunkt einen Punkte aus
M und als Radius den Abstand zweier Punkte aus M hat und

e allen Schnittpunkten von zwei verschiedenen Kreisen, deren Mittelpunkte Punkte
aus M und deren Radien Abstédnde zweier Punkte aus M sind.

(2) SeinunM eine Teilmenge von C mit 0,1 € M. Sei K, = Mund fiirn € N_ seiK, = K],_,
(im Sinne von Teil (1)). Dann heifit

K(M) == | | K,
neN
die Menge der (ausgehend von M mit Zirkel und Lineal) konstruierbaren Zahlen.

(3) Im Fall M = {o, 1} schreiben wir K statt K({o, 1}) und nennen K die Menge der mit
Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen.

Notationskonflikt: Man beachte, dass die Notation K(M) nicht den iiber K von M erzeugten
Korper bezeichnet!

Mit anderen Worten ist K(M) C C die kleinste Teilmenge von C, die die folgenden Eigen-
schaften hat:

(a) M C K(M),

(b) fiir je zwei unterschiedliche Geraden, die jeweils durch (mindestens) zwei verschiedene
Punkte von K(M) gehen, liegt auch deren Schnittpunkt in K(M),

(c) fiir jede Gerade, die durch (mindestens) zwei Punkte von K(M) geht, und jeden Kreis,
dessen Mittelpunkt in K(M) liegt, und so dass der Radius gleich dem Abstand zweier
Punkte in K(M) ist, liegen auch die Schnittpunkte der Geraden und des Kreises in K(M),

(d) fiir je zwei unterschiedliche Kreise, deren Mittelpunkte in K(M) liegen, und so dass
die Radien jeweils gleich dem Abstand zweier Punkte in K(M) sind, liegen auch die
Schnittpunkte der Kreise in K(M).

ERGANZUNG 4.37. Man kann zeigen, dass man dieselbe Menge konstruierbarer Zahlen
erhilt, wenn man als Kreise in den Konstruktionsschritten nur solche Kreise erlaubt, deren
Mittelpunkt bereits konstruiert ist und so dass ein bereits konstruierter Punkt auf der Kreis-
linie liegt. Man braucht also nicht zwingend die Moglichkeit, die wir in unserer Definition
vorgesehen haben, den Zirkel auf den Abstand zweier Punkte »einzustellen« und dann
einen dritten Punkt als Mittelpunkt zu nehmen. Stattdessen kénnte man mit einem kolla-
bierenden Zirkel* arbeiten, der direkt »zusammenklappt«, wenn man ihn vom Zeichenblatt
hochhebt. O Ergidnzung 4.37

Die Geraden und Kreise, die bei diesen Konstruktionsschritten auftreten, nennen wir auch
konstruierbare Geraden bzw. Kreise. Sind A # B Punkte in der Ebene und r € R_, so sei
d(A, B) ihr Abstand, AB die Strecke zwischen A und B, g(A, B) die Gerade durch A und B und
K(A,r) der Kreis mit Mittelpunkt A und Radius r.

Einfache Beispiele fiir Konstruktionen mit Zirkel und Lineal sind:

4https://de.wikipedia.org/wiki/Kollabierender_Zirkel
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e Konstruiere die Mittelsenkrechte einer Strecke und damit den Mittelpunkt der
Strecke zwischen zwei Punkten A # B.

(K(A,d(A,B))und K(B,d(A, B)) schneiden sich in zwei Punkten C, D. Dann ist
g(C, D) die Mittelsenkrechte der Strecke AB und der Schnittpunkt von g(A, B) und
g(C, D) der Mittelpunkt dieser Strecke.)

e Konstruiere die Senkrechte zu einer bereits konstruierten Gerade g durch einen
Punkt P, der nicht auf dieser Geraden liegt.

(Weil g schon konstruiert ist, gibt es einen konstruierten Punkt Q, der auf g
liegt. Seien Q, Q' die Schnittpunkte von K(P,d(P, Q)) mit g und R der Mittelpunkt
der Strecke QQ’ (bzw. R = Q in dem Spezialfall, dass Q' = Q, also Q der einzige
Schnittpunkt von K(P, d(P, Q)) mit g ist). Dann ist g(P, R) die gesuchte Gerade.)

o Konstruiere die Parallele zu einer bereits konstruierten Gerade g durch einen bereits
konstruierten Punkt P.

(Konstruiere zuerst wie oben die Senkrechte h auf g durch P. Sei R ihr Schnitt-
punkt mit g. Konstruiere dann eine zu h parallele Gerade i’ als Mittelsenkrechte
zwischen zwei anderen Punkten auf g. Sei R’ der Schnittpunkt von g und h’ und sei
P’ der Schnittpunkt von K(R’,d(R, P)) mit I’, der auf derselben Seite von g liegt wie
P. Die Gerade, die P und P’ verbindet, ist die gesuchte Parallele zu g.)

o Konstruiere zu einem bereits konstruierten Punkt P und einer Gerade g den Punkt
P’, der aus P durch Spiegelung an g entsteht.

(Der Punkt P’ ist der Schnittpunkt der Senkrechten h auf g durch P und des

Kreises mit Mittelpunkt gleich dem Schnittpunkt R von h und g und Radius d(P, R).)

LEMMA 4.38. Sei M C C eine Teilmenge, die 0 und 1 enthiilt. Fiir a € C sind dquivalent:
(i) @ € K(M),
(ii) @ € K(M),
(iii) Real- und Imagindrteil von a liegen in K(M).
BEWEIS. Seia € K(M).Ista € R, soist fiir die Aquivalenz von (i) und (ii) nichts zu zeigen.
Andernfalls kénnen wir @ aus a durch Spiegelung an der Gerade R = g(0, 1) konstruieren.

Ista € K(M), so lassen sich Real- und Imaginirteil konstruieren, wenn man die Konstrukti-
on der Senkrechten zur reellen bzw. imaginiren Achse durch a benutzt. Sind andererseits
a,b € R konstruierbar, so ist ib einer der Schnittpunkte von K (0, |b|) mit der imaginéren
Achse g(0, i) (der Mittelsenkrechten der Strecke zwischen 1 und —1). Dann kdnnen wir die
Parallele zur reellen Achse durch ib und die Parallele zur imaginédren Achse durch a konstru-
ieren. Ihr Schnittpunkt ist a + ib. O

SATZ 4.39. Sei M C C eine Teilmenge, die O und 1 enthilt.

(1) Die Menge K(M) ist ein Teilkorper des Korpers der komplexen Zahlen.
(2) Fiirallea € K(M) gilt ++v/a € K(M).
BEWEISs. Zu (1). Offenbar gilt 0,1 € K(M). Es ist also zu zeigen, dass fiir Elemente
a,b € K(M) auch die komplexen Zahlen
a+b, —a, ab, a '(fallsa+#o0)
in K(M) liegen. Wir arbeiten das nacheinander ab.
Summe:a + b € K(M). Seien zunichst a und b linear unabhingig tiber R (also nicht auf

derselben Ursprungsgeraden). Dann ist a + b einer der Schnittpunkte von K(a,d(0, b)) und
K(b,d(0,a)).

Sind a # ound b linear abhingig iiber R, dann ist a + b einer der Schnittpunkte von g(0, a)
mit K(b,d(0,a)).
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Negatives: —a € K(M). Fiir a # o ist —a der zweite Schnittpunkt (neben a selbst) von g(0, a)
und K(o,d(0,a)).

Produkt: ab € K(M). Vorbemerkung: Fiir a € K(M) gilt |a| € K(M). (Einer der Schnittpunkte
von K(0,d(0,a)) und g(o, 1) = R.) Wir beweisen als néichstes die

Behauptung. Fira € K(M) NR_,,b € K(M) giltab € K(M)unda™" € K(M).

Begriindung. Sei g die Gerade g(0, b) und h irgendeine andere bereits konstruierte Ursprungs-
gerade. (Es ist leicht zu sehen, dass es eine solche gibt.) Sei P einer der Schnittpunkte von
h mit dem Einheitskreis K(0, 1) und Q der Schnittpunkt von h mit dem Kreis K(0,d(0,a)),
der auf h auf derselben Seite des Ursprungs liegt, wie P. Seil die Parallele zu g(b, P) durch Q.
Dann ist nach dem ersten Strahlensatz’ ab der Schnittpunkt von g mit [.

AN

3,,

Fiir die Konstruktion von a™' kénnen wir ebenfalls den Strahlensatz anwenden. Seig =
g(0,1) = Rdiereelle Achse, sei h eine andere Ursprungsgerade, sei P einer der Schnittpunkte
von K(0, 1) mit hund Q der Schnittpunkt von h mit dem Kreis K(0,d(0,a)), der auf h auf
derselben Seite des Ursprungs liegt wie P. Dann ist a—' nach dem ersten Strahlensatz der
Schnittpunkt der Parallelen zu g(Q, 1) durch P mit g.

Fiir den allgemeinen Fall geniigt es angesichts der Vorbemerkung und der soeben bewiese-
nen Behauptung, den Fall |a| = |b| = 1 zu betrachten. In diesem Fall liegen a, bund a + b auf
dem Einheitskreis und man kann a + b aus a und b durch »Winkeladdition« konstruieren,
was einfach ist. Alternativkann man Real- und Imaginérteil des Produkts als Produkte/Sum-
men/Differenzen in Termen der Real- und Imaginérteile der Faktoren ausdriicken.
Multiplikatives Inverses:a ' € K(M). Nach obigem ist ohne Einschrinkung |a| = 1,alsoa™’
und die Konstruierbarkeit von a haben wir bereits gezeigt.

:a,

Zu (2). Zur Konstruktion der Quadratwurzel einer Zahla € K(M) konnen wir wieder die Fille
la| = 1unda € R_, separat behandeln. Fiir den ersten Fall gentigt es zu bemerken, dass sich
die Winkelhalbierende des Winkels zwischen der reellen Achse und der Ursprungsgerade
durch a konstruieren lasst, was nicht schwierig ist.

Seinuna € K(M)NR_,.SeiM = 2% der Mittelpunkt der Strecke zwischen —a und 1 und sei
K = K(M, %) der Kreis um M, auf dem —a und 1liegen. Sei P ein Schnittpunkt von K mit der
imaginiren Achse (0, ). Nach dem Satz des Thales® ist das Dreieck mit den Eckpunkten —a,
1und P rechtwinklig (mit dem rechten Winkel bei P). Nach dem Hohensatz fiir rechtwinklige
Dreiecke’ istd(0, P) = +/a, also ist v/a als einer der Schnittpunkte von K(0,d(0, P)) mit R in
K(M).

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Strahlensatz
6 https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Thales
"https://de.wikipedia.org/wiki/Héhensatz
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—
~

Fiir den Fall M = {o, 1} erhalten wir also:

KOROLLAR 4.40. (1) Die Menge K ist ein Teilkirper des Korpers der komplexen Zahlen.
(2) Firallea € Kgilt ++/a € K

Um die Elemente von K zu charakterisieren, ist entscheidend, dass sich Schnittpunkte von
Geraden und Kreisen durch das Losen linearer oder quadratischer Gleichungen bestimmen
lassen. Genauer gilt das folgende Lemma.

LEMMA 4.41. Sei K C Cein Teilkirper, der unter der komplexen Konjugation auf sich selbst abgebildet
wird und die Zahl i enthiilt. Sei x € C eine ausgehend von K in einem Schritt konstruierbare komplexe
Zahl (also x € K' mit der Schreibweise von Definition 4.36).

Dann existiert eine Erweiterung L/K vom Grad < 2 mitx € L.

BEWEIS. Weil K unter der Konjugation auf sich selbst abgebildet wird und i enthilt,
sind mit jedem & € K auch der Realteil ; (& + @) und der Imaginarteil J; (¢ — @) Elemente
von K. Aufierdem ist auch |a|* = at € K.

Wenn x der Schnittpunkt von zwei Geraden ist, die jeweils durch zwei Punkte aus M verlau-
fen, dannistx € C = R? die eindeutig bestimmte Losung eines linearen Gleichungssystems,
dessen Koeffizienten durch Real- und Imaginérteil der Punkte auf diesen Geraden ausge-
driickt werden konnen, liegt also sogar in K.

Ist x der Schnittpunkt einer konstruierbaren Geraden und eines konstruierbaren Kreises
oder der Schnittpunkt zweier konstruierbarer Kreise, dannistx € C = R? eine der Lésungen
eines Gleichungssystems in zwei Unbestimmten, das aus einer linearen und einer quadrati-
schen Gleichung oder aus zwei quadratischen Gleichungen besteht. Die Koeffizienten dieser
Gleichungen liegen dabei in K. Zum Beispiel ist der Kreis um M = M, + iM, mit Radius
r € R_, (mitr* € K) gegeben durch die Gleichung

(xr _MI)Z + (X2 _Mz)z =r?

mit Koeffizienten in K. In beiden Fillen sieht man (durch Einsetzen bzw. indem man die
beiden Kreisgleichungen voneinander abzieht), dass sich Real- und Imaginirteil der Schnitt-
punkte durch Losen einer quadratischen Gleichung »finden lassen«, genauer, dass sie in
einem Erweiterungskérper L von K mit [L : K] < 2 liegen, und dann liegt auch x in L. 0

SATZ 4.42. SeiM C C eine Teilmenge, die 0 und 1 enthiilt, und sei K, = Q(M U M). Fiira € C sind
dquivalent:
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(i) DieZahl a ist ausgehend von M in endlich vielen Schritten konstruierbar mit Zirkel und Lineal.

(ii) Es gibt eine endliche Kette
QMMUM)=K,CK,C---CK,

von Korpererweiterungen, sodass [K; : K;_,] = 2 fiirallei = 1, ..., rgiltund a € K, ist.

BEWEIS. (i) = (ii). Wir zeigen die folgende Behauptung, aus der (ii) dann durch Indukti-
on folgt. (Weil die Erweiterung K, (i) /K, Grad < 2 hat, kénnen wir K, = K, (i) setzen und
von dort die Induktion beginnen.)

Behauptung. Sei K C C ein Teilkorper, der unter komplexer Konjugation stabil ist und die
Zahlienthilt. Seix € K', alsox in einem einzigen Schritt aus K konstruierbar. Dann existiert
eine Kette K C L, C L, von Erweiterungen vom Grad < 2,sodassx € L, und L, = L, gilt.

Begriindung. Sei L, = K(x). Dann gilt nach dem vorherigen Lemma [L, : K] < 2. Wir setzen
nun L, = L (x). Die Erweiterung K(x) hat iber K denselben Grad wie K(x), denn aus dem
Minimalpolynom von x tiber K erhalten wir die komplexe Konjugation der Koeffizienten
das Minimalpolynom von x iiber K (denn dieses Polynom hat ja wieder Koeffizienten in K).
Insbesondere gilt [L, : L,] < [K(X) : K] < 2. AuRerdemist L, = K(x,x) = L,.

(if) = (i). Weil alle Elemente von QQ konstruierbar sind, gentigt es zu zeigen, dass jede komple-
xe Zahl x, die eine Gleichung der Form x* 4 px 4+ ¢ = o mit konstruierbaren Zahlen p, q erfiillt,
selbst konstruierbar ist. Aber das folgt angesichts von Satz 4.39 aus der Losungsformel fiir
diese quadratische Gleichung. O

Im FallM = {0, 1}, der uns am meisten interessiert, erhalten wir also die folgende Beschrei-
bung.

KOROLLAR 4.43. Fiira € Csind dquivalent:

(i) Esgilta € K, d.h. aist ausgehend von o und 1 konstruierbar mit Zirkel und Lineal.

(ii) Es gibt eine endliche Kette
Q=K,CK,C---CK,

von Korpererweiterungen, sodass [K; : K;_,] = 2 fiirallei = 1, ..., rgiltund a € K, ist.

Insbesondere erhalten wir direkt das folgende Korollar:

KOROLLAR 4.44. Die Erweiterung KK/Q ist algebraisch. Ista € K, soist [Q(a) : Q] eine Potenz von
2.

Die Umkehrung ist nicht richtig und wir werden den Sachverhalt zum Ende der Vorlesung
noch genauer kldren, siehe Abschnitt 6.6.

KOROLLAR 4.45. Die »Verdoppelung des Wiirfels« mit Zirkel und Lineal ist unmaoglich.

BEWEIS. Ausgehend vom Wiirfel mit der Kantenldnge 1 ist als Kantenldnge des Wiirfels
mit dem doppeltem Volumen, also mit Volumen 2 die Zahl /2 zu konstruieren. Weil [Q[v/2] :
Q] = 3 gilt, ist aber /2 nicht in einem Erweiterungskérper von Q enthalten, dessen Grad
eine Potenz von 2 ist, liegt also nicht in K. g
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Die Bewohner der Insel Delos befragten ein Orakel, um von Plagen befreit
zu werden. Sie erhielten als Antwort, dass Sie im Apollo-Tempel einen neuen Altar
bauen sollten, der wie der bisherige wiirfelférmig sei, aber genau das doppelte Volumen
habe.

Theon von Smyrna in seiner Schrift Das an mathematischem Wissen fiir
die Lektiire Platons Niitzliche, ca. 100 n. Chr.

Diese Geschichte findet man auch bei Eratosthenes und bei Plutarch.
Das Problem der Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal heiBt auch
Delisches Problem.

BEISPIEL 4.46. Die folgenden Beispiele waren schon in der Antike bekannt. Teil (1) ist
einfach, Teil (2) schon etwas kniffliger (Ubung...).

(1) Das regelmiflige Sechseck (mit dem Einheitskreis als Umkreis) ist konstruierbar mit
Zirkel und Lineal.

(2) Das regelmifige Fiinfeck (mit dem Einheitskreis als Umkreis) ist konstruierbar mit
Zirkel und Lineal.

O

4.5.1. Die Quadratur des Kreises. Dass die Quadratur des Kreises nicht moglich ist,
beruht auf dem folgenden Satz, den Ferdinand Lindemann 1882 bewies.

THEOREM 4.47 (Satz von Lindemann). Die Kreiszahl t € C ist transzendent iiber Q.

Siehe zum Beispiel [Lo] Kapitel 17,[Po] Anhang A, [Bu] Kapitel 6 oder [La], Appendix
L

Ein Klassiker in diesem Bereich ist das Buch Transcendental Number Theory von A. Baker
(Cambridge University Press).

KOROLLAR 4.48. Die »Quadratur des Kreises« mit Zirkel und Lineal ist nicht méglich.

BEwWEIS. Ein zum Einheitskreis flichengleiches Quadrat hat Kantenlidnge /7. Weil
iiber Q transzendent ist, gilt das erst recht fiir /7. Die Erweiterung K/Q ist aber algebraisch
und kann daher die Zahl /7 nicht enthalten. O






KAPITEL 5

Galois-Theorie

Als nichstes werden wir zwei wichtige Eigenschaften von gewissen Kérpererweiterungen
studieren, nimlich Normalitit und Separabilitit. Fiir endliche Erweiterungen, die sowohl
normal als auch separabel sind, werden wir mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie (Theo-
rem 5.49) ein Ergebnis beweisen, dass sehr genaue Auskunft tiber die Zwischenkorper der
Erweiterung in Termen der Galois-Gruppe, also der Automorphismengruppe der gegebenen
Koérpererweiterung (siehe Bemerkung 2.3, Satz 5.44) liefert.

5.1. Normale Korpererweiterungen

DEFINITION 5.1. Sei K ein Korper und sei (f;);c; eine Familie von Polynomen in K[X].

Ein Erweiterungskorper L von K heifdt Zerfillungskorper der Familie (f;);, wenn die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Jedes f; zerfillt iiber L vollstandig in Linearfaktoren und

(b) die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der Polynome f; erzeugt.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit eines Zerfallungskorpers bis auf Isomorphismus werden
wir das folgende Lemma verwenden.

LEMMA 5.2. Seien K ein Korper und seien E, E' Erweiterungskérper von K. Sei f € K|[X] ein Po-
lynom, das sowohl in E als auch in E' vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Dann induziert jeder K-
Homomorphismus o: E — E’ eine Bijektion V(f ,E) — V(f, E') zwischen den Nullstellenmengen von
finEundinE'.

BEWEIS. Wir schreiben f = ¢(X —a;)--- (X — ;) mitc € K, a; € E, d = deg(f). Der
Homomorphismus o: E — E’ induziert einen Ringhomomorphismus E[X] — E’[X], der
dadurch gegeben ist, dass auf alle Koeffizienten eines gegebenen Polynoms in E[X] der
Homomorphismus o angewendet wird. (Wir kénnen das als Einsetzungshomomorphismus
mit X — X sehen, wenn wir E’ mittels o als E-Algebra betrachten.)

Unter dieser Abbildung wird f auf f abgebildet, weil f € K[X] ist und ¢ ein K-Homomor-
phismus ist. Andererseits wird das Produkt c¢(X — «;) - - - (X — a ), weil es sich hier um einen
Ringhomomorphismus handelt, auf ¢(X — o(a;)) - - - (X — o(a,)) € E'[X] abgebildet. Das be-
deutet aber genau, dass o(a; ), ..., 0(a,;) die Nullstellen von f in E’ sind. Insbesondere schrinkt
sich o' zu einer Abbildung V(f, E) — V(f, E’) ein und diese ist surjektiv. Als Einschrinkung
der injektiven Abbildung o: E — E’ ist sie auch injektiv. O

SATZ 5.3. Sei K ein Korper und sei (f;);c; eine Familie von Polynomen in K [ X].

(1) Es existiert ein Zerfillungskorper der gegebenen Familie von Polynomen.

(2) Sind Lund L’ Zerfillungskérper der Familie (f;);, so existiert ein K-Isomorphismus L — L.

89
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BEWEIs. Zu (1). Fiir endlich viele Polynome haben wir das schon bewiesen (Korol-
lar 4.24).Im allgemeinen Fall verwenden wir, dass K einen algebraischen Abschluss K besitzt
(Theorem 4.31). Sei L C K dann der von den Nullstellen aller f; erzeugte Erweiterungskorper
von K. Es ist klar, dass L ein Zerfallungskérper der Familie (f;); ist.

Zu (2). Sei L’ ein algebraischer Abschluss von L. Weil die Erweiterung L'/K algebraisch
ist, ist dann L’ auch ein algebraischer Abschluss von K. Nach Satz 4.33 gibt es einen K-
Homomorphismus o: L — L'. Fiir jedes Polynom f; sind nach dem vorherigen Lemma die
Bilder der Nullstellen von f; die Nullstellen von f; in L’. Weil diese Nullstellen die Erweiterung
L/K erzeugen, liegt das Bild von o in L’. Weil L' von den Nullstellen der f; erzeugt wird und
das Bild von ¢ ein Teilkorper von L' ist, der alle diese Nullstellen enthilt, ist Im(¢) = L. Also
induziert o einen Isomorphismus L — L. O

Man beachte, dass der Isomorphismus in Teil (2) des Satzes in aller Regel nicht eindeutig
bestimmt ist. In der Tat werden wir die Gesamtheit der Isomorphismen L — L’ in dieser
Situation im folgenden noch genauer studieren, jedenfalls in der Situation, dass L/K endlich
ist (Abschnitt 5.5).

Ist andererseits (f;); eine Familie von Polynomen iiber einem Kérper K und M ein Erweite-
rungskorper von K, in dem alle f; vollstidndig in Linearfaktoren zerfallen, dann gibt es genau
einen Teilkorper von M, der ein Zerfillungskorper dieser Familie ist, ndmlich den Teilkorper,
der iiber K von allen Nullstellen aller f; erzeugt wird. In dieser Situation sprechen wir auch
von dem Zerfillungskorper der gegebenen Familie von Polynomen in M.

SATZ 5.4. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung und L ein algebraischer Abschluss von L. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Familie von Polynomen in K [X|, derart dass L ein Zerfillungskorper dieser Familie ist.
(ii) Fiir jeden K-Homomorphismus @: L — L gilt Im(¢p) C L.

(iii) Istf € K[X] einirreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt, so zerfillt f iiber L vollstindig
in Linearfaktoren.

Die Erweiterung L/K heifst normal, wenn diese Bedingungen erfiillt sind.

BEWEIS. (i) = (ii). Sei (f;); eine Familie von Polynomen, fiir die L ein Zerfillungskorper
ist, und sei o wie in (ii). Nach Lemma 5.2 liegen die Bilder aller Nullstellen der f; unter ¢ in
L. Weil diese Nullstellen L iiber K erzeugen, gilt Im(¢) C L. (Genauer gilt sogar Im(¢) = L,
denn alle Nullstellen der f; in L liegen ja in Im(¢).)

(ii) = (iii). Sei f € K[X] irreduzibel. Sind @ € Lund B € L Nullstellen von f, dann gibt es nach
Satz 4.25 (genau) einen K-Homomorphismus K[a] — L mit « — B. Diesen kénnen wir nach

Satz 4.33 zu einem K-Homomorphismus ¢: L — L fortsetzen, der nach (ii) Bild in L hat. Da
B = o(a) im Bild liegt, folgt B € L.

(iii) = (i). Unter Voraussetzung (iii) ist L der Zerfillungskorper aller irreduziblen Polynome
auf K[X], die in L eine Nullstelle besitzen: Nach Voraussetzung zerfallen alle diese Polynome
tiber L vollstindig in Linearfaktoren. Dass ihre Nullstellen L erzeugen ist klar, denn jedes
Element von L ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms tiber K, ndmlich seines Minimal-
polynoms. O

BEISPIEL 5.5. (1) Quadratische Erweiterungen (also Erweiterungen vom Grad 2) sind nor-
mal. (Warum? - Eine beliebte Priifungsfrage...)
(2) Die Erweiterung Q(+/2)/Q ist nicht normal. Die Nullstellen des irreduziblen Polynoms

X3 — 21in C sind v/2, {/2, {*/2, wobei { = e’s ist, also {3 = 1. Weil Q(v/2) C R gilt,
kann der Kérper Q(+/2) die beiden nicht-reellen Nullstellen nicht enthalten.
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(3) IstK ein algebraischer Abschluss von K, so ist die Erweiterung K /K normal.

O

LEMMA 5.6. Seien E/K und L/E Kérpererweiterungen. Ist die Erweiterung L/K normal, so ist auch
die Erweiterung L/E normal.

BEWEIS. Ist L ein Zerfillungskorper einer Familie von Polynomen mit Koeffizienten
in K, so ist L auch Zerfallungskorper derselben Familie von Polynomen, nun aufgefasst als
Polynome mit Koeffizienten in E. O

Allerdings — und das ist im Grunde die interessantere Tatsache - ist in der Situation des
Lemmas die Erweiterung E/K nicht unbedingt normal. Und wenn E/K und L/E normale
Kérpererweiterungen sind, ist die Erweiterung L/K nicht unbedingt normal. (Suchen Sie
sich Beispiele fiir diese beiden Situationen!)

SATZ 5.7. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Es existiert ein Erweiterungskérper L' von L, so dass die Erweiterung L' /K normal ist, und so
dass kein echter Teilkérper von L', der L enthilt, normal iiber K ist. Der Kérper L' ist bis auf K-
Isomorphismus eindeutig bestimmt.

(2) Istdie Erweiterung L/K endlich, so ist auch L' /K endlich.

(3) Ist M/K eine normale Erweiterung, so dass L in M enthalten ist, so ist der von allen ¢(L), 0 €
Homy (L, M), iiber K erzeugte Teilkérper L' C M der eindeutig bestimmte Zwischenkdrper von
M /K, der die Eigenschaft in Teil (1) hat.

Wir nennen L' eine normale Hiille der Erweiterung L/K (bzw. in der Situation von Teil (3) die normale
Hiille von L/K in M). Manchmal spricht man auch vom normalen Abschluss.

BEWEIS. Wir beginnen mit Teil (3) und beweisen zunichst:

Behauptung. Der in (3) beschriebene Korper L’ ist der Teilkorper L” von M, der von den Null-
stellen aller Minimalpolynome von Elementen von L (iiber K) erzeugt wird.

Begriindung. Weil alle Minimalpolynome von Elementen von L iiber K irreduzibel sind und
eine Nullstelle in L C M besitzen, zerfallen sie iiber dem normalen Erweiterungskdrper M
von K vollstindig in Linearfaktoren.

Die Inklusion L’ C L” gilt, weil jeder K-Homomorphismus o Nullstellen von Polynomen
in K[X] auf Nullstellen desselben Polynoms abbildet. Die Inklusion L” C L’ folgt, weil es
zu jeder Nullstelle § € M von minpol ,,a € L, einen K-Homomorphismus L — M mit

o(a) = B gibt (Satz 4.25, Satz 4.33, Satz 5.4).

Damit ist klar, dass L’ iiber K normal ist. Weil die Minimalpolynome aller Elemente von L in
jedem Erweiterungskorper von L, der iiber K normal ist, zerfallen miissen, kann es keinen
kleineren Erweiterungskorper von L mit dieser Eigenschaft geben als L'.

Zu (1). Nachdem wir Teil (3) bereits bewiesen haben, ist nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen.
Jedes L’ wie in (1) ist der Zerfdllungskorper aller Minimalpolynome (iiber K) von Elementen
von L. Daher folgt die Eindeutigkeitsaussage aus der entsprechenden Eindeutigkeitsaussage
fiir den Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen (Satz 5.3 (2)).

Zu (2). Wird L tiber K erzeugt von ay, ..., a,, so ist der Teilkdrper eines algebraischen Ab-
schlusses von L, der von allen Nullstellen der Minimalpolynome der o; erzeugt wird, als
Zerfillungskorper einer Familie von Polynomen normal iiber K und daher eine normale
Hiille von L/K. Da es sich hier nur um endlich viele Polynome handelt, ist dieser Erweite-
rungskorper endlich erzeugt iiber K, also auch endlich, weil die Erweiterung algebraisch
ist. g
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In der Behauptung im Beweis kénnte man dquivalent L” als den Zerfillungskérper aller
Minimalpolynome der Elemente irgendeines Erzeugendensystems von L als Erweiterungs-
korper von K definieren. Noch einmal konkret ausgeschrieben bedeutet das: Die normale
Hiillevon L = K(a;, i € I) in einem algebraischen Abschluss L iiber einem Kérper K ist der

Zerfallungskorper aller Polynome minpol i€l

Frage/Ubung (im Moment noch schwierig): Gibt es eine normale Erweiterung K/Q von Grad
37

5.2. Separable Korpererweiterungen

Die zweite Eigenschaft (neben der Normalitit), die eine Galois-Erweiterung (Satz 5.44) haben
muss, ist die Separabilitit. Wie wir sehen werden, ist diese fiir Kérper der Charakteristik o
immer gegeben; es handelt sich also um eine Eigenschaft, die nur in positiver Charakteristik
relevant bzw. interessant ist.

DEFINITION 5.8. Sei K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K. Ein Polynom
f € K[X] heift separabel, wenn f in K nur einfache Nullstellen hat. —

Die Nullstellen eines separablen Polynoms sind also alle voneinander verschieden, oder
»getrennte, lateinisch: »separiert«. Der Begriff separabel (fiir Polynome) wird in der Literatur
nicht ganz einheitlich gehandhabt; im wichtigsten Fall, dass das betrachtete Polynom irre-
duzibel ist, stimmen aber alle Definitionen iiberein. Die Eigenschaft, separabel zu sein, ist
unabhingig von der Wahl eines algebraischen Abschlusses von K.

SATZ 5.9. Sei K ein Korper und f € K|[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind dquivalent:

(i) f ist separabel,

(ii) f' # o

Insbesondere gilt: Uber einem Korper der Charakteristik o ist jedes irreduzible Polynom
separabel. Uber einem Kérper der Charakteristik p > o ist jedes irreduzible Polynom,

dessen Grad nicht von p geteilt wird, separabel. (Siehe den folgenden Satz fiir eine genauere
Beschreibung.)

BEWEIS. Das Polynom f hat genau dann eine mehrfache Nullstelle, etwa «, in einem
algebraischen Abschluss K von K, wenn f und f’ eine gemeinsame Nullstelle haben, oder
mit anderen Worten: Wenn es einen Linearfaktor X — a gibt, der f und f teilt. Das ist genau
dann der Fall, wenn der grofite gemeinsame Teiler von f und f” nicht-konstant ist. Diese
Eigenschaft kénnen wir aber genausogut in K[X] iiberpriifen wie in K[X], denn der grofite
gemeinsame Teiler ist in beiden Ringen derselbe. Das kann man damit begriinden, dass der
grofite gemeinsame Teiler mit dem euklidische Algorithmus (siehe Bemerkung LA2.15.473)
berechnet werden kann, und diese Berechnung findet vollstindig im Ring K[X] statt, wenn
die beiden betrachteten Polynom in K[X] liegen, wie es hier der Fall ist. Weil f irreduzibel
ist, folgt dann, dass sich f und der ggT von f und f’ nur durch Multiplikation mit einer
Konstanten in K* unterscheiden. Andererseits gilt deg(f’) < deg(f). Weil der ggT von f
und f” auch ein Teiler von f” ist, muss f' = o gelten. Ist andererseits f* = o0, dann ist jede
Nullstelle von f eine mehrfache Nullstelle.

Wenn man vermeiden mochte, auf den euklidischen Algorithmus zuriickzugreifen, den wir
in der Algebra-Vorlesung nicht wiederholt haben, kann man wie folgt argumentieren: Wenn
a eine gemeinsame Nullstelle von f und f” ist, dann ist minpol . ein gemeinsamer Teiler von
fundf’ in K[X]. Aus der Irreduzibilitit von f folgt dann, dass sich f und minpol , héchstens

um ein Skalar in K* unterscheiden. Damit sehen wir, wie im vorherigen Argument, dass f
ein Teiler von f” ist, was aus Gradgriinden nur moglich ist, wenn f/ = o gilt. O
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Uberlegen Sie sich, dass man auf die Voraussetzung, dass f irreduzibel sei, im obigen Satz
nicht verzichten kann.

Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so ist das Polynom X? — a (mit a € K) nicht separa-
bel, denn seine Ableitung verschwindet, so dass jede Nullstelle eine mehrfache Nullstelle
ist. Ist c eine Nullstelle dieses Polynoms (in einem geeigneten Erweiterungskorper von K),
sogiltdort X? —a = X — c? = (X — c)P, also ist c eine p-fache Nullstelle von X? — a. Es gibt
also, wenn iiberhaupt eine p-te Wurzel von a existiert, genau eine p-te Wurzel! Entsprechend
verhilt es sich mit p"-ten Wurzeln fiir r > 1, und allgemeiner haben wir den folgenden Satz.

SATZ 5.10. Sei K ein Korper der Charakteristik p > o und sei f € K|[X] irreduzibel. Seir € N maximal
mit der Eigenschafl, dass f die Form g(X?") fiir ein Polynom g € K[X| hat. Dann ist g durch f eindeutig
bestimmt, separabel und irreduzibel.

Jede Nullstelle von f hat die Vielfachheit p", und die Nullstellen von f (in einem algebraischen Abschluss K
von K) sind gerade die p”-ten Wurzeln der Nullstellen von g.

In der Situation des Satzes ist also f genau dann separabel, wenn f = g oder dquivalentr = 0
gilt.

BEWEIS. Esist klar, dass g durch die angegebene Beschreibung eindeutig bestimmt
ist. Hitte g eine Zerlegung als Produkt von nicht-konstanten Polynomen, so wiirden wir
durch Einsetzen von X?' fiir X eine nicht-triviale Zerlegung von f erhalten, im Widerspruch
zur Irreduzibilitiat von f. Wegen der Maximalitét von r ist nicht jede Potenz von X, die in
g mit Koeffizient # o auftritt, durch p teilbar. Daher ist ¢’ nicht das Nullpolynom. Weil g
irreduzibel ist, ist g nach Satz 5.9 separabel.

Offenbargilt f («) = o genaudann,wenng(a?' ) = oist. Wirschreibeng = y(X—8,) - - - (X—5,)
mit y,B; € K. Seiq; € K das eindeutig bestimmte Element mital = ;. Es folgt

f= yH(X”' —of') = YH(X —a)V

und wir sehen, dass jede Nullstelle von f (in K) Vielfachheit p” hat. (Diese Aussage gilt auch,
wenn diese Nullstellen von f in Teilkdrpern von K betrachtet werden.) O

DEFINITION 5.11. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung.

(1) Ein Element a € L heif3t separabel iiber K, wenn ein separables Polynom p € K[X] \ {o}
existiert mit p(a) = o. Es ist dquivalent zu fordern, dass das Minimalpolynom von a
iiber K separabel sei.

(2) Ein Elementa € L, das nicht separabel iiber K ist, heif3t inseparabel.
(3) Die Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes Element von L tiber K separabel
ist.

(4) Istdie Erweiterung L/K nicht separabel, so heif3t sie inseparabel. Ist sogar jedes Element
von L, das nicht in K liegt, inseparabel iiber K, dann nennt man die Erweiterung L/K
rein inseparabel.

Aus dem oben Gesagten folgt, dass jede algebraische Erweiterung von Kérpern der Charak-
teristik o separabel ist. Ist K ein Korper der Charakteristik p > ound L/K eine Erweiterung,
deren Grad nicht von p geteilt wird, dann ist die Erweiterung (warum?) separabel.



94 5. GALOIS-THEORIE

BEISPIEL 5.12. Seip eine Primzahl. Sei K = F,(T) = Quot(F,[T]) der Kérper der rationalen
Funktionenin T iiber F,. Das Polynom X? — T ist irreduzibel nach dem Eisenstein-Kriterium
(Satz 3.53). Sei VT die eindeutig bestimmte Nullstelle des Polynoms X? — T in einem fixierten
algebraischen Abschluss von K. Dann ist L := K[/T] ein Erweiterungskérper von K (vom

Grad p), derart dass die Erweiterung L/K nicht separabel ist, denn das Element ¥/T ist nicht
separabel iiber K. O

DEFINITION 5.13. Ein Korper K heifit perfekt (oder: vollkommen), wenn jede algebraische
Erweiterung von K separabel ist. —

Aus dem oben Gesagten folgt, dass ein irreduzibles Polynom f iiber einem Kérper K (zum
Beispiel das Minimalpolynom eines algebraischen Elements eines Erweiterungskorpers)
hochstens dann nicht separabel sein kann, wenn K positive Charakteristik p hat und p den
Grad von f teilt. Damit erhalten wir:

KOROLLAR 5.14. (1) Jeder Korper der Charakteristik O ist ein perfekter Korper.

(2) IstK ein Korper der Charakteristik p > o und ist L/K eine endliche Erweiterung, deren Grad nicht
von p geteilt wird, dann ist die Erweiterung L/K separabel.

In positiver Charakteristik haben wir die folgende Charakterisierung perfekter Korper.
Dabei benutzen wir den Frobenius-Homomorphismus aus Beispiel 3.2.

SATZ 5.15. Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0. Dann sind dquivalent:

(i) Der Korper K ist perfekt.
(ii) Jede endliche Erweiterung von K ist separabel.

(iii) Der Frobenius-Homomorphismus K — K, x — x?, ist surjektiv (und folglich ein Isomorphismus).

BEwEIs. Trivialerweise folgt (ii) aus (i). Nun gelte (ii). Um (iii) zu zeigen, betrachten wir
y € K. Das Polynom XP — y hat in einem endlichen Erweiterungskérper L eine Nullstelle
x. Es gilt dann minpoli( | (XP — y) und andererseits X —y = X? —x? = (X — x)P. Weil
die Erweiterung L/K separabel ist, hat minpol , nur einfache Nullstellen. Insgesamt folgt
minpolx,K = X —x, alsox € K. Somit liegt y im Bild des Frobenius-Homomorphismus.

Nun gelte (iii). Wir zeigen, dass jede Erweiterung L/K separabel ist. Seia € Lund f =
minpol .. Seienrund g wie in Satz 5.10 definiert, also f = g(X”") und g hat nur einfache

Nullstellen. Wir wollen zeigen, dass r = o (also g = f) gilt. Wir schreiben g = Zl" b, X!

=0
und wihlen g; € K mita? = b;. (Weil die Abbildung x — x” und damit auch die Abbildung
x — x¥’ surjektiv ist, ist das moglich.) Dann ist

n n r
f=) bX¥ = (Z a,.xi> :
i=0 i=0

Weil f irreduzibel ist, impliziert das p" = 1, also r = 0, wie gewiinscht. O

KOROLLAR 5.16. Jeder endliche Kérper ist perfekt.

BEwEIS. Weil der Frobenius-Homomorphismus wie jeder Homomorphismus zwischen
Korpern injektivist und ein endlicher Kérper gegeben ist, ist der Frobenius-Homomorphismus
auch surjektiv. Aus der Charakterisierung perfekter Kérper im vorherigen Satz folgt die
Behauptung. 0
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Wir wollen nun zeigen, dass jede Kérpererweiterung L/K, die erzeugt wird durch Elemente
von L, die iiber K separabel sind, eine separable Erweiterung ist. (Mit anderen Worten:
Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von separablen Elementen sind wieder
separabel.) Ahnlich wie beim analogen Ergebnis fiir den Begriff »algebraisch« (wo wir zum
Beweis den Grad einer Korpererweiterung eingefithrt haben), brauchen wir auch an dieser
Stelle einen neuen Begriff, den sogenannten Separabilititsgrad einer Kérpererweiterung, der
uns erlaubt zu messen, »wie nah« die Erweiterung an einer separablen Erweiterung ist.

DEFINITION 5.17. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und sei K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann heif3t

[L:K];:=#Homg(L,K) €NU{oo}
der Separabilititsgrad der Erweiterung L/K. =

LEMMA 5.18. Ist L/K eine einfache Erweiterung, etwa L = K(a), dannist [L : K], < [L : K] und
Gleichheit gilt genau dann, wenn a separabel iiber K ist.

BEwEIs. Nach Satz 4.25 ist [L : K] gerade die Anzahl der Nullstellen von minpol .
Nach Lemma 4.17 ist deg(minpol ) = [L : K]. Daraus folgt die Behauptung. O

Um allgemeinere Erweiterungen zu betrachten, beweisen wir zuerst, dass sich der Separabi-
litdtsgrad, ebenso wie der Grad, multiplikativ in einem Turm von Erweiterungen verhalt.

LEMMA 5.19. Seien E/K und L/E endliche Kérpererweiterungen. Dann gilt
[L:K];=IL:E|[E: K.

(Fur den Fall, dass nicht alle Separabilitdtsgrade hier endlich sind, ist die Aussage so zu
interpretieren, dass die linke Seite genau dann unendlich ist, wenn (mindestens) einer der
Faktoren auf der rechten Seite unendlich ist.)

BEWEIS. SeiK ein algebraischer Abschluss von K. Durch Einschrinkung von K-Homo-
morphismen erhalten wir eine Abbildung

R:Hom(L,K) — Homg(E,K), o+ g

Wir untersuchen die Fasern dieser Abbildung. Fiirr € Homg (E, K) lasst sich  nach Satz 4.33
zu einem K-Homomorphismus L — K fortsetzen, also ist die Faser R~'(r) nicht-leer. Ist
0, € R7'(r) ein fixiertes Element, das wir fortsetzen zu ¢,: K — K (wieder mit Satz 4.33,
dessen zweiter Teil zeigt, dass sig~mao ein Isomorphismus ist), dann ist die Abbildung

R7'(r) - Homg(L,K), o~ d5'o0
bijektiv. Jedenfalls ist 6" o o ein E-Homomorphismus, denn fiir ¢ € E gilt
(05" 0 0)(a) = 65 (1(a)) = 65" (05(a)) = @
Die Bijektivitit folgt, weil die Abbildung eine Umkehrabbildung hat, ndmlich o — 6, 0 0.)
Jede Faser R~(r) von R hat also [L : E|, Elemente. Weil Homg (L, K) die disjunkte Vereinigung

der Fasern von R ist und es # Homy (E,K) = [E : K], Fasern gibt, folgt die behauptete
Gleichheit. O

LEMMA 5.20. Fiir jede endliche Kérpererweiterung L/K gilt [L : K|, < [L: K].
BEWEIS. Wegen der Multiplikativit des Separabilitdtsgrades in einem Turm von Erwei-

terungen geniigt es, die Behauptung fiir einfache Erweiterungen zu zeigen. In diesem Fall
haben wir die Aussage aber bereits in Lemma 5.18 notiert. O
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Man kann auch zeigen (siehe Satz 5.33), dass fiir eine endliche Kérpererweiterung L/K
der Separabilititsgrad immer ein Teiler des Grads ist und dass der Quotient [L : K]/[L : K],
gleich 1 oder sonst eine Potenz der (notwendigerweise positiven) Charakteristik p von K ist.

SATZ 5.21. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Es sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist separabel.
(ii) Es gibt separable Elementea,, ...,a, € LmitL = K(a,, ..., a,).
(iii) Esgilt[L : K], = [L : K].

BEWEIs. Wenn (i)gilt, dann folgt (ii) - wir konnen ein beliebiges endliches Erzeugenden-
system der Erweiterung L/K hernehmen. Ist (ii) gegeben, so erhalten wir (iii) aus Lemma 5.18,
indem wir die Multiplikativitdt des Separabilitdtsgrades ausnutzen fiir die Kette

K CK(a;) CK(ay,a,) C--- CK(ay,...,a,) = L.

ey Uy

(Nach Voraussetzung ist ; separabel iiber K, also erst recht iiber jedem Erweiterungskorper
EvonK, denn minpol . | minpol ,.)

Schliellich zeigen wir die Implikation (iii) = (i). Seia € L. Aus
[L:K]SZ[L:KL [L:K(a)]sé [L:K(a)L [K(tl) :K]sé [K(a) :K]
und der Multiplikativitdt von Separabilititsgrad und gewohnlichem Grad folgt mit der

Voraussetzung (iii), dass [K(a) : K], = [K(a) : K] gilt. Also ist das Element a separabel iiber K
(Lemma 5.18). O

BEMERKUNG 5.22. Ist L/K separabel, dann gilt immer [L : K], = [L : K], mit anderen
Worten: Es ist dann L/K genau dann endlich, wenn [L : K], endlich ist. Es ist ndmlich
[E : K], < [L: K|, fiir jeden Zwischenkorper E von L/K, und eine unendliche Erweiterung
besitzt Zwischenkorper beliebig hohen endlichen Grades {iber dem Grundkorper. O

Entsprechendes gilt dann auch fiir nicht notwendig endlich erzeugte Erweiterungen:

KOROLLAR 5.23. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und M C L eine Teilmenge mit L =
K(M). Sind alle Elemente aus M separabel iiber K, dann ist die Erweiterung L/K separabel.

BEwEIs. Das folgt aus den vorherigen Ergebnissen, weil jedes Element von K(M) in
einem Teilkorper von K(M) enthalten ist, der von einer geeignet gewihlten endlichen Teil-
menge von M erzeugt wird. Vergleiche den Beweis von Korollar 4.19. O

KOROLLAR 5.24. Seien L/E und E/K algebraische Kérpererweiterungen. Dann ist dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist separabel.
(ii) Die Erweiterungen L/E und E/K sind separabel.

BEwWEIs. Wenn L/K endlich ist, folgt die Behauptung direkt aus dem oben Gesagten,
indem wir Grad und Separabilitdtsgrad dieser Erweiterungen betrachten. Den allgemeinen
Fall kénnen wir wie folgt darauf zuriickfithren. Dass (ii) aus (i) folgt, ist einfach. Sei nun (ii)
gegebenund a € L. Sei minpol . = Zf:o a;X',a; € Eund E' = K(a,, ...,a;). Weil a iiber E
separabel ist, hat minpol _ nur einfache Nullstellen. Deshalb ist a auch separabel iiber E’,
denn das Minimalpolynom von « iiber E’ ist dasselbe Polynom. Weil E iiber K separabel
ist, ist auch E’ separabel iiber K. Weil die Erweiterungen E’'(a)/E’ und E’'/K endlich und
separabel sind, ist auch E’(a)/K separabel, insbesondere ist a separabel iiber K. O



5.2. SEPARABLE KORPERERWEITERUNGEN 97

Wir schliefien diesen Abschnitt ab mit dem Satz vom primitiven Element, der sowohl ein fiir
sich genommen interessantes Ergebnis darstellt, als auch spiter fiir uns beim Studium von
»Galois-Erweiterungen« niitzlich sein wird.

SATZ 5.25 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung.
Dann existiert a € L mit L = K(a). Wir nennen a ein primitives Element der Erweiterung L/K.

BEWEIS. Wenn K und damit auch L endlich ist, kénnen wir fiir ¢ irgendeinen Erzeuger
der multiplikativen Gruppe L* wihlen (nach Korollar 2.49 ist diese Gruppe zyklisch). Sei
nun K unendlich und sei K ein algebraischer Abschluss von K.

Jedenfalls ist L iiber K endlich erzeugt, und per Induktion kénnen wir uns auf den Fall
beschrinken, dass L = K(f, y) von zwei Elementen erzeugt wird.

Es geniigt nun, ein Element a mit [K(a) : K|, = [L : K], = [L : K] zu finden, oder mit
anderen Worten ein Element « € L, fiir das die Einschrinkungsabbildung Homg (L, K) —
Homy (K(a), K) injektiv ist. (Wir wissen ja bereits, dass diese Abbildung immer surjektiv ist.)
Die Injektivitit ist dazu dquivalent, dass die Bilder o(a) von « fiir 0 € Homy (L, K) paarweise
verschieden sind.

Wir machen den Ansatz a = bf + y fiir ein Element b € K, das noch geeignet zu wihlen ist.
Die Bedingung, die b erfiillen muss, ist

bo(B) +o(y) # br(B) + t(y) fiiro #t € Homg(L,K),

oder mit anderen Worten

[T®(@B) —(®) + (o(y) —1(y))) #o.
o#£T

(Das Produkt wird hier und im Folgenden iiber alle & # r € Homg (L, K) gebildet.) Das heifit,
dass b keine Nullstelle des Polynoms

f=TIUeB) —(B)X + (o(y) — 2(y))) € KIX]
o#T

ist. Wenn o(B) = 7(f) und o(y) = (y) gilt, dann folgt 0 = 7, weil L von f und y erzeugt wird.
Faktoren mit ¢ = 7 treten im Produkt nicht auf; also ist f # 0. Daher hat f hochstens endlich
viele Nullstellen in K. Weil K unendlich ist, existiert also b € K mit f(b) # o und dann ist
bB + y ein Element von L, das L iiber K erzeugt. O
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Lieber Herr Hasse!

Ich méchte Ihnen doch auch noch den Galoisschen Beweis fiir die Existenz
des primitiven Elements zur eventuellen Aufnahme in Ihr Buch angeben.1) Bei Galois
(in seiner groBen Abhandlung tiber die Auflésung durch Radikale) steht er fiir den Fall,
daB es sich..

So beginnt eine Postkarte® von Emmy Noether? an Helmut Hasse®. (Aus
dem von Lemmermeyer und Roquette herausgegebenen Buch tber die Korrespondenz
Noether—Hassed, PDF kostenlos verfiigbar.)

»Sehen« Sie, dass es sich um »denselben« Beweis handelt, wie wir ihn
gegeben haben?

“https://www.mathi.uni-heidelberg.de/%7Eroquette/hasse-noether/hano_003_10-
11-192_.html

b https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
‘https://de.wikipedia.org/wiki/Helmut_Hasse

dhttps ://univerlag.uni-goettingen.de/handle/3/isbn-3-938616-35-0

ERGANZUNG 5.26. Es gilt der folgende Satz:
SATZ 5.27. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

1) Die Erweiterung L/K besitzt ein primitives Element, d.h. es existiert a € LmitL = K(a).
g p
(ii) Die Erweiterung L/K hat nur endlich viele Zwischenkorper.

BEWEIS. Vielleicht als Ubung... U

U Ergédnzung 5.26

5.3. Rein inseparable Korpererweiterungen *

Wir hatten definiert:

DEFINITION 5.28. Eine algebraische Kérpererweiterung L/K heifdt rein inseparabel, wenn
jedes Element a € L \ K tiber K inseparabel ist. —

Wir hatten auch schon gesehen (vergleiche Satz 5.9), dass es nicht-triviale rein inseparable
Erweiterungen eines Kérpers K nur geben kann, wenn K positive Charakteristik hat.

SATZ 5.29. Sei K ein Korper von positiver Charakteristik p und sei L/K eine rein inseparable Korperer-
weiterung. Dann gibt es fiir jedes a € Leine Zahlr € Nmita? € K. Istr mit dieser Eigenschaft minimal
gewdhlt, so gilt [K(a) : K] = p" und minpol . = X —a.

BEWEIs. Seia € L,f = minpolmK und g das im Sinne von Satz 5.10 zu f gehorige

Polynom, etwaf = g(X” ). Dannista” € L eine Nullstelle des separablen Polynoms g € K[X],
ist also separabel iiber K und liegt demnach angesichts unserer Voraussetzung in K. Es folgt
o’ € K und auch deg(g) = 1, alsoist [K(a) : K] = deg(f) = p" und f = X? — a”'. Weil kein
normiertes Polynom in K[X] vom Grad < p” existiert, das « als Nullstelle hat, ist klar, dass r
minimal ist mit der Eigenschaft a” ¢ K. O


https://www.mathi.uni-heidelberg.de/%7Eroquette/hasse-noether/hano_003_10-11-192_.html
https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Helmut_Hasse
https://univerlag.uni-goettingen.de/handle/3/isbn-3-938616-35-0
https://univerlag.uni-goettingen.de/handle/3/isbn-3-938616-35-0
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SATZ 5.30. Sei K ein Korper von positiver Charakteristik p. Sei L /K eine algebraische Korpererweiterung.
Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist rein inseparabel.
(i) Fiirjedes a € Lexistiertr > o mita? € K.
(iii) Esgilt[L : K], = L

BEWEIS. Die Implikation (i) = (ii) haben wir bereits gezeigt. Nun gelte (ii)und seio: L —
K ein K-Homomorphismus von L in einen algebraischen Abschluss von K. Sei « € Lund r so
gewihlt,dassa? € K gilt. Dann teilt minpol . dasPolynom XV —a” = (X—a)? ,dasnureine
einzige Nullstelle hat. Unter ¢ muss daher « auf die eindeutig bestimmte Nullstelle dieses
Polynoms in K abgebildet werden, oder mit anderen Worten: auf die eindeutig bestimmte
p"-te Wurzel von o in K. Da fiir jedes « € L das Bild unter o eindeutig bestimmt ist, gibt es
nur genau einen K-Homomorphismus von L nach K. Das bedeutet genau, dass [L : K], = 1
ist.

Gilt schliellich (iii) und ist & € L separabel iiber K, dann folgt aus der Multiplikativitét des
Separabilititsgrads, dass [K(a) : K], = 1ist. Weil a separabel iiber K ist, gilt andererseits
[K(a) : K], = [K(a) : K].Es folgta € K. O

KOROLLAR 5.31. Seien M/L und L/K algebraische Korpererweiterungen. Dann ist dquivalent:

(i) Die Erweiterungen M/L und L/K sind rein inseparabel.

(ii) Die Erweiterung M /K ist rein inseparabel.

BEWEIS. Das folgt aus dem vorherigen Satz und der Multiplikativitit des Separabili-
tatsgrads (Lemma 5.19). O

KOROLLAR 5.32. Sei K ein Korper der Charakteristik p > o und sei L/K eine endliche rein inseparable
Korpererweiterung. Dann ist [L : K] eine Potenz von p.

BEWEISs. Wir fithren Induktion nach dem Grad [L : K]. Im Fall [L : K] = 1ist nichts zu
zeigen. Andernfalls seia € L\ K. In Satz 5.29 haben wir bereits gesehen, dass [K(«) : K]
eine Potenz von p ist. Nach Korollar 5.32 ist die Erweiterung L/K(a) rein inseparabel. Nach
Induktionsvoraussetzung ist ihr Grad eine Potenz von p. Aus der Gradformel folgt nun die
Behauptung. O

SATZ 5.33. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Dann heifit
E := {a € L; aist separabel iiber K }

der separable Abschluss von K in L. Es ist E ein Teilkorper von L, die Erweiterung E /K ist separabel,
die Erweiterung L/E ist rein inseparabel und es gilt (wenn [L : K| endlich ist):

IL:K]=[L:K],-[L:E]

BEWEIS. Der Teilkorper K(E) von L, der von E tiber K erzeugt wird, ist separabel iiber
K, weil er von separablen Elementen erzeugt wird (vergleiche Satz 5.21). Das bedeutet aber
K(E) = E, also ist E tatséchlich ein Kérper. Es ist dann klar, dass E/K separabel ist.

Es ist auch klar, dass L/E rein inseparabel ist, denn ist a € L separabel iiber E, dann ist
auch separabel iiber K (nach Korollar 5.24), liegt also in E.

Fiir die Behauptung am Schluss geniigt es, [L : K], = [E : K] zu zeigen, oder dquivalent
[L: K], = [E : K|,. Aber List, wie gerade bemerkt, rein inseparabel iiber E, also zeigt Satz 5.30,
dass [L : E]; = 1gilt. Die Gleichheit [L : K], = [E : K], folgt daher aus der Multiplikativitat
des Separabilititsgrads (Lemma 5.19). O
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Man kann auch zeigen, dass der im obigen Satz beschriebene separable Abschluss von K in
L der eindeutig bestimmte Zwischenkorper E von L/K ist, so dass E/K separabelund L/K
rein inseparabel ist. Wenn L {iber K normal ist, dann ist auch der separable Abschluss von K
in L normal iiber K.

BEMERKUNG 5.34. Fiir eine normale Erweiterung L/K existiert andererseits ein (eindeutig
bestimmter) Zwischenkorper E’, so dass E’' /K rein inseparabel und L/E’ separabel ist. Und
zwar besteht E' genau aus denjenigen Elementenvon L, die unter jedem K-Homomorphismus
L — L auf sich selbst abgebildet werden. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass der so definierte
Korper E’ iiber K rein inseparabel ist. Um zu zeigen, dass L/E’ separabel ist, kann man
Satz 5.4 4 aus dem néchsten Kapitel benutzen. Es ist E' normal iiber K. O

DEFINITION 5.35. Man nennt einen Korper K separabel abgeschlossen, wenn jede algebraische
Erweiterung von K rein inseparabel ist. .

Sei K ein Korper. Wir konnen nun zeigen, dass der im Beweis von Theorem 4.31 konstruierte
Erweiterungskorper C(K) algebraisch abgeschlossen ist. Das heifdt, dass man bei der Kon-
struktion eines algebraischen Abschlusses von K darauf verzichten kann, diese Konstruktion
zu iterieren und dann die Vereinigung zu bilden. Es gilt ndmlich:

SATZ 5.36. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, so dass jedes Polynom in K [X] eine Nullstelle
in L hat. Dann ist L algebraisch abgeschlossen.

BEWEISSKIZZE. Es geniigt zu zeigen, dass L perfekt und separabel abgeschlossen ist,
denn dann ist jede algebraische Kdrpererweiterung von L sowohl separabel als auch rein
inseparabel, also trivial. Ist E ein perfekter Kérper und E'/E eine algebraische Erweiterung,
dann ist auch E’ perfekt (Ubung). Die entsprechende Aussage gilt auch fiir die Eigenschaft
separabel abgeschlossen. Es geniigt also zu zeigen, dass die Erweiterung L/K einerseits einen
perfekten und andererseits einen separabel abgeschlossenen Zwischenkorper enthilt. Das
folgt aus den folgenden beiden Behauptungen. (Im Fall, dass K und damit auch L Charakte-
ristik o hat, ist L »automatisch« perfekt, und es geniigt, die erste Behauptung zu zeigen.)

Behauptung. Sei K, C L der separable Abschluss von K in L. Dann ist K, separabel abgeschlos-
sen.

Begriindung. Es genligt zu zeigen, dass K, keine nicht-trivialen einfachen separablen Erwei-
terungen hat. Sei eine einfache separable Erweiterung K («)/K gegeben. Dann ist a auch
separabel iber K (weil K, /K separabel ist, folgt das aus Korollar 5.24). Ist E ein Zerfdllungs-
korper von minpol . iiber K, dann ist E ebenfalls endlich und separabel iiber K. Nach dem

Satz vom primitiveri Element (Satz 5.25) handelt es sich also um eine einfache Erweiterung,
etwa E = K(y), y € E. Nach Voraussetzung hat minpoly ¢ eine Nullstelle B in L. Die Zuord-

nung y — f gibt uns dann einen K-Homomorphismus K(y) — L (vergleiche Satz 4.25),
also zerfillt minpol . tiber L vollstindig in Linearfaktoren. Dies gilt sogar liber K, weil

K

s

minpolmK separabel ist. Weil minpolm ein irreduzibler Teiler von minpolmK in K, [X] ist,

folgt deg(minpol , ) =1,alsoa € K,.

Behauptung. Wir betrachten nun den Fall positiver Charakteristik p. Sei K; C L definiert durch
K; = {a € L; es existiert r > o mita” € K}.
Dann ist K; ein perfekter Teilkorper von K.

Begriindung. Man rechnet leicht direkt nach, dass K; ein Teilkérper von L ist. Angenommen,
K; wire nicht perfekt. Nach Satz 5.15 ist die Abbildung K; — K;, x — xP nicht surjektiv. Sei
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a € K; ein Element, das nicht im Bild liegt. Nach Definition von K; existiert dann r > o mit
a” € K.Seinun f € L eine Nullstelle des Polynoms X¥" — o € K[X], es gilt also ¥ = o
Insbesondere ist § ein Element von K;. Dariiber hinaus folgt f¥ = a € K;. Dann besitzt aber
a in K; die p-te Wurzel 8, im Widerspruch dazu, dass wir a als ein Element gewéhlt hatten,
dass nicht im Bild des Frobenius-Homomorphismus liegt. 0

5.4. Endliche Korper

SAaTz 5.37. Sei K ein endlicher Kérper. Dann hat K positive Charakteristik p und die Anzahl q der
Elemente von K ist eine Potenz von p. Fiir allex € K giltx7 = x.

BEWEIS. Der Ringhomomorphismus Z — K kann nicht injektiv sein, weil K endlich ist.
Folglich hat K positive Charakteristik p. Dann ist der Primkérper von K (isomorph zu) F,
und damit ist K ein F,-Vektorraum. Weil K endlich ist, ist K als F,-Vektorraum endlichdi-

dim
Fp

mensional und hat folglich p X Elemente.

Istx € K*,soteilt die Ordnung von x als Element der Gruppe K* die Ordnung dieser Gruppe,
also g — 1. Das bedeutet x7~' = 1. Also gilt x/ = x, und diese Gleichheit gilt natiirlich auch fiir
x = 0. |

SATZ 5.38. Seip eine Primzahl. Zu jedemr € N, gibt es einen Kérper mit q := p” Elementen. Dieser
Kérper ist ein Zerfallungskorper des Polynoms X9 — X € F,[X].

Sind K, K’ endliche Korper mit #K = #K’, dann existiert ein Korperisomorphismus K = K'.

BEWEIS. Sei Fp ein algebraischer Abschluss von FF,.. Die Menge
K:=V(X1—-X,F,) ={xecF,;x! =x}

bildet einen Teilkérper von Fp, wie man leicht nachpriift. Es handelt sich ndmlich genau

um die Menge der Elemente von Fp, die unter dem g-Frobenius-Homomorphismus x — x9
(Beispiel 3.2) auf sich selbst abgebildet werden. Vergleiche Satz 5.43.

Die Ableitung des Polynoms X7 — X ist —1I, also hat X7 — X nur einfache Nullstellen, und es
folgt #K = q. Aus der Definition folgt auch direkt, dass K der Zerfallungskorper von X7 — X
in Fp ist. Aus dieser Charakterisierung folgt auch die Eindeutigkeit bis auf Isomorphismus
(siehe Satz 5.3). O

SATZ 5.39. Sei Fp ein algebraischer Abschluss des Korpers I, Fiir jedesr € N enthdltFp genau einen
Teilkorper ¥, mit p" Elementen und es gilt

F,=JF,.
r>1

Fiirr,s € Ngilt genaudannF,, C IF s, wennr | s gilt.

BEWEIS. Seig = p’. Die Nullstellenmenge von X7 — X in Fp bildet einen Teilkérper mit g
Elementen. Andererseits gilt fiir jedes Element x eines (Teil-)Korpers mit g Elementen, dass
x7 = x, also dass x eine Nullstelle von X9 — X ist. Das zeigt die Eindeutigkeit.

WennF,, C F, dannistF ps €in endlichdimensionaler Fy -Vektorraum, hat also Kardinalitat
p* = p'®, wobei d die Dimension bezeichne. Ist andererseits r ein Teiler von s, etwa s = rd und
daher p* = (p")4,undx € F,,dann gilt X =) = (- (xP)) . WP =x,alsox € Fy. Es
folgt Fp, - Fps. O

SATZ 5.40. Jede Erweiterung L/K endlicher Korper ist normal und separabel.
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BEwEIS. Weil L endlich ist, ist L als K-Vektorraum endlich erzeugt, die Erweiterung
L/K also notwendigerweise endlich. Wir haben bereits gesehen (Korollar 5.16), dass endliche
Korper vollkommen sind. Ist schlie8lich #L = q und p die Charakteristik von K und L, dann
ist L der Zerfallungskdrper von X — X € F,[X] C K[X], also ist L normal iiber K. O

ERGANZUNG 5.41 (Anwendungen endlicher Kérper). Endliche Koérper sind nicht nur von
theoretischem Interesse (besonders zum Beispiel in der Zahlentheorie, aber auch in der Kom-
binatorik), sondern spielen auch in Anwendungen eine Rolle, inbesondere in der Informatik.
Einige Stichpunkte dazu sind

e Kryptographie, zum Beispiel RSA (siehe Bemerkung LAI.4.22, Bemerkung LA1.8.58),
Kryptographie mit elliptischen Kurven, siehe [We],

o Kodierungstheorie, siehe Kapitel LAI.12 und die dort gegebenen Verweise,

e Linear riickgekoppelte Schieberegister' (englisch: Linear Feedback Shift Register,
LFSR), Pseudozufallszahlengeneratoren, siehe auch [Ld], Beispiel 3.3.9.

U Ergédnzung 5.41

5.5. Galois-Erweiterungen

5.5.1. Definition des Begriffs Galois-Erweiterung. Ist L ein Koérper, so bezeichnen wir
mit Aut(L) die Gruppe (beziiglich der Verkettung von Abbildungen) aller Kérperautomor-
phismen L — L.

Sei L/K eine Korpererweiterung. Wir bezeichnen mit Auty (L) die Gruppe aller K-Automor-
phismen von L, also aller Isomorphismen L — L von K-Algebren. Konkret ausgeschrieben
bedeutet das:

Autg (L) = {0: L — L Kérperautomorphismus; o(x) = x fur allex € K}.

BEMERKUNG 5.42. Ist L/K algebraisch — und das ist der Fall, fiir den wir uns interessie-
ren, dann ist Autg(L) = Homg(L,L), denn jeder K-Homomorphismus o: L — L ist bi-
jektiv. Die Injektivitat ist klar. Die Surjektivitit zeigen wir wie folgt: Sei @ € L. Die Menge
V(minpola* L) der Nullstellen des Minimalpolynoms von a in L ist eine endliche Teilmenge,
die von o nach Satz 4.25 in sich abgebildet wird. Weil o injektiv ist, impliziert die Endlichkeit,
dass o eine Bijektion dieser Menge mit sich selbst induziert. Insbesondere liegt a im Bild
von 0. O

SATZ 5.43. (1) Sei L ein Korper und sei G eine Gruppe, die auf L durch Korperautomorphismen operiert.
(Es ist also eine Operation G x L — L gegeben, derart dass das Bild des zugehérige Gruppenhomo-
morphismus G — Bij(L) in Aut(L) liegt.)

Dann ist
LC := {x € L; 0(x) = x fiirallec € G}
ein Teilkorper von L, der sogenannte Fixkorper unter der Operation von G.

(2) Ist L/K eine Korpererweiterung und operiert die Gruppe G auf L durch K-Automorphismen, so ist
LC ein Zwischenkérper der Erweiterung L/K.

BEWEIS. Zum Beweis ist im Grunde nichts zu sagen: Alle Aussagen kann man leicht
direkt nachpriifen. O

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Linear_riickgekoppeltes_Schieberegister
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In den meisten Féllen, in denen wir den Fixkorper unter einer Gruppe G betrachten, ist G
einfach eine Untergruppe von Aut(L).

Wir definieren nun den Begriff der Galois-Erweiterung, der fiir den weiteren Verlauf zentral
ist.
SATZ 5.44. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Essind dquivalent:

(i) Esgilt
K = LAutK(L).

(ii) Es gibt eine Untergruppe G C Aut(L), so dass
K=1L°
gilt.
(iii) Die Erweiterung L/K ist normal und separabel.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann heifst die Erweiterung L/K galoissch oder eine Galois-
Erweiterung. In diesem Fall nennen wir Gal(L/K ) := Autg (L) die Galois-Gruppe der Erweite-
rung L/K.

(2) Sei L/K galoissch und G wie in (ii). Die Erweiterung ist genau dann endlich, wenn #G endlich ist. In
diesem Fall gilt G = Gal(L/K ) und # Gal(L/K) = [L : K].

BEWEIS. Zu (1). Die Implikation (i) = (ii) ist offensichtlich.

(ii) = (iii). Die Bedingung K = LC impliziert, dass G C Autg(L) = Homg(L, L) ist. Wir
betrachten die Bahn von a unter G, also die Teilmenge {o(a); 0 € G} von L. Dies ist eine
Teilmenge der Menge der Nullstellen von minpol . in L, also eine endliche Menge.

Es sei

f=1l&-p eLx.

peGa

Behauptung. Es gilt f € K[X], d.h. alle Koeffizienten von f werden von den Elementen von G
fixiert.

Begriindung. Ist 0 € G, dann ist die Abbildung 8 — o(B) eine Bijektion Ga — Ga. Also gilt
f= HﬁeGa (X — o(B)), und weil o durch einen Homomorphismus L — L wirkt, ist die rechte

Seite genau das Polynom, das aus f durch Anwenden von o auf alle Koeffizienten entsteht.

Wir haben damit ein separables Polynom in K[X] gefunden, das « als Nullstelle hat und das
iiber L vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt. Der Korper L ist der Zerfallungskorper aller
dieser separablen Polynome iiber K und ist folglich normal und separabel iiber K.

Als nichstes zeigen wir die Implikation (iii) = (i). Dass K C LAu(L) gilt, ist klar. Ist anderer-
seitsa € L, a ¢ K, dann hat das Minimalpolynom von a iiber K Grad > 1. Weil L/K normal
ist, zerfillt es {iber L vollstdndig in Linearfaktoren und wegen der Separabilitit hat es eine
von a verschiedene Nullstelle 8. Wir erhalten einen K-Homomorphismus K[a] — L, a — S,
den wir zu einem K-Automorphismus von L fortsetzen kénnen (hier benutzen wir noch
einmal die Normalitit der Erweiterung L/K ). Weil dieser Automorphismus a nicht auf sich
selbst abbildet, ist o ¢ LA"x(L), Damit ist auch die andere Inklusion bewiesen.

Zu(2). Sei L/K galoissch. Dannist # Gal(L/K) = [L : K], = [L : K] (fiir die erste Gleichheit
benutzen wir die Normalitit der Erweiterung, fiir die zweite die Separabilitit, vergleiche
Bemerkung 5.22). Es bleibt noch zu zeigen, dass L/K endlich ist, wenn die Untergruppe
G von Gal(L/K) endlich ist, und dass dann G = Gal(L/K) gilt. Dazu geniigt es nun zu
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zeigen, dass [L : K| < #G gilt. Aus dem obigen Beweis der Implikation (ii) = (iii) folgt,
dass deg(minpol ) < #G fiiralle a € Lgilt. Ist L/K endlich, so besitzt die Erweiterung
wegen der Separabilitét ein primitives Element und es folgt [L : K] < #G.Ist L/K unendlich,
so enthdlt L Elemente mit Minimalpolynom beliebig hohen Grades, und es folgt, dass G
unendlich sein muss. O

Evariste Galois

Ein wesentlicher Durchbruch beim Verstiandnis von algebraischen Kérpererweiterun-
gen (im Sinne des heutigen Sprachgebrauchs, Begriffe wie Korper, Korpererweiterung
und auch Gruppe gab es damals noch nicht) gelang dem franzésischen Mathematiker
Evariste Galois® (1811-1832), nach dem die hier behandelte Theorie heute benannt ist.
Galois starb schon im Alter von 20 Jahren, und zwar bei einem Duell. Seine mathe-
matische Karriere verlief nicht geradlinig, und seine Manuskripte wurden teils erst
lange nach seinem Tod als relevant wahrgenommen und veroffentlicht.

Fiir weitere Informationen konnen Sie zum Beispiel die folgenden Quellen konsultie-
ren:

Die Einfiihrung des Buchs von Bosch [Bo-A], die die geschichtliche Entwicklung der
Theorie der Losbarkeit algebraischer Gleichungen zusammenfasst. (Oder wesentlich
ausfiihrlicher zu diesem Thema: Jean-Pierre Tignol, Galois’ Theory of Algebraic Equations,
2nd ed., World Scientific 2016.)

In seinem Buch Galois Theory, Springer Graduate Texts in Mathematics 101, stellt
H. Edwards die Galois-Theorie in heutiger Sprache aber mathematisch gesehen sehr
nah an den Arbeiten von Galois vor.

Speziell zum Leben von Galois:

T. Rothman, The Short Life of Evariste Galois, Scientific American 246, No. 4 (April 1982),
136-149, https://wuw. jstor.org/stable/24966575

T. Rothman, Genius and Biographers: The Fictionalization of Evariste Galois, The
Amer. Math. Monthly 89, No. 2 (Feb. 1982), 84-106, https://www. jstor.org/
stable/2320923

https://de.wikipedia.org/wiki/Evariste_Galois

BEMERKUNG 5.45. Ist L/K eine nicht notwendig algebraische Erweiterung und G eine
endliche Gruppe, die auf L durch K-Homomorphismen operiert, dann zeigt der Beweis des
Satzes, dass L /LS algebraisch, also eine endliche Galois-Erweiterung ist. O

BEISPIEL 5.46. Seip eine Primzahl, g eine Potenz von p, K ein Kérper mit g Elementen und
L/K eine endliche Kérpererweiterung vom Grad d. Nach Satz 5.40 ist die Erweiterung L/K
galoissch. Der g-Frobenius-Homomorphismus Frob,: L — L, x — x7, ist ein Element der
Galois-Gruppe Gal(L/K). Da L genau ¢* Elemente hat und L* zyklisch ist, gilt Froby = id;
dannund nurdann, wennd | r. Es folgt, dass die von Frob, in Gal(L/K ) erzeugte Untergruppe
d Elemente hat. Weil # Gal(L/K) = [L : K] = d gilt, sehen wir, dass Gal(L/K ) zyklisch ist
und von Frob, erzeugt wird. O

ERGANZUNG 5.47. Ist L/K inder Situation des obigen Satzes unendlich,dann kann Gal(L/K)
(unendliche) echte Untergruppen haben, die K als Fixkorper haben. Sei zum Beispiel p eine
Primzahl, K = F, und L = F, ein algebraischer Abschluss von F,.. Sei Frob,: F, — F, der

Frobenius-Automorphismus von Fp und G = (Frob,) C Gal(F,7 / F,) die von Frob, erzeugte


https://de.wikipedia.org/wiki/Évariste_Galois
https://www.jstor.org/stable/24966575
https://www.jstor.org/stable/2320923
https://www.jstor.org/stable/2320923
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Untergruppe. Dann gilt FS = [F,, aber man kann zeigen, dass G eine echte Untergruppe von

Gal(Fp/Fp) ist. Siehe zum Beispiel [Bo-A], Abschnitt 4.2. O Ergénzung 5.47

Im weiteren Verlauf werden wir uns auf das Studium endlicher Galois-Erweiterungen be-
schrianken. Man kann zwar die Theorie auch auf den Fall unendlicher Erweiterungen ver-
allgemeinern, das macht die Sache aber etwas komplizierter. Gleichwohl ist es eine schone
Theorie, die auch in weiten Teilen analog zum endlichen Fall entwickelt werden kann, wenn
man die Galois-Gruppe als »topologische Gruppe« betrachtet und anstelle aller Untergrup-
pen nur solche hernimmt, die »abgeschlossen« im Sinne der gegebenen Topologie sind. Aus
Zeitgriinden miissen wir es aber bei dieser Werbung belassen, siehe zum Beispiel [Bo-A],
Abschnitt 4.2 fiir weitere Details.

LEMMA 5.48. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung.
(1) Sei E ein Zwischenkdérper der Korpererweiterung L/K. Ist L/K galoissch, dann ist auch L/E ga-
loissch.

(2) Sei E ein Zwischenkdrper der Korpererweiterung L/K. Sind L/K und E/K galoissch, dann ist die
Einschrinkung von Homomorphismen ein surjektiver Gruppenhomomorphismus Gal(L/K ) —
Gal(E/K ) mit Kern Gal(L/E).

BEwEIs. Teil (1) folgt direkt aus Lemma 5.6 und Korollar 5.24.

Wir kommen zu Teil (2). Ist 0: L — L ein K-Homomorphismus, so hat o|z: E — L Bild in E,
weil E normal ist iiber K. Wir kénnen also o/ als K-Homomorphismus E — E betrachten. In
diesem Sinne ist die Einschrankungsabbildung in Teil (2) zu verstehen. Es handelt sich offen-
bar um einen Gruppenhomomorphismus mit Kern Gal(L/E). Ist ein K-Automorphismus
E — E gegeben, so konnen wir ihn mit Satz 4.33 zu einem K-Automorphismus L — L
fortsetzen. |

5.5.2. Der Hauptsatz der Galois-Theorie. Fiir eine Gruppe G bezeichnen wir mit
UG(G) die Menge aller Untergruppen von G. Fiir eine Kérpererweiterung L/K bezeichnen
wir mit ZK(L/K) die Menge aller Zwischenkorper dieser Erweiterung.

THEOREM 5.49 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit
Galois-Gruppe G.

(1) Dann sind die Abbildungen
UG(G) — ZK(L/K), Hw~ LH, und ZK(L/K)— UG(G),E — Gal(L/E),
zueinander inverse inklusionsumkehrende Bijektionen zwischen der Menge der Untergruppen der
Galois-Gruppe G und der Menge der Zwischenkdrper der gegebenen Kérpererweiterung.
(2) Fiir einen Zwischenkorper E der Erweiterung L/K sind dquivalent:
(i) Die Erweiterung E/K ist normal.
(ii) Die Erweiterung E /K ist galoissch.
(iii) Die Untergruppe H := Gal(L/E) C Gal(L/K ) ist ein Normalteiler.

Sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt, so induziert die Abbildung o — 0 einen Isomorphis-
mus Gal(L/K) /Gal(L/E) — Gal(E/K).
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BEWEISs. Zu (1). Die angegebenen Zuordnungsvorschriften definieren Abbildungen
UG(G) — ZK(L/K) (offensichtlich) und ZK(L/K ) — UG(G) (nach Lemma 5.48 ist fiir einen
Zwischenkorper E von L/K die Erweiterung L/E galoissch, so dass wir von der Galois-
Gruppe sprechen konnen, und im selben Lemma haben wir festgestellt, dass es sich um eine
Untergruppe von Gal(L/K ) handelt).

Es ist auch leicht zu sehen, dass diese inklusionsumkehrend sind: Sind H C H' C G Unter-
gruppen, soist L' C L¥. Sind E C E’ C L Zwischenkorper, so ist Gal(L/E’) C Gal(L/E).

Wir zeigen nun, dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind. Die wesentliche Arbeit
dafiir haben wir bereits im Beweis von Satz 5.4 4 geleistet. Sei zundchst E ein Zwischenkorper
und H = Gal(L/E). Wir miissen zeigen, dass L = E gilt. Dies folgt aus Satz 5.44, denn wir
wissen ja, dass L/E eine Galois-Erweiterung ist.

Sei nun H eine Untergruppe von Gal(L/K ) und E = L¥. Dann liefert uns Satz 5.44 (2), dass
Gal(L/E) = H gilt, weil mit L/K auch L/E endlich ist.

Zu (2). Die dquivalenten Charakterisierungen dafiir, dass ein Zwischenkorper E normal iiber
K ist, konnen wir folgendermafien begriinden. Die Implikation (i) = (ii) ist klar. Gilt (ii),
dann zeigt Lemma 5.48, dass H := Gal(L/E ) der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist,
es handelt sich somit um einen Normalteiler.

Nun gelte (iii), es sei also H ein Normalteiler in G = Gal(L/K). Sei K ein algebraischer
Abschluss von L und 0: E — K ein K-Homomorphismus. Wir méchten zeigen, dass o Bild in
E hat. Wir kénnen ¢ zu einem Homomorphismus L — K fortsetzen und weil L/K normal
ist, ist das Bild dieses Homomorphismus in L enthalten. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass
fiir jedes 0 € Gal(L/K) gilt, dass o(E) C Eist.

Nun ist E = LY, es ist also zu zeigen, dass r(c(x)) = o(x) fiir allex € LY. Aber weil H
ein Normalteiler ist, liegt mit r auch o0~ 'ro in H und fixiert das Element x. Daraus folgt
7(o(x)) = o(x), wie gewiinscht.

Wenn diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, folgt wieder mit Lemma 5.48, dass die
Einschrinkung von Homomorphismen einen Isomorphismus Gal(L/K)/Gal(L/LF) —
Gal(L" /K) liefert. O

BEMERKUNG 5.50. Alternativ kann man fiir den Beweis der Implikation (iii) = (i) in Teil (2)
des Hauptsatzes wie folgt argumentieren: Ist G irgendeine Gruppe, die auf einer Menge X
operiert, ist H ein Normalteiler und ist X¥ die Menge der Fixpunkte unter H, also X = {x €
X; fiiralleh € H : hx = x}, dann operiert der Quotient G/ H auf X¥, und zwar durch

G/H x X" - X" (gH x) — gx.
Dass gx € X! ist, zeigt man mit derselben Rechnung wie oben.
In unserem Fall sehen wir, dass G / H auf dem Fixkérper LY von L unter H operiert. Es ist

klar, dass dann (L¥)%/H = LY = K gilt, und aus Satz 5.44 folgt, dass L7 /K eine Galois-
Erweiterung ist. O

BEISPIEL 5.51. (I) Seia € Q ein Element, das in Q keine dritte Wurzel besitzt, also derart
dass das Polynom f = X3 — airreduzibel ist. Sei K C C der Zerfillungskorper von f. Sei

o € Cein Element mita® = aundsei{ = e € C.Es gilt dann
f=X-)X-{a)(X-8a) <C[X]
und daher K = Q(«, ().

Weil die Grade [Q(a) : Q] = 3und [Q(¢) : Q] = 2 teilerfremd sind, folgt aus der
Gradformel, dass [K : Q] = 6 gilt. Es folgt auch {& ¢ Q(a) (sonst wire Q(a) = K)und
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damit Q(a) # Q({ar) und analog Q(a) # Q({*a), Q(da) # Q(¢*a). Die Erweiterung K/Q
hat also (mindestens) 3 Zwischenkorper, die iiber Q Grad 3 haben.

Die Galoisgruppe Gal(K/Q) hat 6 Elemente, ist also isomorph zu einer der Gruppen
S5 und Z/6. Die zyklische Gruppe Z/6 hat aber nur genau eine Untergruppe mit 2
Elementen. Angesichts des Hauptsatzes der Galois-Theorie kann daher Gal( K/Q) nicht
zu 7/6 isomorph sein.

Es folgt Gal(K/Q) = S,. Daran sehen wir zum Beispiel auch, dass K genau einen Teilkor-
per Ebesitzt, der tiber Q Grad 2 hat. Denn S, besitzt genau eine Untergruppe mit 3 elemen-

ten, ndmlich die alternierende Gruppe A;. Esist E = Q({), denn minpolz 0= X*+X+1L

(2) SeiK C Cder Zerfillungskorper des Polynoms f = X°®4+-X54+ X4+ X3+ X+ X +1 € Q[X].
Esgilt (X —1)-f = X7 — 1und daher mit{ := e7,dass

f=1lx=¢) ecw

Das Polynom f zerfillt also schon iiber Q({) vollstdndig in Linearfaktoren und es folgt
K = Q({). Das Polynom f ist nach Beispiel 3.55 irreduzibel, also gilt [K : Q] = 6.

Die Q-Automorphismen Q({) — Q({) entsprechen bijektiv den Nullstellen von f =
minpolz 0 in Q(¢), also den moglichen Bildern von {, also den Nullstellen von f, d.h. den

Elementen {' fiiri = 1, ..., 6. Wir schreiben o; fiir den eindeutig bestimmten Automor-
phismus Q(¢) — Q(¢) mit ¢ + '. Dann gilt

0;‘(";‘(5)) =0,(0) =05y = ¢ = 0j(0:(9)),
die Gruppe Gal(Q(¢)/Q) ist also kommutativ. Weil sie 6 Elemente hat, folgt Gal( Q({)/Q)
Z]6.(Eine bessere Sichtweise ist eigentlich, die Galois-Gruppe mit der Gruppe (Z/7)*
zu identifizieren, denn eine dhnliche Rechnung wie die obige zeigt, dass die Abbildung

(Z/7)¢ — Gal(Q(¢)/Q),i — 0}, ein Gruppenhomomorphismus ist. Vergleiche Ab-
schnitt 6.3 fiir eine ausfiihrliche allgemeinere Analyse.)

O

Fiir Galois-Erweiterungen mit abelscher bzw. zyklischer Galois-Gruppe (wie im Beispiel,
Teil (2)) verwendet man die folgende Sprechweise:

DEFINITION 5.52. Eine Korpererweiterung L/K heifst abelsch (bzw. zyklisch), wenn sie ga-
loissch mit abelscher (bzw. zyklischer) Galois-Gruppe ist. —

KOROLLAR 5.53. Jede endliche separable Kérpererweiterung besitzt nur endlich viele Zwischenkérper.

BEWEIS. Sei L/K endlich und separabel. Sei M/K eine normale Hiille von L/K (kon-
kret: ein Zerfallungskorper des Minimalpolynoms eines primitiven Elements von L/K,
oder der Minimalpolynome von endlich vielen Erzeugern dieser Kérpererweiterung, wenn
man an dieser Stelle den Satz vom primitiven Element vermeiden méchte). Dann ist M/K
wieder endlich und separabel und zudem normal, also eine Galois-Erweiterung. Die Menge
der Zwischenkdrper von M/K steht in Bijektion zur Menge der Untergruppen der Galois-
Gruppe dieser Erweiterung. Eine endliche Gruppe hat aber offensichtlich nur endlich viele
Untergruppen. Weil jeder Zwischenkorper von L/K auch ein Zwischenkorper von M/K ist,
folgt die Behauptung. 0

DEFINITION 5.54. Sei L/K eine Kérpererweiterung mit Zwischenkorpern E und E'. Das
Kompositum von E und E’ ist der kleinste Teilkérper von L, der E und E’ enthilt und wird mit
E - E' oder einfach mit EE’ bezeichnet. -

IR
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Ist L/K eine Kérpererweiterungundsind E = K(a,, ...,a,),E' = K(B,, ..., B;) Zwischenkorper
(&;, B; € L), so ist das Kompositum EE’ der Korper K (a, ..., &, By, -, B)-

Man beachte, dass die Menge EE’ nicht einfach die Menge aller Produkte xx’,x € E,x’ € E’
ist, sondern (in der Regel) noch andere Elemente enthilt.

SATZ 5.55. Sei L/K eineendliche Galois-Erweiterung mit Zwischenkdrpern Eund E'.SeiH = Gal(L/E)
und H = Gal(L/E").

(1) Esgilt EE' = LHOH',
(2) Esgit ENE = LA wobei H die von H und H' in Gal(L/K) erzeugte Untergruppe bezeichne.

(3) Seien nun die Erweiterungen E/K und E' /K galoissch. Dann ist EE' /K eine Galois-Erweiterung
und der Homomorphismus

Gal(EE'/E) — Gal(E'/ENE'), o+~ op,
ist bijektiv. Insbesondere ist [EE’ : E| ein Teiler von [E’ : K.
(4) Seien wie in Teil (3) die Erweiterungen E/K und E' /K galoissch. Dann ist die Abbildung
Gal(EE'/K) — Gal(E/K) x Gal(E'/K), o+ (05, 00p)

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Ist E N E' = K, so handelt es sich sogar um einen Isomor-
phismus.

BEWEIS. Zu(1)und (2). Beide Aussagen folgen direkt daraus, dass es sich bei der Bijekti-
on im Hauptsatz der Galois-Theorie (fiir die Erweiterung L/K) um eine inklusionsumkehrende
Bijektion handelt. Es ist ndmlich EE’ der kleinste Zwischenkérper, der E und E’ enthilt, und
H N H’ die grofite Untergruppe von Gal(L/K ), die in H und in H’ enthalten ist. Fiir Teil (2)
bemerken wir, dass E N E’ der grofte Zwischenkérper ist, der in E und in E’ enthalten ist,
und dass H die kleinste Untergruppe ist, die H und H’ enthilt.

Zu (3). Ist E der Zerfdllungskorper einer Familie (f;); und E’ der Zerfillungskérper einer
Familie (g;); von separablen Polynomen aus K[X], dann ist EE’ der Zerfallungskorper aller
dieser Polynome f;, g;. Also ist EE' /K galoissch.

Die Vorschrift o — 0|y definiert jedenfalls eine Abbildung Gal(EE'/E) — Gal(E'/ENE'),
da E’ sogar tiber K, also erst recht tiber E N E' normal ist. Da EE’ als Erweiterungskorper von
Evon den Elementen von E’ erzeugt wird, ist sie injektiv.

Sei H das Bild der Abbildung. Um H = Gal(E’'/E N E’) und damit die Surjektivitit zu zeigen,
geniigt es zu zeigen, dass (E')! = EN E’ gilt. Aber fiirx € (E")¥ gilt trivialerweise x € E’ und
auflerdem o(x) = x fiir alle 0 € Gal(EE'/E), alsox € E.

Zu (4). Die Injektivitit ist leicht zu sehen. Die Surjektivitit im Fall E N E’ = K folgt daraus,
dass in diesem Fall wegen Teil (3) und der Gradformel beide Seiten gleich viele Elemente
haben. O

BEMERKUNG 5.56. Ohne die Bedingung, dass die Erweiterungen E/K und E'/K galoissch
seien, gilt die Teilbarkeitsaussage in (3) im allgemeinen nicht, wie das Beispiel K = Q,

E=Q(¥2),E = Qe v/2), zeigt. 0O

BEISPIEL 5.57. Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ = p" Elementen, p = char(K), und L/K
eine Korpererweiterung vom Grad d. Wir haben gesehen, dass die Erweiterung L/K dann
galoissch ist (Satz 5.40). Dass die Galois-Gruppe Gal( L/K) zyklisch ist und vom g-Frobenius-
Homomorphismus Frob, erzeugt wird, konnen wir mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie
(alternativ zu Beispiel 5.46) auch dadurch begriinden, dass fiir die von Frob, erzeugte Unter-

gruppe H von Gal(L/K) gilt, dass LF = K ist. O
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5.5.3. Der Fundamentalsatz der Algebra. Aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie er-
haltenwir (mit den Sétzen aus der Gruppentheorie, die wir zu Beginn der Vorlesung bewiesen
haben) einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

THEOREM 5.58. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS. Wir benutzen im Beweis die folgenden »analytischen« Tatsachen iiber den
Korper der reellen Zahlen.

(a) Ist p € R[X] ein Polynom von ungeradem Grad, so hat p eine Nullstelle in R.
(b) Jedes Polynom p € C[X] vom Grad 2 hat eine Nullstelle in C.

Punkt (a) folgt aus dem Zwischenwertsatz, weil fiir ein Polynom ungeraden Gerades sowohl
positive als auch negative Werte annimmt (man betrachte die Grenzwerte lim,_, _ p(x) und
lim, ,  p(x). Fir Punkt (b) geniigt es angesichts der Lésungsformel fiir quadratische Glei-
chungen zu wissen, dass man aus jeder komplexen Zahl in C eine Quadratwurzel ziehen
kann. Dazu kann man am einfachsten mit Polarkoordinaten argumentieren: Fiirr € R,

t € Ragilt (yrez)? = re'.

Um zu zeigen, dass C algebraisch abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, dass C selbst der
einzige endliche Erweiterungskorper von C ist. Sei also K/C endlich. Indem wir gegebe-
nenfalls zur normalen Hiille iibergehen, konnen wir annehmen, dass die Erweiterung K/R
normal und damit galoissch ist.

Behauptung. Der Grad [K : R] ist eine Potenz von 2.

Begriindung. Wir schreiben [K : R] = 2™d fiir eine ungerade Zahl d und werden zeigen, dass
d = 1gilt. Sei H C Gal(L/R) eine 2-Sylow-Untergruppe. Dann hat die Erweiterung K /R
Gradd.Ista € K soist [K(a) : R] = deg(minpol ) ebenfalls ungerade, aus Eigenschatt (a)

oben folgt also « € R, und insgesamt sehen wir K = R, alsod = 1. (Alternativ kénnte man,
stattallea € K zu betrachten, ein primitives Element der Erweiterung K /R hernehmen.)

Es folgt, dass K/C eine Galois-Erweiterung ist, deren Grad eine Potenz von 2 ist. Also
ist ihre Galois-Gruppe auflosbar (Satz 2.76), und es gibt eine Untergruppe vom Index 2
(Lemma 2.64). Diese entspricht einer quadratischen Erweiterung von C, aber wir wissen
wegen Eigenschaft (b), dass es eine solche Erweiterung nicht gibt. O

5.6. Die Galois-Gruppe einer Gleichung

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff der Galois-Gruppe einer Gleichung (bzw. eines
Polynoms), und zwar ist dies einfach die Galois-Gruppe eines Zerfillungskorpers des gege-
benen Polynoms. Speziell, wenn man sich fiir die Nullstellen eines bestimmten Polynoms
interessiert, dann ist dies eine niitzliche Sprechweise. Historisch gesehen ist sie wesentlich
nidher an der Sichtweise, die in den Arbeiten von Galois verwendet wird. Fiir den allgemeinen
Aufbau und die Flexibilitat der Theorie hat sich aber bewihrt, den Begriff des Kérperauto-
morphismus in den Vordergrund zu stellen, wie es als Erster Richard Dedekind?® (1831-1916)
getan hat.

DEFINITION 5.59. Sei K ein Korper und f € K[X] ein separables Polynom. Sei L ein Zer-
fallungskorper von f iiber K. Dann ist die Erweiterung L/K galoissch, ihre Galois-Gruppe
hangt nicht von der Wahl von L ab und heif3t auch die Galois-Gruppe der Gleichung f (x) = o. =

2https://de.wikipedia.org/wiki/Richard_Dedekind
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Die Unabhingigkeit von der Wahl des Zerfdllungskorpers folgt daraus, dass je zwei Zerfil-
lungskorper iiber K isomorph sind, wie wir in Satz 5.3 gezeigt haben.

SATZ 5.60. Sei K ein Kérper, K ein algebraischer Abschluss und f € K[X| ein separables Polynom
vom Grad n € N mit Zerfillungskérper L C K. Sei G = Gal(L/K) die Galois-Gruppe der Gleichung
f(x) = o.Seiena, ..., a, € Ldie(nach Voraussetzung paarweise verschiedenen) Nullstellen von f in K.

Jedes Element von G induziert dann eine Permutation der a;, und wir erhalten so einen injektiven Grup-
penhomomorphismus G — S,,. Insbesondere gilt #G | n!.

Das Polynom ist genau dann irreduzibel in K[X|, wenn G transitiv auf der Menge {a,, ..., a,, } operiert.

BEWEIS. Dass jedes Element von G die Nullstellen von f permutiert, ist klar, denn fiir
o0 € G und jede Nullstelle a von f gilt f(o(a)) = o(f(a)) = 0, wobei wir hier wieder o
fiir den Ringautomorphismus L[X] — L[X] schreiben, der dadurch gegeben ist, o auf alle
Koeffizienten anzuwenden. Vergleiche Satz 4.25, wo dasselbe Argument verwendet wird.

Wenn f irreduzibel ist, dann ist es das Minimalpolynom der Elemente a; (insbesondere
haben diese alle dasselbe Minimalpolynom). Aus dem schon zitierten Satz 4.25 folgt, dass
es fiir alle 7, j einen K-Homomorphismus K(¢;) — L mit a; — a; gibt, und diesen kénnen wir
wegen der Normalitét von L iiber K fortsetzen zu einem K-Homomorphismus L — L, also
einem Element von Gal(L/K).

Ist andererseits f nicht irreduzibel in K[X] und sind a; und ¢; Nullstellen von zwei verschie-
denen Teilern von f in K[X], dann kann es keinen K-Homomorphismus geben, der ¢; auf ;

abbildet, weil ¢; nur auf eine Nullstelle von minpol  abgebildet werden kann. O

e N
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L'algebre est généreuse, elle donne souvent plus qu'on lui demande.

J. d'Alembert
Auf Deutsch etwa: Die Algebra ist groBziigig, sie gibt oft mehr, als man
von ihr verlangt.

Wir wollen noch die Diskriminante eines Polynoms definieren.

DEFINITION 5.61. Seien K ein Korper, f € K[X] ein normiertes Polynom, L/K ein Zerfil-
lungskorper von f und f = H?:I (X — a;) mit o; € L die Zerlegung von f in Linearfaktoren in
L[X]. Dann nennt man

die Diskriminante des Polynoms f. -

Man findet in der Literatur teilweise auch die Definition Hi#j((xj — q;), die aber mit unserer

bis auf das Vorzeichen (also gegebenenfalls einen Faktor —1) iibereinstimmt. Es gilt dann
der folgende Satz.

SATZ 5.62. Seif wiein der Definition.

(1) Esgilt genau dann A(f) = o, wenn f in L eine mehrfache Nullstelle hat.
(2) Esgilt A(f) € K.
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BEWEIs. Teil (1) ist offensichtlich, und wenn f eine mehrfache Nullstelle hat, dann ist
natiirlich A(f) = o € K. Sonst ist f separabel und damit L/K eine Galois-Erweiterung. Dann
folgt A(f) € K, weil jeder K-Automorphismus L — L die Nullstellenmenge von f auf sich
abbildet (Lemma 5.2), und daher das Element A(f) fixiert. Also liegt A(f) im Fixkorper K von
L unter Gal(L/K). O

BEISPIEL 5.63. (I) Hatf Grad o oder1,soist A(f) = 1.
(2) Hatf = X? + pX + q Grad 2, so sind die Nullstellen von f die Elemente
PV a P4

2 TR 2

wobei wir hier eine der beiden Quadratwurzeln von p* — 44q in L willkiirlich wéhlen und
mit \/p? — 49 bezeichnen. Die folgende Berechnung ist von dieser Wahl unabhéngig. Wir
sehen, dass

a, =

A(f) = (o —a,)* =p* —4q
gilt.
(3) Istf ein Polynom vom Grad 3 von der speziellen Form f = X3 + aX + b,a,b € K, so gilt
A(f) = —4a3 — 27b%.
Dies kann man (wenn man die Formel erstmal hat) leicht nachrechnen, indem man a
und b in Termen der Nullstellen von f ausdriickt.

O

Man kann zeigen, dass sich wie in den obigen Beispielen fiir jedes Polynom die Diskriminante
durch einen Polynomausdruck in den Koeffizienten von f ausdriicken ldsst, der nur vom
Grad von f abhingt. Wenn man diese Formel kennt, wie zum Beispiel die Formel A(f) =
—4a3 — 27b* im obigen Beispiel, Teil (3), kann man also tiberpriifen, ob f (in irgendeinem
Erweiterungskorper) mehrfache Nullstellen hat, ohne diese Nullstellen zu kennen.

Sei in der Situation und mit der Notation von Definition 5.61 nun f separabel und

6= H(a} — a,-).
i<j

Offenbar gilt 6> = A(f), also ist 6 eine Quadratwurzel von A(f) (in L). Jedes Element o €
Gal(L/K) induziert eine Permutation der Nullstellenmenge V(f, L), die wir wieder mit o be-
zeichnen, vergleiche Satz 5.60. Wir erhalten so einen injektiven Gruppenhomomorphismus
Gal(L/K) — S,,n = deg(f). Es gilt dann 0(8) = sgn(0)8, wie man an der Interpretation des
Signums einer Permutation an der Anzahl ihrer Fehlstédnde sieht. Damit erhalten wir den
folgenden Satz.

SATZ 5.64. Seien K ein Korper, f € K|[X] ein separables normiertes Polynom vom Grad n, L/K ein
Zerfillungskorper von f und sgn: Gal(L/K ) — {1, —1} der Gruppenhomomorphismus, der als Verket-
tung des oben beschriebenen Homomorphismus Gal(L/K) — S, und des Signumshomomorphismus
besteht. (Die Abbildung sgn ist unabhdngig von der Nummerierung der Nullstellen von f.)

Sei H C Gal(L/K) die Untergruppe aller Elemente 0 € Gal(L/K ) mitsgn(o) = 1.
Dann gilt L = K(+/A(f)), wobei \/A(f) eine Quadratwurzel der Diskriminante von f in L ist.

BEWEIS. Im Grunde ist schon fast alles gesagt: Wir konnen mit der obigen Situation
/A(f) = 6 wihlen, und dann sind die Elemente von H genau die Automorphismen von
Gal(L/K), die 6 festhalten. Weil entweder H = Gal(L/K) gilt, oder H Index 2 in Gal(L/K)
hat, ist L¥ gleich K oder hat Grad 2 iiber K (und wird dann von irgendeinem beliebigen
Element aus LY \ K erzeugt). O
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5.7. Wie untersucht man einen Kérper? *

Im Grunde lisst sich auf die Frage in der Uberschrift keine sinnvolle umfassende Antwort
geben, aber es gibt einige Klassen von Korpern, die besonders wichtig bzw. interessant sind,
und fiir deren Untersuchung entsprechende Methoden entwickelt wurden.

Eine wichtige und ganz grundlegende Eigenschaft eines Korpers ist seine Charakteristik,
bzw. dquivalent die Isomorphieklasse seines Primkorpers. In vielerlei Hinsicht verhalten
sich Kérper von Charakteristik o anders als solche von positiver Charakteristik.

Eine »Klassifikation« von Koérpern ist nur in sehr speziellen Fillen moglich.

Oft interessiert man sich fiir die Losbarkeit von Polynomgleichungen (auch in mehreren
Variablen) in Kérpern, ein Stichwort ist der Begriff des C,-Korpers®.

In der Algebraischen Zahlentheorie werden Zahlkérper untersucht, d.h. endliche Erweiterungs-
korper K des Korpers Q der rationalen Zahlen. Zum Beispiel mochte man die Struktur der
(unendlichen) Galois-Gruppe Gal(K /K ) verstehen, wobei K ein algebraischer Abschluss von
K ist. Auch fiir K = Q ist dies ein schwieriges Problem, das Gegenstand aktueller Forschung
ist. Natiirlich muss man hier geeignet prizisieren, das man darunter versteht, die »Struktur
dieser Gruppe zu verstehen«. Eine solche Prizisierung erfolgt (im Prinzip) im Rahmen des
Langlands-Programms*.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir das Studium eines Zahlkorpers K ist die Betrachtung des soge-
nannten Rings der ganzen Zahlen von K, das heifdt des Rings

Ok = {x € K; minpolx.Q € Z[X]}.

(Es ist nicht trivial, dass dies ein Unterring von K ist.) Zum Beispiel ist eine interessante
Eigenschaft des Korpers K, ob dieser Ring faktoriell ist.

ERGANZUNG 5.65(Galois-Theorie in anderen Kontexten). Die Grundidee der Galois-Theorie
(in der heutigen Formulierung), gewisse Strukturen durch ihre Automorphismengruppen
zu beschreiben, ist ein wichtiges Prinzip, das auch in anderen Bereichen der Mathematik
eine Rolle spielt. Speziell zum Beispiel in der »Uberlagerungstheorie« von Riemannschen
Flachen, algebraischen Kurven oder h6herdimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten
oder algebraischen Varietiten. Siehe [Soe] 8.2 fiir weitere Bemerkungen in diese Richtung.

Eine andere analoge Theorie ist die sogenannte differentielle Galois-Theorie, eine algebrai-
sche Theorie zur Untersuchung gewisser Differentialgleichungen, in der statt Kérpern und
Korpererweiterungen wie in der klassischen Theorie Kérper (von gewissen Funktionen) zu-
sammen mit einer Ableitungsfunktion und Erweiterungen von solchen untersucht werden.

U Ergénzung 5.65

3https://en.wikipedia.org/wiki/Quasi-algebraically_closed_field#Ck_fields
4https://de.wikipedia.org/wiki/Langlands-Programm
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KAPITEL 6

Anwendungen der Galois-Theorie

6.1. Lineare Unabhingigkeit von Charakteren *

Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so nennt man einen Gruppenhomomorphismus G —
K* auch einen (multiplikativen) Charakter von G mit Werten in K (auch wenn die Werte in der
Einheitengruppe K* liegen!).

SATZ 6.1. Sei G eine Gruppe, sei K ein Korper und seien o, ...,d,: G — K* paarweise verschiedene
Charaktere.

Dann sind o, ..., 0, als Elemente des K-Vektorraums Abb(G, K) linear unabhingig, das heifst: Sind
a,...,a, € Kmit

.
Zaiai(g) =o0¢€K fiiralleg € G,
i=I

sogilta, = --- =a, = 0.

BEWEIS. Angenommen,der Satzwire falsch. Wir betrachten eine Gleichung E::I a;0; =
o mit g; € K* mit minimalem r. Weil ein Charakter Werte in K* hat, kann ein Charakter
nicht die Nullabbildung sein, also gilt r > 1.

Es gilt also

Z a;0;(g9) = 0
i=I

fiir alle g € G. Wir kénnen auch statt eines Elements g ein Produkt gh einsetzen. Aus der
Multiplikativitdt der o; folgt dann

Zaiai(g)ai(h) =0

fir alleg,h € G. Weil 0, # 0, gilt, gibt es ein Element h € G mit o, (h) # o,(h), das wir nun
fixieren wollen.

Damit haben wir .
Zai(’i(h)f’i =0
i=I
und andererseits, wenn wir die urspriingliche Relation mit o, (h) multiplizieren,

r
Z aial (h)o'l = 0.
i=I

Ziehen wir diese Gleichungen voneinander ab, erhalten wir mit
r
Zai(ai(h) —0,(h))o; =0
i=2

eine Relation, die weniger als r Summanden hat, aber wegen o, (h) # o, (h) nicht trivial ist.
Das ist ein Widerspruch zur Wahl von r als der Linge einer minimalen solchen Relation. [

113
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Ist L ein Korper, so erhalten wir daraus, indem wir G = L* setzen und ausnutzen, dass
jeder Kérperhomomorphismus L — L sich zu einem Gruppenhomomorphismus L* — L*
einschrinkt, das folgende Korollar. Denn aus der linearen Unabhéngigkeit in Abb(L*, L)
folgt erst recht die in Abb(L, L).

KOROLLAR 6.2. Sei L ein Korper und seien o, ..., d, € Aut(L) paarweise verschiedene Automorphis-
menvon L. Dann sind 0., ..., 0, als Elemente des L-Vektorraums Abb(L, L) linear unabhdngig.

Eine relative einfache Folgerung daraus ist das folgende wichtige Ergebnis der »fortgeschrit-
tenen« Galois-Theorie. Eine Basis der dort angegebenen Form nennt man eine Normalbasis
der Galois-Erweiterung L/K.

SATZ 6.3. Sei L/K eine Galois-Erweiterung vom Grad n mit Galois-Gruppe G = {04, ..., 0, }. Dann
existiert ein Element a € L, derart dass die Elemente o, (a), ..., 0,,(«) eine Basis des K-Vektorraums L
bilden.

Fiir einen Beweis und eine ausfiihrlichere Diskussion siehe [Lo] 12.3 oder [JS] Satz VIL.3.5.

BEMERKUNG 6.4. (1) (Die Gruppenalgebra) Sei G eine endliche Gruppe und sei K ein Kor-
per. Wir bezeichnen mit K[G] die Gruppenalgebra von G iiber K. Dies ist eine Algebra iiber
K in dem Sinne, dass K[G] ein K-Vektorraum ist, der mit der Vektorraumaddition und
einer Multiplikation K[G] x K[G] — K[G] ein Ring ist, und so dass die Multiplikation
mit Skalaren aus K mit der Ringmultiplikation kompatibel ist. Im allgemeinen ist dabei
K[G] ein nicht-kommutativer Ring (so dass diese Situation durch den von uns frither
eingefiihrten Begriff einer K-Algebra nicht abgedeckt wird). Wir kénnen diese Struktur
auch so beschreiben, dass K[G] ein Ring ist und die Abbildung K — K[G],a — a - 1 ein
Ringhomomorphismus ist, so dass die Elemente im Bild mit allen Elementen aus K[G]
kommutieren.

Wir konstruieren K[G] wie folgt: Die Elemente von G bilden eine K-Vektorraumbasis
von K[G], wir kénnen also jedes Element von K[G| in der Form > _ _ a,[g] mit eindeutig

geG 9

bestimmten Koeffizienten a, €K schreiben. (Wir schreiben hier [g] statt g fiir das durch
g € G gegebene Basiselement, um den Unterschied in der Notation sichtbar zu machen,
ob g als Element von G oder als Element von K|[G] aufgefasst wird. Hier sind auch andere
Schreibweisen iiblich; oft schreibt man einfach in beiden Situationen g.) Die Ringstruktur
ist durch die folgende Multiplikation gegeben. Wir setzen

[g] - [B] := [gh]

und setzen dies bilinear fort, das heifdt

(Z ag[g]> - (Zﬂg[g]> =20 X whv|ld

geG geG geG \hheG, hh'=g

Es ist nicht schwer zu tiberpriifen, dass es sich hierbei um einen (im allgemeinen nicht-
kommutativen) Ring handelt. Wenn G kommutativ ist, dann ist auch K[G] kommutativ
(und umgekehrt); vergleiche Bemerkung 3.32.

(2) Seinun L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G. Wir kénnen dann
L als »(Links-)Modul« iiber der Algebra K|[G] betrachten (vergleiche Abschnitt LA2.18.7.1),
d.h. wir haben eine Skalarmultiplikation

K[G] xL — L, (Z aa[a]> a =Y a,0(a).

oeG oeG
Ist a € L wieim Satz von der Existenz einer Normalbasis, dann ist die Abbildung

®:K[G] — L, (Z a, [a]) =Y a,0(a),
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ein Isomorphismus von K[G]-Moduln. Umgekehrt gilt: Ist fiir & € L die durch die obige
Vorschrift gegebene Abbildung bijektiv, dann bildet die Familie (o(a)),cg eine K-Basis
von L.

O

6.2. Norm und Spur, Hilbert 90 *

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und sei a € L. Das Minimalpolynom minpolmK

ist, wie man leicht sieht, genau das Minimalpolynom des K-Vektorraum-Endomorphismus
m,:L — L, x — ax. Entsprechend kann man andere Begriffe aus der Linearen Algebra »in
die Algebra tibertragen« und speziell im Kontext von Koérpererweiterungen untersuchen. In
diesem Abschnitt wollen wir das mit der Spur und der Determinante eines Endomorphismus
tun. Natiirlich gelten die Eigenschaften aus der Linearen Algebra insbesondere in dieser
speziellen Situation, aber man kann noch etwas mehr sagen (fiir das Minimalpolynom
haben wir beispielsweise gesehen, dass ein Minimalpolynom im Sinne der Algebra immer
irreduzibel ist).

Wir definieren unten die Spur Spur ,  (a) von « als die Spur des Endomorphismus m, und

L/K
die Norm N /i () als die Determinan/te von m,,. Der Begriff »Determinante« wird also durch
dem Term »Normc« ersetzt (im speziellen Fall der Erweiterung C/R gilt N g (2) = 2z = [2[?,
es gibt also einen (schwachen) Zusammenhang zur Norm des Vektors z € C = R?), aber
dariiberhinaus haben diese beiden mathematischen Bedeutungen des Worts Norm nicht viel

miteinander zu tun.

Einfache konkrete Anwendungen von Spur und Norm sind (Beispiel 6.12), dass man die
Spur manchmal benutzen kann, um zu zeigen, dass gewisse Elemente (eines algebraischen
Abschlusses von K) nicht in einem gegebenen Erweiterungkorper L eines Korpers K liegen,
und mit der Normabbildung manchmal zeigen kann, dass ein Element ¢ € L keine n-te
Potenz in L ist. Vor allem sind Norm und Spur aber niitzliche technische Hilfsmittel fiir
strukturelle Untersuchungen von endlichen Korpererweiterungen. Siehe die Sitze am Ende
dieses Abschnitts.

DEFINITION 6.5. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Wir betrachten L als K-Vektor-
raum und fiir jedes Element a € L die Multiplikation mit a als Element m, € Endg(L). Dann
heiflt N /x (a) := det(a) die Norm und SpurL/K (a) := Spur(m,) die Spur von a.

Die Normabbildung Ny jx: L — K ist multiplikativ, d.h. es gilt N; x (aB) = Ny jx (@)N/x (B)
fiir alle a, B € L. Insbesondere erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

NL/K : L>< — KX .
Die Spur ist ein K-Vektorraumhomomorphismus

Spur, ..:L — K,

/
die sogenannte Spurabbildung der Erweiterung L/K. o

BEISPIEL 6.6. (1) Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung,n = [L : K]. Fiira € K gilt dann

SpurL/K (a) = na, Ny g (a) = a".

(2) Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung,n = [L : K], und seia € L mit L = K(a). Dann
das Minimalpolynom der linearen Abbildung M, stimmt mit dem charakteristischen
Polynom von m, iiberein und ist gleich minpol . Schreiben wir minpol , = X" +

a, X" '+ .- +ay,sofolgt SpurK(a)/K (a) = —a,_;und Ng(g) /g (@) = (—1)"a,.
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Die Elemente 1, «, ..., a" ! bilden eine Basis von L als K-Vektorraum, und die Matrix, die
den Endomorphismus m, beziiglich dieser Basis beschreibt, ist die Begleitmatrix von
minpol ., Definition LA2.16.18.

O

SaTz 6.7 (Transitivitit von Norm und Spur). Seien L/E und E /K endliche Korpererweiterungen.

(1) EsgiltSpur, . = Spur_ . oSpur,

/K E/K
(2) ESglltNL/K = NE/K ONL/E'

/E’

BEwEIs. Dies kann man mit Methoden der linearen Algebra »nachrechnen« (aber es
empfiehlt sich, die Sache »geschickt« anzugehen). Siehe [Sch] oder [St] OBIE' fiir zwei etwas
unterschiedliche Moglichkeiten. O

In [Bo-A], Abschnitt 4.7, wird der obige Satz mit noch einer anderen Methode bewiesen.

SATZ 6.8. Sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung. Sei K ein algebraischer Abschluss von K.
Fiirallea € L gilt

Np/k(a) = H o(a).

ocHomg (LK)

. . . _ \d i

BEWEISSKIZZE. Seid = [K(a) : K] und mmpolmK = >, &X' Nach Satz 6.7 und
Beispiel 6.6 (2) ist Ny x (¢) = Ny k(o) (Ng(a)/x (@) = ((—1)4a,)d. Andererseits ist wegen der
Separabilitit (—1)%a, genau das Produkt aller o(«) fiir 0 € Homg (K(a), K). Jeden dieser
Homomorphismen kénnen wir auf 7 verschiedene Arten zu einem Homomorphismus L —

K fortsetzen (vergleiche den Beweis von Lemma 5.19), die natiirlich a jeweils auf dasselbe
Element abbilden. Daraus folgt die Behauptung. O

SATZ 6.9. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Fiir alle
a € Lgilt

SpurL/K (a) = Z o(a).

oc€Homg (LK)

BEWEIS. Man kann ganz analog zum vorherigen Satz argumentieren. O

BEMERKUNG 6.10. Man kann diese Beschreibungen auch (mit nur wenig Mehraufwand)
auf den Fall nicht notwendig separabler Kérpererweiterungen verallgemeinern, siehe zum
Beispiel [Bo-A] Abschnitt 4.7. O

Als direkte Folgerung der Beschreibung von Spur und Norm in Termen der K-Homomorphis-
men L — K erhalten wir, dass Spur und Norm einer Galois-Erweiterung »Galois-invariant«
sind, das heifit:

KOROLLAR 6.11. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung. Fiir allea € Lund o € Gal(L/K) gilt
SpurL/K (o) = SpurL/K (0(a)) und Ny i () = Ny (0(@)).

BEISPIEL 6.12. Norm und Spur kann man manchmal benutzen, um konkrete Aussagen der
folgenden Form zu beweisen.

Thttps://stacks.math.columbia.edu/tag/OBIE
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6.2. NORM UND SPUR, HILBERT 9o * 17
(1) Esgilt /3 ¢ Q(v/2) =: K. Denn nehmen wir an, es gibe a, b, c € Q mit
V3 =a+by2+cy/4.

Man konnte versuchen, direkt vorzugehen, indem man beide Seiten zur dritten Potenz
erhebt und einen Koeffizientenvergleich durchfiihrt. Es ist aber nicht offensichtlich, dass
dadurch gegebene (nicht-lineare!) Gleichungssystem fiir a, b, b keine Losung besitzt.

Einfacher geht es wie folgt: Aus Gradgriinden wire Q(y/3) = Q(v/2) = Q(v/4). An den
jeweiligen Minimalpolynomen lesen wir ab, dass

Spur . (¥/3) = Spur ., (¥/2) = Spur ., (¥/4) =o.

Damit folg aus der obigen Gleichung wegen der Linearitéit der Spur, dass a = o ist.
Durch Multiplikation der Gleichung mit /2 erhalten wir

V6 = by/4 + 2c.
Wie oben sehen wir, dass SpurK/Q (v/6) = o ist, und wir erhalten ¢ = o.

Dann wiire aber /3 = by/2 fiirein b € Q, und es ist offensichtlich, dass es eine solche
Zahl b nicht gibt.

(2) Das Elementa = 1 — 5y/2 + (/2)? ist kein Quadrat in Q(+v/2). Indem man fiir die Basis
1, /2, /4 die Matrix der Abbildung m, aufstellt und deren Determinante ausrechnet,
sieht man, dass NQ(%/E)/Q (a) = 277 gilt. Weil dieses Element kein Quadrat in Q* ist,
folgt die Behauptung.

O

SATZ 6.13. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Die Spurabbildung Spur L/x 'stgenau dann die

/
Nullabbildung, wenn die Erweiterung L/K inseparabel ist.

BEWEIS. Es ist leicht zu sehen, dass die Spurabbildung einer rein inseparablen Er-
weiterung die Nullabbildung ist. Mit Satz 6.7 und Satz 5.33 folgt daraus, dass dies fiir jede
inseparable Erweiterung gilt.

Ist die Erweiterung separabel, soist Spur, = = 0| + - -- + 0, nach Satz 6.9, wobei wir mit o;

_ /
die K-Homomorphismen L — K bezeichnen,i =1,...,n = [L : K|. Satz 6.1 iiber die lineare

Unabhingigkeit von Charakteren impliziert, dass diese Summe (gebildet in Abb(L, K)) nicht
verschwindet. O

Genauer gilt im separablen Fall der folgende Satz.
SATZ 6.14. Sei L/K eine separable endliche Kérpererweiterung. Dann ist die Abbildung
LxL—K, (xy) +— SpurL/K(xy),

eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum L.

BEWEIS. Esist klar, dass es sich hier um eine symmetrische Bilinearform handelt. Um
zu zeigen, dass sie nicht ausgeartet ist, miissen wir zeigen, dass fiir jedes x € L* die Abbil-
dungy — Spur L/K (xy) (ein Element des Dualraums LY von L als K-Vektorraum) nicht die

Nullabbildung ist.

Die ist aber klar, denn sonst wire offensichtlich die Abbildung Spur, /K selbst die Nullabbil-

dung, und das haben wir im vorherigen Satz bereits ausgeschlossen. O
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BEMERKUNG 6.15 (Die Diskriminante einer separablen Erweiterung). Sei L/K eine separa-
ble endliche Kérpererweiterung vom Grad n, sei K ein algebraischer Abschluss von K, sei
Homg(L,K) = {0, ...,0,} und seia,, ..., a, eine K-Vektorraum-Basis von L.

Das Element
Dy = det((SpurL/K (aiaj)ij)) € K~*

heiflt die Diskriminante der Erweiterung L/K . Es handelt sich also genau um die Diskrimi-
nante der Strukturmatrix der durch die Spur gegebenen Bilinearform beziiglich der Basis
(ay,...,a,). Aus der Basiswechselformel fiir die Strukturmatrix einer Bilinearform folgt, dass
sich diese Determinante bei einem Wechsel der Basis um ein Quadrat in K* dndert. Das
oben definierte Element D i ist also abhidngig von der Wahl der Basis, seine Restklasse in
K* /(K*)?* ist aber davon unabhingig und heifit auch oft die Diskriminante von L/K.

Schreiben wir A = (0;(a;));; so ist A'A genau die Matrix in der obigen Definition und daher
DL/K - det(A)Z.

Betrachten wir speziell den Fall L = K(a). Wir konnen als K-Basis von L dann die Elemente
I,a,...,a" "wihlen und die Matrix A hat dann die Form einer Vandermonde-Matrix. Weil
die Elemente 0;(a) gerade die Nullstellen des Minimalpolynoms f := minpol_, von « iiber

K sind, ist Dg(,)/x dann genau die Diskriminante von f (Definition 5.61).

Wenn wir mit a,, ..., @, die Nullstellen von f und mit f’ wie tiblich die formale Ableitung von
f bezeichnen, gilt in dieser Situation die folgende Formel, wie man unschwer nachrechnet:

Dk = (=05 [1/(@) = Nioyuc ().

Ist zum Beispiel K = Q, p eine ungerade Primzahl und { eine primitive p-te Einheitswurzel,
n(n—1) p(p=1)

soistf = XP~'4+---+X+1und D) = (—1) = Hf;lf’(f") = (—1)
die Hausaufgaben.)

pP—2.(Vergleiche

Ein anderer Fall, in dem man leicht konkrete Formeln angeben kann, ist der Fall, dass das
Minimalpolynom von a die spezielle Form minpol , = X" +aX + b hat. O

Der folgende Satz beschreibt im Fall einer zyklischen Erweiterung L/K , welche Elemente
a € Ldie Norm N, ¢ («) = 1 haben. Genauer sagt der Satz, dass dies nur in dem »offen-
sichtlichen« Falla = B/c(p) fiirein € Lund o € Gal(L/K) gilt. Dass diese Elemente
tatsdchlich Norm 1 haben, folgt direkt aus Korollar 6.11 und aus der Multiplikativitit der
Norm. Es geniigt dann sogar, fiir ¢ einen Erzeuger der Galois-Gruppe zu fixieren. Der Satz
wird meistens als »Hilberts Satz 9o« bezeichnet, weil er in dem berithmten Zahlbericht [Hi]
von D. Hilbert die Nummer 9o trigt. Es gibt verschiedene Verallgemeinerungen des Satzes,
siehe zum Beispiel [Bo-A] Abschnitt 4.8.

THEOREM 6.16 (Satz 90 von Hilbert). Sei L/K eine endliche zyklische Galois-Erweiterung, sei o ein
Erzeuger der Galois-Gruppe Gal(L/K ) und seia € L. Dann sind dquivalent:

(i) Nk (@) =1,

. . LB
(ii) esgibtp € Lmita = 5@

BEWETISs. Dass (i) aus (ii) folgt, ist einfach und haben wir oben bereits begriindet. Sei nun
a € Lmit N i (a) = 1. Wir schreiben n = [L : K]. Wegen der linearen Unabhiéngigkeit der
Charaktere id, 0,02, ...,0" " existiert fiir alle a,, ..., a,_, € L ein Element y € L mit

B =gy + aIG(Y) +oeee an—lan_I(Y) 7é O.
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Satz 90. Jede ganze oder gebrochene Zahl A in K, deren Relativ-
norm in Bezug auf £ gleich 1 ist, wird die symbolische (1—.S)te Potenz
einer gewissen ganzen Zahl B des Korpers K.

Beweis. Es sei 2 eine Verinderliche und @ eine den Korper K
bestimmende Zahl; dann setze man:

__ a+0 . 1—§
L= m+S§A—(x+@) A

und

B, = B A AR o PP

x

St 1
Beriicksichtigt man, dass nach Voraussetzung Areer cL 1 ist und

folglich auch AL+S+"'+S‘—1= 1 wird, so ergiebt sich BL—SzAz. Da

B, eine rationale Function von z ist, welche, wie leicht ersichtlich, nicht
identisch fiir alle # verschwindet, so kann man eine ganze rationale Zahl
& =1 so wihlen, dass B eine von 0 verschiedene Zahl in K wird.

B
Die Zahl B* — —“_ geniigt dann der Gleichung A = B*' . Setzen
a+6

wir B* = wo B eine ganze algebraische Zahl in K und & eine

=
b ?

ganze rationale Zahl bedeutet, so ist auch 4 = B"'".

ABBILDUNG 1. Satz 90 aus Hilberts Zahlbericht [Hi]. Der 125 Jahre alte Text
ist auch heute noch gut lesbar. Jedenfalls hat sich seitdem die »mathemati-
sche Ausdrucksweise« seitdem weit weniger gedndert als die Orthographie
(»Hilfssatz«, »in der That«, »ergiebt sich«, ...).

Wir wenden diese Uberlegung an mit
a, =1, o =ao(a,_,),i>o0,
und erhalten dann fiir ein entsprechendes Element f3, dass
a0 (B) = ao(y) + ao(@)o?(y) + - +ao(@) - 0" (@)o"(y) = B,
denno” =idundao(a)--- 0" '(a) = Ny x (a) = 1. Weil B # o ist, folgta = B/ o'(B). O

ERGANZUNG 6.17 (Additive Version des Satzes 9o von Hilbert). Zum Satz 9o von Hilbert
gibt es die folgende additive Variante:

SATZ 6.18. Sei L/K eine endliche zyklische Galois-Erweiterung und o ein Erzeuger der Galois-Gruppe
Gal(L/K). Fiir jedes o € L sind dann dquivalent:

(i) Spur . (a) =0,

L/K
(ii) esgibtp € Lmita = — o (P).

Siehe [JS] Satz VI1.6.8 oder [Bo-A] Theorem 4.8/4. 0 Ergdnzung 6.17
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6.3. Einheitswurzeln und zyklische Erweiterungen

DEFINITION 6.19. Sei K ein Korper. Sein € N_.

(1) Ein Element { € K* heif3t eine n-te Einheitswurzel, wenn {" = 1 gilt. Wir bezeichnen mit
U, (K) die Menge der n-ten Einheitswurzeln in K. Dies ist eine Untergruppe von K*.

(2) Ein Element { € K* heift primitive n-te Einheitswurzel, wenn { als Element der Gruppe K*
Ordnung n hat, wenn also {" = 1, aber {™ # 1 fiir alle 1 < m < n gilt. Wir bezeichnen mit

yﬁrim(K ) die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln in K.

Die n-ten Einheitswurzeln in einem Korper K sind gerade die Nullstellen des Polynoms
X" —1in K. Es gilt also #p, (K) < n,und Gleichheit gilt genau dann, wenn es eine primiti-
ve n-te Einheitswurzel gibt. In diesem Fall zerfillt das Polynom X" — 1in n verschiedene
Linearfaktoren. Insbesondere kann es in einem Korper positiver Charakteristik p fiirp | n
niemals eine primitive n-te Einheitswurzel geben (denn die Ableitung von X" — 1 ist in dieser
Situation gleich Null).

Die Gruppe u,(K) ist zyklisch (Satz 2.48). Gibt es in K eine primitive n-te Einheitswurzel {,
so ist die Abbildung
Zin = p(K), i7",

ein Isomorphismus. (Weil {" = 1 gilt, ist der Ausdruck ' wohldefiniert, also unabhingig
von der Zahl eines Repridsentanten von Z voni € Z/n.) Dieser Isomorphismus schriankt
sich ein zu einer Bijektion zwischen (Z/n)* und ub"" (K), denn diese beiden Teilmengen
sind jeweils die Teilmengen derjenigen Elemente, die die gegebene Gruppe erzeugen. Diese
Eigenschaft wird unter jedem Gruppenisomorphismus erhalten.

BEISPIEL 6.20. Es gilt p,(C) = \\
2k7ri), k

{exp(E™); = 1,..,n}. Insbeson-

. 271 . . o .
d.ere ist exp(?) eine primitive n-te
Einheitswurzel in C. \ *

In der Abbildung sind die siebten Einheits-

wurzen in C dargestellt. O *\ //

~

Korpererweiterungen, die durch Adjunktion einer Einheitswurzel entstehen, nennt man
auch zyklotomische Erweiterungen (das Wort »zyklotomisch« kommt aus dem Griechischen
und bedeutet »den (Einheits-)Kreis zerteilend«).

SATZ 6.21. Sei K ein Kérper, K ein algebraischer Abschluss von K und { € K eine primitive n-te
Einheitswurzel. Dann gilt: Die Erweiterung K({)/K ist eine abelsche Galois-Erweiterung. Die Galois-
Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z/n ) *.

BEwEIS. Nach Voraussetzung ist n die Ordnung von { in K*, also die kleinste natiirliche
Zahl > omit{" = 1. Dannsind 1,{,...,{"' paarweise verschieden, und daher ist X" —
1= Hl":_; (X — {') ein separables Polynom. Offenbar ist K({) der Zerfiallungskorper dieses

Polynoms iiber K (in K), also ist K({)/K eine Galois-Erweiterung. Fiir o € Gal(K({)/K) gilt
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o(§)" =0({") = ,undo({)™ # 1,fallso < m < ngilt. Alsoist ¢({) ebenfalls eine primitive n-
te Einheitswurzel und somit von der Form ¢({) = ' fiir ein eindeutig bestimmtesi € (Z/n)*.
Wir betrachten die Abbildung

®:Gal(K(Q)/K) — (Z/n)*, o—i sdo(l)=7.
Weil o durch das Bild von { unter o festgelegt ist, ist diese Abbildung injektiv.

Auflerdem handelt es sich bei dieser Abbildung, wie man unmittelbar nachrechnet, um
einen Gruppenhomomorphismus. Denn gilt etwa o({) = {*, 7({) = {/, so haben wir

(01)(§) = 0(x({)) = 0({) =0({) =,
also ®(o1) = ij = O(0)P(1). Die Galois-Gruppe Gal(K({)/K) ist also isomorph zu einer
Untergruppe der abelschen Gruppe (Z/n)*, und insbesondere selbst abelsch. O

Im allgemeinen ist natiirlich die Abbildung ® aus dem Beweis des vorherigen Satzes kein
Isomorphismus (zum Beispiel ist es jamoglich, dass { € K ist). Aber im Fall des Grundkdrpers
Q ist ® immer ein Isomorphismus, wie der néchste Satz zeigt.

SATZ 6.22. Sei K = Q und { eine primitive n-te Einheitswurzel (in einem algebraischen Abschluss von

Q)- Danngilt [Q(§) : Q] = #(Z/n)* und Gal(Q(§)/Q) = (Z/n)".

BEWEIs. Esgeniigt, [Q({) : Q] = #(Z/n)* zu zeigen, denn wir wissen ja bereits, dass
Gal(Q(¢)/Q) zu einer Untergruppe von (Z/n)* isomorph ist.

Seif = minpolZ o Jede Nullstelle von f ist (als Bild von { unter einem geeigneten Auto-
morphismus von Q(¢)) eine primitive n-te Einheitswurzel. Die Behauptung [Q({) : Q] =

#(Z/n)* ist dazu dquivalent, dass jede primitive n-te Einheitswurzel eine Nullstelle von f
ist. Wir beginnen mit der folgenden

Behauptung. Ist p eine zu n teilerfremde Primzahl, so gilt f({¥) = o.

Begriindung. Wir schreiben X" — 1 = fg mit einem Polynom g, das normiert ist und nach dem
Lemma von Gauf} (Korollar 3.47) in Z[X] liegt. Angenommen, es wire f({?) # o. Dann ist
also ¢? eine Nullstelle von g, oder mit anderen Worten { eine Nullstelle von g(X?), und es
folgt f | g(X?), weil f ja gerade das Minimalpolynom von ¢ ist. Wir konnen also

g(XP) =f-h
fiir ein Polynom h € Q[X] schreiben. Mit g und f ist dann auch h normiert und aus Korol-
lar 3.47 folgt, dass auch hin Z[X] liegt.
Wir wenden nun den Ringhomomorphismus red,: Z[X] — F,[X] an, der die Koeffizienten
auf ihre Restklasse in I, abbildet (siche Abschnitt 3.5). Weil das Bilden der p-ten Potenz ein
Ringhomomorphismus F,[X] — F,[X] ist (siehe Beispiel 3.2) und a? = afiirallea € F, gilt
(siehe Satz 5.37), gilt red, (9(X?)) = red,(g)?, wir erhalten also

red,(g9)P = red,(f) -red,(h) und X" —1=red,(f)red,(q)

Aus der ersten Gleichung folgt, dass jede Nullstelle von f (in einem algebraischen Abschluss
vonF,) auch eine Nullstellevonred, (9)?, also auch von red, (g) ist. Aus der zweiten Gleichung
folgt damit aber, dass jede Nullstelle von red,, (f) eine mehrfache Nullstelle von X" — 1ist. Aber
die Ableitung nX" ' von X" — 1 hat wegen n # o € F, nur o als Nullstelle, folglich hat das
Polynom X" — 1 keine mehrfachen Nullstellen - ein Widerspruch!

Es bleibt nun noch, aus der obigen Behauptung zu folgern, dass jede primitive n-te Ein-
heitswurzel £ eine Nullstelle von f ist. Aber es gibt dann eine zu n teilerfremde Zahl m mit
& =™, und indem wir m als Produkt von Primzahlen schreiben, sehen wir, dass wir durch
mehrfache Anwendung der Behauptung (auf ¢ und auf Potenzen von {) schliefflich f(§) = o
folgern konnen. O
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Mit einem Gradargument (und der Multiplikativitdt der Eulerschen ¢-Funktion, Lem-
ma 2.44) erhilt man das folgende Korollar iiber das Kompositum von Erweiterungskorpern
von @, die durch Adjunktion von Einheitswurzeln zu teilerfremden Ordnungen entstehen.

KOROLLAR 6.23. Seienm,n € N teilerfremde natiirliche Zahlen und seien {,,, {, bzw. {,,,, eine m-te,
n-te bzw. eine mn-te primitive Einheitswurzel in einem Erweiterungskorper von Q (zum Beispiel in C).

Dann gilt Q((m)@((n) = Q(Zmn)

Wenn man dieses Korollar unabhingig vom Satz zeigen kann (und die algebraische Zahlen-
theorie liefert mit der sogenannten Verzweigungtheorie eine Methode dafiir), kann man
daraus einen Beweis des obigen Satzes erhalten, indem man zunichst den Fall abhandelt,
dass n eine Primzahlpotenz ist (das geht so dhnlich wie der Fall einer Primzahl, fiir den wir
Beispiel 3.55 heranziehen konnen), und dann die Aussage aus dem Korollar benutzt.

DEFINITION 6.24. Sein € N_ . Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist das Minimalpolynom
einer primitiven n-ten Einheitswurzel  iiber Q. —

Der Beweis von Satz 6.22 zeigt, dass ® = H; (X — &) ist, wobei das Produkt iiber alle pri-

mitiven n-ten Einheitswurzeln £ (in einem algebraischen Abschluss von Q) gebildet wird.
Insbesondere gilt deg(®,) = #(Z/n)*.

SATZ 6.25. (1) Fiirallen € N_ gilt ®, € Z[X].

(2) Esgilt
xt—1=]] @,
d|n
wobei das Produkt iiber alle positiven Teiler d von n gebildet wird.

(3) Sei K ein Korper, in dem n eine Einheit ist, und z € K eine Nullstelle von ®,. Dann ist z eine primitive
n-te Einheitswurzel in K.

BEWEIS. zu(1). Das Polynom ®,, ist ein Teiler von X" — 1 und ist normiert, daher folgt
die Behauptung aus Korollar 3.47.

zu (2). Das Polynom X" — 1ist (in C) das Produkt tiber alle Linearfaktoren X — &, & € u, (C).
Jedes solche £ ist eine primitive ord()-te Einheitswurzel, und ord(£) | n. Daraus folgt die
Behauptung.

zu (3). Ist z eine Nullstelle von ®,,, so wegen Teil (2) auch von X" — 1, es gilt also z" = 1. Sei d
die Ordnung von z in K*. Wir wollen zeigen, dass d = n gilt. Jedenfalls ist d ein Teiler von
n. Weil z eine Nullstelle von X — 1 ist, folgt mit Teil (2), nun auf X% — 1 angewandt, dass z
Nullstelle eines Polynoms ®; mit d’ | d ist. Weil X" — 1 wegen der Voraussetzungn € K*
separabel ist, kann z aber keine mehrfache Nullstelle von X" — 1 sein, es muss alsod’ = n
und damit insbesondere d = n gelten. O

BEISPIEL 6.26. Fiir eine Primzahl p gilt ®, = XP~" + - + X + 1, denn dieses Polynom ist
irreduzibel (Beispiel 3.55) und ist gleich (X? — 1) / (X —1).
Mit Teil (2) des vorherigen Satzes kann man die Kreisteilungspolynome induktiv durch
Polynomdivision berechnen. Zum Beispiel:

O, =X—-1, O, =X+1, O, =X*+X+1,

O, =X*+1, Pg=X*—-X+1 Og=X*+1

Ubungen: Ist p eine Primzahlund r > 1, so gilt &, = XV —1)/(xXr —1) = QJP(XPH). Ist
n > 1ungerade, so gilt ®,,(—X) = &, (X).
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Die kleinste Zahl n, fiir die ®,, Koeffizienten mit Absolutbetrag > 1 hat, ist n = 105. (Diese
Eigenschaft iiber den Betrag der Koeffizienten ist dazu dquivalent, dass n mindestens drei
verschiedene ungerade Primfaktoren hat, siehe T. Y. Lam, K. H. Cheung, On the cyclotomic
polynomial @, (T), Amer. Math. Monthly 103 (1996), 562-564. O

Wir kénnen nun zyklische Erweiterungen L/K vom Grad n beschreiben, sofern K eine
primitive n-te Einheitswurzel enthalt.

SATZ 6.27. Seienn € N_ | und K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel { enthilt. Sei L/K
eine Korpererweiterung.

(1) Wenn L = K(a) gilt fiir ein Element a € L, das Nullstelle eines Polynoms der Form X" — ¢ mit
¢ € Kist,dannist L/K eine zyklische Galois-Erweiterung. Der Grad d := [L : K] ist ein Teiler von
n,es gilta® € K und X4 — a? ist das Minimalpolynom von a iiber K.

(2) Wenn die Erweiterung L/K zyklisch vom Grad n ist, dann existiert a € L, sodass L = K(a) ist und
das Minimalpolynom von a iiber K die Form minpol , = X" — cfiireinc € K hat.

BEWEIS. zu (1). Es gilt X" — c = [[" (X — {'a), denn mit « ist offenbar auch ('« fiir alle

i eine Nullstelle von X" — c. Also ist K(l;)oder Zerfillungskorper des separablen Polynoms

X" — cund daher eine Galois-Erweiterung.

Fiir jedes Element o € Gal(L/K) ist o(a) eine Nullstelle von X" — c, also von der Form {'a
fiir ein eindeutig bestimmtesi € Z/n. Wir kdnnen also die Abbildung
®:Gal(L/K) — Z/n, o+ isodassc(a)="a,
betrachten. Diese ist ein Gruppenhomomorphismus, denn
(07)(a) = 0(1(a)) = 0(§*Vat) = {*Do (o) = 7+ (Mg,

wobei wir benutzt haben, dass { € K ist und ¢ deshalb von allen Galois-Automorphismen
fixiert wird. Weil ein K-Homomorphismus K(a) — K(«) durch das Bild von a eindeutig
festgelegt ist, ist @ injektiv. Es folgt, dass Gal( L/K ) zu einer Untergruppe von Z/n isomorph
ist, und insbesondere folgt, dass Gal(L/K ) zyklisch ist (Satz 2.41) und dassd = [K(a) : K] |n
gilt.

Weil fiir alle o € Gal(L/K) gilt, dass 0(a?) = o(a)? = %®@)a? = g? ist (denn ®(0) liegt ja in
der d-elementigen Untergruppe von Z/n und wird daher von d annuliert), gilt «? € K.

Es ist also & eine Nullstelle des Polynoms X — o € K[X]. Weil dieses Grad d = [K(«) : K]
hat, handelt es sich um das Minimalpolynom von a.

zu (2). Sei o ein Erzeuger von Gal(L/K ). Wir betrachten o als K-Vektorraum-Isomorphismus
L — L. Aus 0" = id folgt minpol _ | (X" — 1) (hier ist minpol  das Minimalpolynom von o
im Sinne der Linearen Algebra). Weil X" —1in K[X] in nverschiedene Linearfaktoren zerfillt,
ist o tiber K diagonalisierbar (Korollar LA2.16.29).

Behauptung. Es gilt minpol = X" — 1.

Begriindung. Die Abbildung o ist als Ringhomomorphismus vertraglich mit der Multiplikation
von L. Deshalbist die Menge der Eigenwerte von o eine Untergruppevon K *.Dennsind A, u € K
Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren v,w € L, dann gilt

o(vw) = a(v)o(w) = Auvw,
also ist auch Ap ein Eigenwert von 0. Aufierdem gilt

ov)=ov) =121
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und wir sehen so, dass auch 17! ein Eigenwert von o ist. Weil ¢ diagonalisierbar ist, ist die
Menge der Eigenwerte nicht leer.

Genauer ist die Menge der Eigenwerte von o eine Untergruppe der zyklischen Gruppe p, (K),
also von der Form p,(K) fiir einen Teiler d von n. Es folgt dann (weil o diagonalisierbar ist),
dass 0 = id gilt. Weil o die Gruppe Gal(L/K) mit n Elementen erzeugt, folgt d = n. Die
Behauptung ist damit bewiesen.

Daher ist insbesondere die primitive n-te Einheitswurzel { ein Eigenwert von o, es existiert
also @ € L mit o(a) = o und allgemeiner o‘(«) = {'a. Wir sehen damit, dass alle Elemente
lla,i = 0,...,n — 1, Nullstellen von minpol , sind. Es folgt deg(minpola.K) = nund damit
L = K(a). AuRerdemistc := a" € K,denno(a") = {"a" = a". Weil das Polynom X" —c € K[X]
Gradn = [K(a) : K] und a als Nullstelle hat, handelt es sich hierbei um das Minimalpolynom
von a. O

ERGANZUNG 6.28 (Alternative Ansidtze zur Charakterisierung zyklischer Erweiterungen).
Es gibt mehrere andere Moglichkeiten, im Beweis von Teil (2) des obigen Satzes zu zeigen,
dass  ein Eigenwert von o ist.

(1) Ausdem Satz iiber die lineare Unabhingigkeit von Charakteren folgt, dass die (paarweise
verschiedenen) Abbildungen id, o, 02, ..., 0" linear unabhéngig sind. Also muss das
Minimalpolynom von ¢ mindestens Grad n haben. Weil 6" = id ist, folgt minpol =
X" —1, also ist { eine Nullstelle von minpol und daher ein Eigenwert von o.

(2) MitHilberts Satz 90 (Satz 6.16) kann man folgendermafen argumentieren: Es gilt Ny /¢ ({)
¢" = 1, also existierta € Lmit{ = a /().

O Ergénzung 6.28

ERGANZUNG 6.29 (Artin-Schreier-Erweiterungen). Aufbauend auf der additiven Version
des Satzes 9o von Hilbert (Ergdnzung 6.17) kann man den Satz von Artin-Schreier {iber die
Charakterisierung zyklischer Erweiterungen vom Grad p eines Koérpers der Charakteristik
p > o beweisen. Siehe [JS] Satz VI1.6.9 oder [Bo-A] Theorem 4.8/5. O Ergénzung 6.29

ERGANZUNG 6.30 (Der Satz von Kronecker-Weber). Der Satz von Kronecker und Weber
ist das folgende Theorem uiber abelsche Galois-Erweiterungen von Q. Der Beweis ist nicht
leicht, so dass wir ihn hier auslassen. Der Satz gehort in den Kontext der (globalen) Klassen-
kérpertheorie?, die noch priziser die abelschen Erweiterungen von Q und von endlichen
Erweiterungskorpern von Q beschreibt. (Fiir E # Q ist es allerdings nicht ausreichend,
Einheiswurzeln zu adjungieren, um alle abelschen Erweiterungen von E als Zwischenkorper
zu erhalten.)

THEOREM 6.31. Sei K/Q eine abelsche endliche Galois-Erweiterung (die Zwischenkdrper von einem
fixierten algebraischen Abschluss K von K ist). Dann existiert eine Einheitswurzel{ € K mit K C Q({).

Den Satz kann man sehr konkret interpretieren: Ist K/Q abelsch und « € K, dann existieren

n € N, eine n-te Einheitswurzel { und rationale Zahlena;,i = 0,...,n — I mita = Zl":_OI a,'.
0 Ergdnzung 6.30

ERGANZUNG 6.32 (Einheitswurzeln iiber endlichen Kérpern).

2https://de.wikipedia.org/wiki/Klassenkérpertheorie
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SATZ 6.33. Sei p eine Primzahl und n € N eine natiirliche Zahl, die nicht von p geteilt wird. Sei {

eine primitive n-te Einheitswurzel in einem algebraischen Abschluss von F .. Sei @: Gal([F,({) / F))—

4
(Z/n)* der injektive Gruppenhomomorphismus aus Satz 6.21.

Dann ist Im(®) die Untergruppe von (Z/n)*, die von der Restklasse vonpin (Z/n)* erzeugt wird.

BEWEIS. Seiq = #F,({) = p",r € N, ,. Wirwissen bereits (Satz 5.40, Beispiel 5.46), dass
F,(0) / IF, als Erweiterung endlicher Kérper eine zyklische endliche Galois-Erweiterung ist.

Die Galois-Gruppe Gal(F,({) / FF, ) wird erzeugt vom Frobenius-Automorphismus Frob: F,({) —
F,(¢),x — xP. Dieser wird unter ® auf die Restklasse von pin (Z/n)* abgebildet. O

Insbesondere ist also in der Situation des Satzes der Grad [F,({) : IF,] gleich der Ordnung
vonpin (Z/n)*.

Ein analoges Ergebnis gilt, wenn man F, durch einen beliebigen endlichen Kérper (und die
Restklasse von p durch die Restklasse von #K) ersetzt.

Wenn in der obigen Situation { € I, liegt, wenn also der Korper ), selbst eine primitive
n-te Einheitswurzel enthilt, gilt p = 1 mod n. Die Aussage dieses Spezialfalls folgt auch
direkt daraus, dass fiir { € F,, gelten muss, dass {P' = 1ist, also dass n|p — 1. Aus dieser
Beobachtung erhalten wir das folgende Korollar.

KOROLLAR 6.34. Sein € N_ . Es gibt unendlich viele Primzahlen p, fiirdiep = 1 mod n gilt.

BEWEIS. Nach dem vorherigen Satz ist es dquivalent zu zeigen, dass unendlich vie-
le Primzahlen p existieren, fiir die F, eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt. Wegen
Satz 6.25 folgt die Aussage aus dem folgenden Lemma, angewandt auf das n-te Kreistei-
lungspolynom &, (Die endlich vielen Primteiler von n konnen wir ohne Einschriankung von
der Betrachtung ausnehmen.) |

LEMMA 6.35. Seif € Z[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann existieren unendlich viele Primzahlen
p, fiir die f in IF, eine Nullstelle hat.

Im Beweis argumentieren wir analog zur folgenden Variante von Euklids Beweis, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt (Satz LA1.3.6): Firk € N, k > 1, wird k! + I von einer
Primzahl p geteilt, und diese muss grofier als k sein (sonst gélte auch p | k! und damit p| | 1).
Also gibt es zu jeder natiirlichen Zahl Primzahlen, die gréfier als k sind.

BEWEIS. Seia = f(0) der konstante Term von f. Falls a = o gilt, ist 0 eine Nullstelle von
f injedem Korper. Sei nun a # o. Wir schreiben f = Xg + a mit g € Z[X]. Sei k € N so grof,
dass |f(ak!)| > |a| gilt. (Weil f nicht konstant ist, gilt das fiir alle hinreichend grofien k.) Es
gilt

f(ak!) = ak!g(ak!) + a = a(k!g(ak!) + 1).

Weil [f (ak!)| > |a|ist, ist |k!g(ak!) + 1| > 1,und jeder Primteiler p von k!g(ak!) + 1ist ein Teiler
von f'(ak!) (also ist die Restklasse von ak! eine Nullstelle von f in IF,), der zu k! teilerfremd
und daher grofier als kist. |

Es ist ein berithmter Satz von Dirichlet, dass fiir jedes Paar teilerfremde natiirlicher Zah-
len m, n unendlich viele Primzahlen p mit p = m mod n existieren. Das Korollar ist der
Spezialfall m = 1. Der allgemeine Fall ist schwieriger zu beweisen. (Siehe zum Beispiel [Se].)

Ubung. Folgern Sie aus dem Korollar, dass es fiir jedes n € N_ eine Galois-Erweiterung
L/Q gibt, deren Galois-Gruppe isomorph ist zur Gruppe Z/n. O Erginzung 6.32
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6.4. Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Wir wollen jetzt die Galois-Theorie auf die Frage anwenden, fiir welche Polynome sich die
Nullstellen als ein Ausdruck hinschreiben lassen, in dem neben den Grundrechenarten (plus,
minus, mal, geteilt) nur n-te Wurzeln gezogen werden. Dass es typischerweise mehrere
verschiedene n-te Wurzeln eines Elements gibt, beriicksichtigen wir dadurch, dass wir
auch Einheitswurzeln in dem Ausdruck erlauben. (Man darf also sozusagen immer eine
»geeignete« n-te Wurzel verwenden.)

Um die Diskussion etwas zu vereinfachen, betrachten wir in diesem Abschnitt nur Kérper der
Charakteristik 0. Um die Ergebnisse in der »richtigen« Art und Weise auf Koérper positiver
Charakteristik zu {ibertragen, ist zu beriicksichtigen, dass es iiber diesen im Allgemeinen
auch zyklische Erweiterungen gibt, fiir die kein primitives Element mit Minimalpolynom
der Form X" — c existiert (vergleiche Satz 6.27, der diese Fille nicht abdeckt, weil es niemals
eine primitive n-te Einheitswurzel gibt, wenn n ein Vielfaches der Charakteristik ist).

Fiir die Charakterisierung solcher Erweiterungen miissen wir im Grunde nur noch zusam-
mensetzen, was wir bereits wissen:

e Korpererweiterungen, die durch Adjunktion von Einheitswurzel entstehen, sind
abelsch, Satz 6.21,

e Kérpererweiterungen der Form K(/a) / K, wo K eine primitive n-te Einheiswurzel
enthilt sind zyklisch, und (in geeignetem Sinne, in Charakteristik o) umgekehrt,
Satz 6.27,

e Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung. Die Galois-Gruppe Gal(L/K ) ist genau
dann auflésbar, wenn es eine Kette

K=K,CcK,C---CK, =L

von Zwischenkorpern gibt, so dass alle Erweiterungen K;/K; ;| zyklisch sind. (Theo-
rem 5.49, Lemma 2.64).

Um das weiter auszuarbeiten, machen wir zunéchst die folgenden Definitionen. Wir fixieren
hier einen algebraischen Abschluss K von K und setzen ohne Einschrinkung voraus, dass
alle im Folgenden betrachteten Erweiterungskorper von K Teilkorper von K sind.

DEFINITION 6.36. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung.

(1) Wir sagen, die Korpererweiterung L/K sei auflosbar durch Radikale, wenn eine Kette
K=K,CK, C---CK,

endlicher Korpererweiterungen mit L C K, existiert, so dass jede der Erweiterungen
K;.,/K; von einer der folgenden Formen ist:

¢ K; , entsteht aus K; durch Adjunktion einer Einheitswurzel,
e K; . = K;(a) fiir ein Element a aus K;_;, so dass eine positive Potenz von a in K; liegt.

(2) Wir sagen, die Korpererweiterung L/K sei auflosbar, wenn ein Erweiterungskorper E
von L existiert, so dass E/K eine endliche Galois-Erweiterung mit auflosbarer Galois-
Gruppe ist.

(3) Istf € K[X], so sagen wir die Gleichung f(x) = o (oder: das Polynom f) sei auflosbar durch
Radikale bzw. auflosbar, wenn der Zerfillungskorper von f die entsprechende Eigenschaft
hat.
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In Teil (1) ist der erste Typ der erlaubten Erweiterungen ein Spezialfall des zweiten Typs,
aber es ist niitzlich, die Adjunktion von Einheitswurzeln separat zu betrachten.

Wir werden sehen, dass es (beispielsweise iiber K = Q) Polynome mit der Eigenschaft
gibt, dass fiir jede Nullstelle a des Polynoms die Erweiterung K(a)/K nicht durch Radikale
auflosbar ist. Das bedeutet, dass sich a nicht durch Elemente aus K, die Grundrechenarten,
Einheitswurzeln und n-te Wurzeln ausdriicken ldsst, denn sonst konnte man eine Kette wie
oben mit ¢ € K, und damit K(a) C K, finden.

LEMMA 6.37. (1) Eine Erweiterung L/K ist genau dann auflésbar durch Radikale, wenn die normale
Hiille von L iiber K diese Eigenschaft hat.

(2) Eine Erweiterung L/K ist genau dann auflésbar, wenn die normale Hiille von L iiber K eine Galois-
Erweiterung mit auflésbarer Galois-Gruppe ist.

(3) Sind L/K und E/K algebraische Kérpererweiterungen (in K) und ist L/K auflésbar durch Radikale
bzw. auflésbar, so hat auch die Erweiterung LE /E diese Eigenschaft.

(4) Die Eigenschaften auflosbar durch Radikale und auflosbar verhalten sich transitiv in einem
Turm K C L C M von Korpererweiterungen, d.h. es gilt: M /K hat die entsprechende Eigenschaft
genau dann, wenn sowohl M /L als auf L/K sie haben.

BEWEIS. Zu (1). Dies ist nicht schwierig und wird im Folgenden nicht benétigt, daher
lassen wir den Beweis aus.

Zu (2). Wenn die normale Hiille von L iiber K galoissch mit auflésbarer Galois-Gruppe ist,
dann ist L/K nach Definition auflgsbar. Ist andererseits L/K auflosbar, und etwa E ein
Erweiterungskorper von K, so dass E/K eine endliche Galois-Erweiterung mit auflosba-
rer Galois-Gruppe ist, dann ist die normale Hiille L’ von L tiber K in E enthalten und die
Gruppe Gal(L'/K) als Quotient der auflésbaren Gruppe Gal( E/K ) auch selbst auflosbar
(Lemma 2.63).

Zu (3). Sei zundchst L/K durch Radikale auflésbar. Indem wir gegebenenfalls L vergrofiern
kénnen wir annehmen, dass eine Kette von Teilkdrpern der Erweiterung L/K besteht, so dass
die einzelnen Schritte die oben genannten Typen haben. Indem wir fiir jeden dieser Schritte
das Kompositum mit E bilden, erhalten wir eine entsprechende Kette von Teilkorpern der
Erweiterung LE/E.

Ist L/K aufl6sbar, so konnen wir, indem wir L durch seine normale Hiille iber K ersetzen,
annehmen, dass die Erweiterung eine Galois-Erweiterung mit auflosbarer Galois-Gruppe
ist. Insbesondere ist L Zerfallungskorper einer Familie von separablen Polynomen, und
wir erhalten LE als Zerfallungskorper derselben Familie tiber E. Also ist auch LE/E eine
Galois-Erweiterung. Wir erhalten durch Einschriankung einen Homomorphismus

Gal(LE/E) — Gal(L/K), o oy,

der injektivist, weil LE iber E von den Elementen von L erzeugt wird. Da nach Voraussetzung
Gal(L/K) auflosbar ist, gilt das nach Lemma 2.63 auch fiir Gal( LE/E).

Zu (4). Es ist leicht zu sehen, dass M/L und L/K auflsbar durch Radikale (bzw. auflésbar)
sind, wenn dies fir M/K gilt.

Seien nun M/L und L/K auflésbar durch Radikale. Wir finden dann L'/L, so dass die Erwei-
terung L' /K eine Kette von Zwischenkdrpern besitzt, deren einzelne Schritte Erweiterungen
der oben genannten Typen sind. Nach Teil (3) ist auch ML'/L’ auflésbar durch Radikale.
Dann ist aber auch ML'/K und erst recht M/K durch Radikale auflgsbar.

Seien schliellich die Erweiterungen M/L und L/K auflésbar. Durch Ubergang zu den nor-
malen Hiillen und mit Teil (3) kdnnen wir annehmen, dass beide Erweiterungen galoissch
mit auflosbarer Galois-Gruppe sind. Ist dann die Erweiterung M/K galoissch, dann folgt
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direkt, dass ihre Galois-Gruppe auflosbar ist, und wir sind fertig; im allgemeinen wird das
aber nicht der Fall sein.

Sei M’ die normale Hiille von M iiber K. Dann ist M’ /K eine Galois-Erweiterung, denn M/K
ist separabel (Satz 5.24) und M’ ist der Zerfillungskdrper der Minimalpolynome minpol

fir a € M. Wir miuissen zeigen, dass Gal(M’ /K ) auflésbar ist. Die Einschrﬁnkungsabbilduﬁg
R:Gal(M'/K) — Gal(L/K) ist surjektiv, und Gal( L/K ) ist auflésbar. Nach Lemma 2.63 ge-
niigt es daher zu zeigen, dass Ker(R) = Gal(M’/L) auflosbar ist. Aber M’ ist das Kompositum
der Erweiterungskérper o(M) fiir 0 € Homy (M, K) (vergleiche Satz 5.7 iiber die normale
Hiille). Alle Erweiterungen o(M)/o(L) sind Galois-Erweiterungen, weil das fiir L/K gilt:
Ist etwas M = L(a), soist 0(M) = o(L)(o(a)) C K, und minpola(a),G(L) = a(minpola’L);
also ist minpolg(a) o(L) separabel und zerfillt iiber (M) vollstédndig in Linearfaktoren. Die
Abbildung 7 — ¢ o 0 0 ist ein Isomorphismus Gal(L/K) — Gal(o(M)/o(L)). Weil L/K
eine Galois-Erweiterung ist, gilt zudem o(L) = L fiir alle 0.

Wir erhalten damit einen injektiven Gruppenhomomorphismus

GalM'/L) —  []  Gal(e(M)/L), 7+ (i)
oc€Homg (M,K)

Mit Lemma 2.63 sehen wir zunichst, dass der Wertebereich auflésbar ist und sodann, dass
das auch fiir den Definitionsbereich gilt. O

SATzZ 6.38. Eine Korpererweiterung ist genau dann auflosbar durch Radikale, wenn sie auflosbar ist.

BEWEIS. Seizunichst L/K auflésbar. Wir kénnen wegen Lemma 6.37 (2) L durch seine
normale Hiille ersetzen und daher annehmen, dass die Erweiterung galoissch mit auflos-
barer Galois-Gruppe ist. Ist { € K irgendeine Einheitswurzel, so ist L({) = LK({) und
daher nach Satz 5.55 und Lemma 6.37 (3) die Erweiterung L({)/K({) ebenfalls galoissch mit
auflosbarer Galois-Gruppe. Weil die Erweiterung K({)/K nach Definition durch Radikale
auflosbar ist, geniigt es (nun wegen Lemma 6.37 (4)) zu zeigen, dass L({)/K({) durch Ra-
dikale auflosbar ist. Indem wir K durch K({) ersetzen fiir eine [L : K]!-te Einheitswurzel {,
kénnen wir also voraussetzen, dass K alle d-ten Einheitswurzeln fiir alle Teiler d von [L : K]
enthilt. Wir konnen (mit Lemma 2.64 und Theorem 5.49) eine Kette

K=K,CK,C---CK, =L

finden, so dass jede der Erweiterungen K;/K_, zyklisch ist. Nach Satz 6.27 hat dann jede
dieser Erweiterungen die Form K; = K;_,(v/a) furn € N,a € K;_,. Also ist L/K auflésbar
durch Radikale.

Seinun L/K eine Korpererweiterung, die durch Radikale auflosbar ist. Sei
K=K,CK, C---CK,

eine Kette von Kérpererweiterungen wie in Definition 6.36 (1) mit L C K,. Wir kénnen L
durch einen Erweiterungskorper ersetzen und daher L = K, annehmen. Dann geniigt es
(wegen Lemma 6.37 (4)) zu zeigen, dass jede der Erweiterungen K;/K; | auflosbar ist. Das
aber ist klar fiir Erweiterungen vom Typ (1) (Adjunktion einer Einheitswurzel), denn es
handelt sich ja sogar um abelsche Galois-Erweiterungen. Ist L/K eine Erweiterung vom
Typ (2), d.h. L = K(a) und etwas a" € K, so ist die Erweiterung ebenfalls auflgsbar. Denn
ist { eine n-te Einheitswurzel, dann ist die Erweiterung L({)/K({) nach Satz 5.55 zyklisch,
die Kette K C K({) C L({) besteht also aus abelschen Galois-Erweiterungen und wir sehen,
dass L(7)/K galoisch ist (denn L ist der Zerfillungskdrper von minpol , und X" —1)und

zwar mit auflosbarer Galois-Gruppe. g

KOROLLAR 6.39. Es gibt Gleichungen (zum Beispiel vom Grad 5 iiber Q), die nicht durch Radikale
auflosbar sind.
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BEWEIs. Wir haben gesehen (Satz 2.65), dass die Gruppe S nicht aufldsbar ist, es gentigt
also, ein Polynom f* € Q[X] vom Grad 5 mit Galois-Gruppe S zu finden. Wenn f irreduzibel
vom Grad 5istund L der Zerfillungskérpervonf (inQ C C)ist,dann operiert G := Gal(L/K)
transitiv auf der Menge der Nullstellen von f in Q und wir erhalten so einen injektiven
Gruppenhomomorphismus G — S, so dass wir G im folgenden als Untergruppe von S
betrachten kénnen.

Wir wollen nun Polynome f finden, fiir die sogar die Gleichheit G = S, gilt. Dafiir gibt
es viele Moglichkeiten (siehe auch [Bo-A] Abschnitt 6.1). Man kann auch zeigen, dass in
einem geeigneten Sinne »die meisten« Polynome vom Grad > 5 eine nicht-auflésbare
Galois-Gruppe haben. Eine Mdglichkeit, um konkrete Beispiele angeben zu kdnnen, ist, die
folgenden drei Aussagen zu zeigen. (Man konnte hier auch allgemeiner irgendeine Primzahl
> 5 betrachten.)

(1) Weil G transitiv auf der Menge der Nullstellen operiert, enthilt G einen 5-Zykel.
(2) Wenn f so gewihlt ist, dass G eine Transposition enthilt, dann ist G = S..

(3) Wenn f genau zwei nicht-reelle Nullstellen hat, dann enthilt G eine Transposition, also
ist die Gleichung f nicht durch Radikale auflésbar.

Zu (1). Weil G eine Bahn mit 5 Elementen hat, folgt aus Lemma 2.32, dass 5 ein Teiler von #G
ist. Weil 52 aber nicht #S teilt, hat jede 5-Sylow-Untergruppe von G genau 5 Elemente, ist
also zyklisch von Ordnung 5. Also enthilt G ein Element der Ordnung 5, d.h. einen 5-Zykel.

Zu (2). Nach Umnummerieren kénnen wir annehmen, dass (12) € G. Indem wir von dem in
G enthaltenen 5-Zykel gegebenenfalls zu einer Potenz iibergehen, konnen wir annehmen,
dass dieser Zykel 1 auf 2 abbildet, und nach einer weiteren Umnummerierung annehmen,
dass (12345) € Gist. Dann sehen wir, dass G auch die Transpositionen (23), (34) und (45)
enthilt, und diese erzeugen die Gruppe S.

Zu (3). Wenn f genau zwei Nullstellen in C\ R enthilt, dann sind diese zueinander konjugiert,
die Einschriankung der komplexen Konjugation auf L ist daher ein Automorphismus von L,
der auf der Nullstellenmenge von f durch eine Transposition operiert.

Ein konkretes Beispiel fiir ein irreduzibles Polynom in Q[X], das genau zwei nicht-reelle
Nullstellen hat, ist X> — 6X + 3 (irreduzibel nach dem Eisenstein-Kriterium), wie man leicht
mittels »Kurvendiskussion« beweist. O

Insbesondere bedeutet das natiirlich, dass es fiir Polynome von Grad > 5 keine allgemeine
Losungsformel fiir die Nullstellen in Termen der hier betrachteten Rechenoperationen geben
kann.

Andererseits erhalten wir wegen der Auflsbarkeit der Gruppen S, fiirn < 4 (und demzufol-
ge aller ihrer Untergruppen) das folgende Ergebnis.

KOROLLAR 6.40. Jede Gleichung vom Grad < 4 ist durch Radikale aufldsbar.

Die Methoden der Galois-Theorie ermdglichen es auch, fiir Gleichungen vom Grad 3 und 4
konkrete Losungsformeln aufzustellen, dhnlich der bekannten Lésungsformel fiir quadra-
tische Gleichungen. Naturgemaif? ist die Sache in Grad 3 und 4 etwas komplizierter, auch
deshalb, weil man dabei auch dritte (und gegebenenfalls vierte) Einheitswurzeln verwenden
muss. Siehe [Bo-A] Abschnitt 6.2.

ERGANZUNG 6.41 (Der Satz von Rost iiber den Radikalabschluss von Q in R). Die reelle

Zahl cos(%7) ist ein Element von Q({) fiir § = e%ﬂ, denn cos(2F) = Re({) = ;({+77").
Insbesondere ist diese reelle Zahl »durch Radikale darstellbar« in dem Sinne, dass die
Erweiterung Q(cos(%)/@ durch Radikale aufl6sbar ist. Die hier gegebene Darstellung
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verwendet aber nicht-reelle komplexe Zahlen. Interessanterweise kann man zeigen, dass das
auch nicht vermeidbar ist, das heifdt, man kann cos(%) nicht durch die Grundrechenarten
und das Ziehen von n-ten Wurzeln aus positiven reellen Zahlen darstellen (etwas formaler:
cos(%) liegt nicht in dem kleinsten Teilkérper K von R mit der Eigenschaft, dass fiir alle
x € R,n € N, mitx" € K auch x in K liegt). Der Beweis ist (mit dem, was wir schon wissen)
nicht schwer zu verstehen, siehe [Soe-AZT] Abschnitt 4.8. O Erginzung 6.41

ERGANZUNG 6.42 (Arnolds Beweis, dass die allgemeine Gleichung vom Grad 5 nicht durch
Radikale auflgsbar ist). Der russische Mathematiker V. Arnold® (1937-2010) hat einen ganz
anderen Beweis gegeben, dass es keine Losungsformel fiir Gleichungen fiinften Grades gibt,
der keine Galois-Theorie verwendet, sondern auf topologischen Argumenten beruht. Damit
erhidlt man sogar die noch stiarkere Aussage, dass es keine Losungsformel gibt, die nur die
Grundrechenarten, die trigonometrischen Funktionen sin und cos und die Exponential-
funktion exp verwendet. (Das Wurzelziehen kann man dann mit der Exponentialfunktion
ausdriicken.) Andererseits erhilt man nicht die genauen Informationen iiber die Struktur
der Koérpererweiterung (zum Beispiel ihre Zwischenkoérper), die die Galois-Theorie liefert.
Siehe https://web.williams.edu/Mathematics/1g5/394/ArnoldQuintic.pdf fiir eine
gut lesbare Darstellung des Beweises von Arnold. O Ergdnzung 6.42

6.5. Der Hauptsatz iiber symmetrische Polynome *

Fiir den Moment nur ein Platzhalter ... Siehe zum Beispiel [Bo-A] Abschnitte 4.3, 4.4, [Lo] Kapitel 15.

6.6. Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

Mithilfe der Galois-Theorie kénnen wir das Kriterium fiir Konstruierbarkeit mit Zirkel und
Lineal, das wir in Satz 4.42 bewiesen haben, noch konkreter fassen. Wir verwenden die
Notation aus Abschnitt 4.5.

SATZ 6.43. Fiira € C sind dquivalent:

(i) Esgilta € K, d.h. a ist ausgehend von o und 1 konstruierbar mit Zirkel und Lineal.

(ii) Es gibt eine endliche Kette
Q=K,CK C---CK,
von Kérpererweiterungen, sodass [K; : K;_,] = 2 fiirallei = 1, ..., rgiltund a € K, ist.
(iii) Es gibt eine Galois-Erweiterung K /Q mit a € K, deren Grad eine Potenz von 2 ist.

(iv) Die normale Hiille von Q(a) iiber Q hat als Grad iiber QQ eine Potenz von 2.

BEWwEIS. Die Aquivalenz von (i) und (ii) haben wir bereits in Satz 4.42 bewiesen. Wenn
(ii) gilt, dann erhalten wir fiir jeden Homomorphismus o: K, — Q in den algebraischen
Abschluss von QQ in C durch Anwenden von o auf alle K; eine Kette von Zwischenkoérpern
der Erweiterung ¢ (K,)/Q, deren einzelne Schritte alle Grad 2 haben. Damit folgt, dass fiir
das Kompositum aller o(K, ), also den kleinsten Teilkoérper von Q, der alle ¢(K,) enthilt, eine
ebensolche Kette existiert. Aber dieses Kompositum ist genau die normale Hiille von K, iiber
Q, also galoissch tiber Q. Mit der Gradformel folgt die Aussage in (iii).

Ist andererseits (iii) gegeben, so konnen wir eine Kette von Untergruppen in der Galoisgrup-
pe Gal(K/Q) finden, so dass die Indizes zwischen aufeinanderfolgenden Untergruppem
alle gleich 2 sind. Denn nach Voraussetzung ist die Galois-Gruppe eine 2-Gruppe, so dass

3https://de.wikipedia.org/wiki/Wladimir_Igorewitsch_Arnold
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wir Satz 2.76 und Lemma 2.64 anwenden kénnen. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie
entspricht dieser Kette von Untergruppen eine Kette von Zwischenkdrpern wie in Aussa-
ge (ii).

Schlieflich sind (iii) und (iv) dquivalent. Dass (iii) aus (iv) folgt, ist trivial. Gilt andererseits
(iii), dann ist die normale Hiille von Q(«) iiber Q ein Teilk6rper von K, und die Aussage folgt
aus der Gradformel. O

Es folgt auch, dass eine komplexe Zahl « € C, fiir die [Q(a) : Q] eine Potenz von 2 ist, nicht
notwendig konstruierbar ist. Ist ndmlich das Minimalpolynom von a vom Grad 4 und mit
Galois-Gruppe S,, dann ist [Q(a) : Q] = 4, aber die normale Hiille hat Grad 24 {iber Q.

Mit diesem allgemeinen Ergebnis konnen wir insbesondere das Problem l6sen, fiir wel-
che n das (im Einheitskreis einbeschriebene) regelmiafiige n-Eck ausgehend von o und 1
konstruierbar ist.

THEOREM 6.44. Sein > 73 eine natiirliche Zahl. Dann sind dquivalent:

(i) Das regelmdfSige n-Eck ist konstruierbar mit Zirkel und Lineal (d.h. exp(%’ﬁ) € K).

(ii) DieZahl ¢(n) ist eine Potenz von 2 (wobei ¢ die Eulersche g-Funktion bezeichnet, d.h. ¢(n) ist die
Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1 und n).

BEWEIs. Wir schreiben { := exp(%"). Aus dem vorherigen Satz folgt, dass Aussage (i)

dquivalent dazu ist, dass [Q({) : Q] eine Potenz von 2 ist. Wir haben in Satz 6.22 berechnet,
dass dieser Grad gleich ¢(n) ist. O

Mit dem Begriff der Fermatschen Primzahl konnen wir das Kriterium noch etwas griffiger
formulieren.

DEFINITION 6.45. Eine Primzahl der Form 2% + 1 mit k € N_, heit Fermatsche Primzahl. Es
ist dann notwendigerweise k selbst eine Potenz von 2. Wir schreiben F, = 22 + 1. =

Zur Begriindung der in der Definition gemachten Behauptung: Ist d ungerade, dann ist —1I
eine Nullstelle von X4 + 1, also X + 1 ein Teiler von X4 + 1 (in Z[X]). Ist m € N_, so folgt, dass
2™ + 1ein Teiler von (2™)% + 1ist. Istd > 1, so handelt es sich um einen echten Teiler.

Die einzigen bekannten Fermatschen Primzahlen sind F, = 3, F, = 5,F, =17, F; = 257 und
F, = 65537. Euler zeigte, dass 22’ + 1 durch 641 teilbar und mithin keine Primzahl ist. Es ist
ein offenes Problem, ob es weitere solche Primzahlen gibt, und ist auch nicht bekannt, ob es
moglicherweise sogar unendlich viele Fermatsche Primzahlen gibt. Von F;; ist zurzeit nicht
bekannt, ob es sich um eine Primzahl handelt; diese Zahl hat iiber zweieinhalb Milliarden
Stellen. Weitere Informationen: Wikipedia*

KOROLLAR 6.46. Sein > 3 eine natiirliche Zahl. Dann sind dquivalent:
(i) Das regelmdfige n-Eck ist konstruierbar mit Zirkel und Lineal (d.h. exp(%*) € K).
(ii) Die Zahl n hat die Form 2"p, - - - - pymitr,1 > 0 und mit paarweise verschiedenen Fermatschen

Primzahlen p;.

BEWEIS. Die p-Funktion ist multiplikativ fiir teilerfremde Zahlen, d.h. fiir teilerfremde
m,m’ gilt ¢(mm’) = @(m)p(m’). Fir eine Primzahlpotenz p" gilt p(p") = (p — 1)p" (Lem-
ma 2.44). Daraus folgt die Behauptung, indem wir n als Produkt von Potenzen paarweise
verschiedener Primzahlen schreiben und das vorherige Ergebnis anwenden. g

Wir sehen also, dass das regelméfiige 5-Eck und das regelmifiige 17-Eck konstruierbar sind,
nicht jedoch das regelmaflige 7-Eck.

4https://de.wikipedia.org/wiki/Fermat-Zahl
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6.7. Das quadratische Reziprozititsgesetz *

Das quadratische Reziprozititsgesetz ist ein berithmter Satz aus der Zahlentheorie, der eine
verbliiffende Gesetzmafigkeit tiber die Frage aussagt, welche quadratischen Gleichungen
tiber endlichen Kérpern der Form [, p eine Primzahl, 16sbar sind, oder genauer: Welche
Elemente von F, »Quadratzahlen«, also von der Form a? fiir eina € F, sind.

6.7.1. DasLegendre-Symbolund das quadratische Reziprozititsgesetz. Um zuun-
tersuchen, welche Elemente eines endlichen Kérpers Quadrate sind, bemerken wir zunéchst,
dass das fiir das Element o = 0? offenbar stets der Fall ist, so dass wir nur Elemente von
F, betrachten miissen. Der Fall p = 2 ist auch klar (sowohl 0 als auch 1 sind Quadrate) und
unterscheidet sich ein bisschen von den anderen Fillen, so dass wir nun p > 2 voraussetzen.

Die Abbildung
Fy—=F;, x— x2,
ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern {1, —1}, und wir sehen, dass genau die Hilfte
der Elemente von F, im Bild (F, ) dieser Abbildung liegt, also das Quadrat eines Elements
ist. DaxP~' = 1fiirallex € F,; gilt, folgt fiirx € (F,')?, etwax = a?, dass
x'T =ar =1L
Das Polynom X 2 — I hat aber héchstens ’%I Nullstellen, daher haben nur die Quadrate x in
I, die Eigenschaft x'T =1istx € F, \ F,?,somuss x'T =1 gelten (denn das Quadrat
Pt . . .
vonx z istja = I). Damit haben wir bewiesen:

LEMMA 6.47. Seip eine ungerade Primzahl. Ein Element x € F ist genau dann ein Quadrat in F;,

p—1 .
wennx z = Igilt.

Dieses Lemma motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 6.48. Seip eine ungerade Primzahl und x € F,'. Wir definieren das Legendre-

Symbol durch
<x> _ )1 wennx € (F;)?,
p) |—1 wennxe Fy\ (Fp)%

(Der Wert des Legendre-Symbols soll per Definition in Z oder einfach in der multiplika-
tiven Gruppe {1, —1} liegen, d.h. 1 und —1 werden hier nicht als Elemente eines endlichen
Korpers betrachtet, weil wir spéter dariiber sprechen wollen, wann Legendre-Symbole zu
unterschiedlichen Primzahlen gleich sind.)

Fiir ganze Zahlen x, die zu p teilerfremd sind, definieren wir das Legendre-Symbol, indem
wir die obigen Definition auf die Restklasse von x in I, anwenden. .

Hier ist also das Symbol (%) als Gesamtpaket zu lesen — zwischen den Klammern steht

keine Bruchzahl! Und deswegen kann man die Klammern natiirlich auch nicht weglassen,
weil sonst Verwirrung vorprogrammiert ware. Weil wir das Legendre-Symbol als ganze Zahl
betrachten, ist fiirx € F,’ der Ausdruck x'T (ein Element in F,)) nicht gleich dem Legendre-
Symbol, aber kongruent modulo p und daher eindeutig durcheinander bestimmt (weil p
ungerade ist, giltja1 # —1inF,).

Man kann die Definition des Legendre-Symbols auf den Fall ausdehnen, dass x ein Vielfaches
von p ist (dann definiert man den Wert des Symbols als 0), aber fiir uns spielt das keine Rolle.
Weitere Verallgemeinerungen, die niitzlich sind, wenn man Legendre-Symbole mit Hilfe
des quadratischen Reziprozititsgesetzes tatsichlich ausrechnen mochte, sind das Jacobi-
und das Kronecker-Symbol.
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Aus der Definition und der vorherigen Diskussion erhalten wir sofort die folgenden einfa-
chen Eigenschaften des Legendre-Symbols.

LEMMA 6.49 (Eigenschaften des Legendre-Symbols). Seip eine ungerade Primzahl. Seiena, b € Z
zu p teilerfremd.

(1) Das Legendre-Symbol ist multiplikativ, d.h. es gilt <%) (%) = (%’).
(2) Esgilt <%) =1

Das schon angekiindigte quadratische Reziprozititsgesetz stellt eine a priori vollig tiberra-
schende Beziehung zwischen den Legendre-Symbolen zu verschiedenen ungeraden Primzah-
len her.

THEOREM 6.50 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p # q ungerade Primzahlen. Dann

gilt
(5) === 3)

Den Beweis geben wir weiter unten (genauer: einen von sehr vielen, und zwar einen, der
Methoden der Galois-Theorie benutzt und dadurch »erhellender« ist als zum Beispiel der
rein gruppentheoretische Beweis, den Sie in Ergéinzung LA1.8.62 finden).

Zusammen mit den »Ergdnzungssitzen« (Theorem 6.52) und der Multiplikativitét des
Legendre-Symbols kann man damit Legendre-Symbole mit geringem Aufwand ausrechnen
(siehe Beispiel 6.54). Hauptsdchlich liegt aber die Bedeutung des quadratischen Reziprozi-
tatsgesetzes darin, dass hier eine zahlentheoretische Struktur sichtbar wird, deren besseres
Verstdandnis und geeignete Verallgemeinerungen seit seiner Entdeckung (Euler hat diesen
Satz um 1750 vermutet, Gaufl konnte ihn als erster um 1800 beweisen) ein Antriebsmotor
fiir die Entwicklung der Zahlentheorie gewesen ist und weiterhin ist.

6.7.2. Der quadratische Zwischenkdrper von Q(,) / Q.

SATZ 6.51. Seip > 2 eine Primzahl und sei§, € Q eine primitive p-te Einheitswurzel. Die Kérpererwei-

terung Q((,) / Q besitzt einen eindeutig bestimmten Zwischenkdérper E mit [E : Q| = 2, und zwar ist
dies der Korper Q(+/p*) mit

*_(—I> _Jp wennp=1 mod 4,
P= p P= —p wennp =73 mod 4.

BEWEIS. Sei( eine primitive p-te Einheitswurzel iiber Q. Es gilt minpolz_Q =X+ -+
I (siehe Beispiel 3.55). Wir haben gesehen, dass G := Gal(Q({)/Q) = (Z/p)* gilt (Satz 6.22),
und dies ist eine zyklische Gruppe (Korollar 2.49). Insbesondere gibt es in G genau eine
Untergruppe vom Index 2. Dies {ibersetzt sich mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie in die
Tatsache, dass die Erweiterung Q({)/Q einen eindeutig bestimmten Zwischenkorper E mit
[E : Q] = 2 besitzt.

Um E zu bestimmen, versuchen wir, ein Element a € E »explizit« anzugeben, das nicht in Q
liegt, aber so dass das Quadrat a? eine rationale Zahl ist. Offenbar gilt dann E = Q(«). Statt
das Ergebnis »vom Himmel fallen zu lassen«, wollen wir uns an dieser Stelle etwas mehr
Zeit nehmen und illustrieren, wie man (mit geniigend Ausdauer und den richtige Ideen ...)
darauf kommen kdnnte.

Wir bezeichnen mit H C G die eindeutig bestimmte Untergruppe von G vom Index 2 (unter
dem Isomorphismus G = (Z/p)* entspricht H der Untergruppe F,* der Quadrate in F);
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hier sehen wir einen ersten Hinweis, dass die folgenden Untersuchungen einen Zugang zum
Reziprozititsgesetz geben konnten. Zuerst bemerken wir, dass wir die Elemente von E etwas
expliziter angeben kénnen als

E=Q(@)" = {ZG(X); x € Q(f)}-

ocH

Denn dass die rechte Seite in Q({)¥ liegt, ist klar, und ist z € E, so gilt z = #I—H ZGGH o(z).
(Vergleiche Satz 6.13, aus dem die Inklusion C, und damit die Gleichheit, fiir jede separable
Koérpererweiterung folgt, auch dann, wenn die Charakteristik die Ordnung #H teilt.)

Seiy € G ein Erzeuger dieser zyklischen Gruppe. Die Galois-Gruppe Gal( E/Q) hat zwei
Elemente und wird vom Bild von y erzeugt. Wir bezeichnen dieses Bild (das ja einfach die
Einschrinkung von y auf E ist) ebenfalls mit y.

Wir wollen ein Element @ mit E = Q(a) und a* € Q angeben. Diese beiden Bedingungen
sind zusammengenommen dazu dquivalent, dass @ # o und y(a) = —a gilt, also dass «
ein Eigenvektor zum Eigenwert —1I von y ist, wenn wir diese Abbildung als Q-Vektorraum-
Homomorphismus auffassen. Nun gilt y # id und y* = id. Der Homomorphismus y hat
also Minimalpolynom X? — 1 und ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten 1 und —1I. Der
Eigenraum zum Eigenwert I ist genau der Fixkdrper von y, also Q. Der Eigenraum zum
Eigenwert —I ist ein eindimensionaler Komplementidrraum dazu. Insbesondere ist a wie
oben eindeutig bestimmt bis auf ein Skalar aus Q*. Konkret konnen wir den Eigenraum
zum Eigenwert —1 angeben als

{z—y(z); € B},
Dies ist ein sehr spezieller Fall von Satz LA2.17.13. In der speziellen Situation hier geniigt
es auch zu bemerken, dass Elemente der Form z — y(z) von y auf ihr Negatives abgebildet

werden und die Menge aller dieser Elemente ein Untervektorraum von E ist, der wegen
Y # id nicht o sein kann.

Uma € Emit E = Q(a) und a* € Q anzugeben, geniigt es also, irgendein z € E zu finden, fiir
dasa := z — y(z) # oist. Wir machen dazu, vergleiche die vorhergehende Uberlegung, den
Ansatzz =} . 0(0). Wenn wir das direkt mit dem Isomorphismus G = F iibersetzen
(unter dem H der Untergruppe F,* und daher die Nebenklasse yH der Menge F, \ F* der
Nicht-Quadrate entspricht), gelangen wir zu der Definition

ez (o)r

Weil die Elemente ¢, {?, ..., (P~ " eine Q-Basis von Q({) bilden, ist klar, dass a # o gilt, also
E=Q(a)unda® € Q.

Wir wollen nun noch a* ausrechnen. Wir werden sehen, dass a®* = p* gilt; damit ist dann der
Satz bewiesen. Wir miissen also

SPFIELS

a,bEF;

berechnen. Wir benutzen dazu, dass das Legendre-Symbol multiplikativ ist und dass fiir
fixiertes b € F,’ mit a auch ab die Menge F,’ durchléauft (wir also per »Indexverschiebung« in

jedem Summanden a durch ab ersetzen konnen) und dass trivialerweise (%) = Iist. Also

5 B0 50 g

abeFy acky beFy

erhalten wir
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Fira # —1ist {* wieder eine primitive p-te Einheitswurzel, also eine Nullstelle von
XP~'+ .-+ X +1;dasbedeutet 3, (¢*"1)® = —1. Wir erhalten also
p

(o5 ()

Schliefilich benutzen wir noch, dass Zae]FX (%) = o gilt, weil IF; ebenso viele Quadrate wie
P

Nicht-Quadrate enthilt. Damit folgt die Behauptung a* = (%) p- O

6.7.3. Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetz. Wir benutzen dieselbe Nota-
tion wie im vorherigen Abschnitt. Seien jetzt p # q verschiedene ungerade Primzahlen.
(Achtung: Hier ist also, anders als in Abschnitt 5.4, g nicht eine Potenz von p!) Sei wieder
G = Gal(Q(¢)/Q), E = Q(y/p*) der eindeutig bestimmte quadratische Zwischenkdrper von
Q(¢)/Q und H C G die Galois-Gruppe von Q(¢)/E.

Um das quadratische Reziprozitidtsgesetz zu beweisen, miissen wir eine Beziehung zwischen
Quadraten in F,’ und in F herstellen. Unser Zugang beruht darauf, die Gruppe F,’ als die
Galois-Gruppe G zu betrachen, und die Menge der Quadrate in ;' dementsprechend mit H
zu identifizieren.

Die Aussage, dass (%) = Iist, ist angesichts dieser Interpretation dazu dquivalent, dass der
Homomorphismus o,: Q({) — Q(¢) mit 0, ({) = ¢7 in H liegt. Weil Q()H = Q(a) ist, ist das

wiederum dazu dquivalent, dass o, (a) = a gilt:
<Z> =1 <= oya)=a

Um den Korper I, ins Spiel zu bringen, betrachten wir die Einschridnkung von o, auf den
Ring Z[¢] = {72 ad" @ € Z) = Z[X]/ (X - + X +1). Weil 0,(¢) € {4.8%, .0}
gilt, erhalten wir tatséchlich einen Ringhomomorphismus o: Z[{] — Z[{]. Durch Ubergang
zum Quotienten nach dem von g erzeugten Ideal erhalten wir

Z[3)/ (q) = F, 0] = F [X]/ (X' 4+ + X +1),

wobei { das Bild von { in Z[{] / (), oder im Sinne des Isomorphimus mit der rechten Seite
die Restklasse von X bezeichne. Entsprechend induziert o, einen Ringhomomorphismus

> > > -4
F 8] = F 8, ¢ ¢
Weila’ = afiirallea € F, gilt, ist diese Abbildung einfach der g-Frobenius-Homomorphismus

des Rings IF,[{] (Beispiel 3.2), der jedes Element aus I, [{] auf seine g-te Potenz abbildet.

Sei @ das Bild von a € Z[{] in F,[(]. Weil g ungerade ist und @* die Restklasse von p* in
IF,, also von Null verschieden, ist, ist @ # —a. Deshalb gilt ¢,(«) = a genau dann, wenn
@ = o, (@) = @ist.

Aber die Gleichheit &’ = « ist dquivalent zu

inF,[¢].

Nun wissen wir, dass (p*) z = (%) mod g gilt. Insgesamt haben wir damit

=
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und das ist genau die Behauptung des quadratischen Reziprozititsgesetzes.

.. that it was only on reading it [Hermann Weyls Buch Algebraic Theory
of Numbers] that | began to appreciate the beauty of the law of quadratic reciprocity
to which | had earlier attached no importance.

R. Langlands?,
https://publications.ias.edu/rpl/paper/2664.

Langlands hat seit Ende der 1960er Jahre das nunmehr sogenannte
Langlands-Programm entwickelt, eine umfangreiche Theorie aus Vermutungen und
Ergebnissen, von denen ein Kernpunkt die Verallgemeinerung des quadratischen Rezipro-
zitatsgesetzes ist. Er wurde dafiir 2018 mit dem Abel-Preis ausgezeichnet. Schon davor
wurden unter anderem im Rahmen der Klassenkérpertheorie erste Verallgemeinerungen
dieses Resultats bewiesen.

%https://de.wikipedia.org/wiki/Robert_Langlands

6.7.4. Die Ergénzungssitze. Um fiir beliebige a € F, das Legendre-Symbol (%) zZu
berechnen, betrachten wir die Primfaktorzerlegung eines Repréisentanten von a € Z. Damit

ist die Berechnung reduziert auf die Berechnung von Legendre-Symbolen der Form (%) fiir

ungerade Primzahlen q # p und der Form (%) und Form <%)

Zur Berechnung von (%) konnen wir q durch seine Restklasse in {1, ...,p — 1} modulo p
ersetzen (und gegebenenfalls diese in Primfaktoren zerlegen) bzw., falls ¢ < p ist, das
quadratische Reziprozititsgesetz anwenden und dann zur Berechnung von (5) die Zahl

p durch ihre Restklasse in {1, ...,g — 1} modulo g ersetzen. So fithrt man die Berechnung
schrittweise auf die Berechnung von Legendre-Symbolen mit immer kleineren Zahlen
zuriick.

Die Fille (%) und <_71> schliefilich werden durch die sogenannten Ergdnzungssitze behan-
delt.

THEOREM 6.52 (Ergdnzungssitze zum quadratischen Reziprozititsgesetz). Seiq eine ungerade
Primzahl.

(1) Esgilt

(2) Esgilt

Wir konnten in diesem Satz natiirlich die betrachtete Primzahl ebenso gut mit p statt mit g
benennen (und so wird er auch meistens formuliert, weil eben nur eine Primzahl vorkommt
und man dann standardmifig zuerst den Buchstaben p benutzt), aber wir wihlen hier
das Symbol g, damit die Analogie des Beweises von Teil (2) mit dem obigen Beweis des
quadratischen Reziprozititsgesetz selbst besser sichtbar wird.


https://de.wikipedia.org/wiki/Robert_Langlands
https://publications.ias.edu/rpl/paper/2664

6.7. DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ * 137

BEWEIs. Die Aussage von Teil (1) haben wir schon gesehen, sie ist hier nur noch einmal
aufgelistet, weil diese Aussage traditionell als der erste Ergénzungssatz zum quadratischen
Reziprozititsgesetz bezeichnet wird.

Teil (2). Wir argumentieren dhnlich wie im Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes
selbst. Statt einer p-ten Einheitswurzel betrachten wir nun die primitive 8-te Einheitswurzel
(= es € Cundden Korper Q(¢). (Gewissermaflen ist einer der Knackpunkte des Beweises,
dass man an dieser Stelle mit einer »zweiten Einheitswurzel« nichts ausrichten kann und
eine geeignet grofiere, aber analoge, Erweiterung betrachten sollte, um »etwas sehen« zu
koénnen.) Die Kérpererweiterung Q(¢)/Q ist galoissch vom Grad 4 mit Galois-Gruppe =
(Z/8)*.(Die Gruppe (Z/8)* ist nicht zyklisch, sondern isomorph zu Z/2 x Z/2,denn alle
Elemente # 1 haben Ordnung 2.)

Esgilt{ = iﬁi, alsoa :=J+7 ' = I—\E + % = /2. Esist also Q(1/2) ein Zwischenkorper
der Erweiterung Q({)/Q. Wir betrachten den Kérperhomomorphismus o,: Q({) — Q(¢)
mit { — {7 bzw. dhnlich wie vorher seine Einschrinkung o,: Z[{] — Z[{]. Sei aufferdem

IF,[¢] analog wie vorher der Quotient von Z[{] nach dem von g erzeugten Ideal. Auf diesem
Quotienten induziert o, den g-Frobenius-Homomorphismus x > x7. Sei @ das Bild von

a=+/2inF[{].
Esist also 2 ein Quadrat in F genau dann, wenn @’ = @, oder dquivalent, wenn o,(a) = «

gilt. Das wiederum entspricht der Bedingung o, € Gal(Q({)/Q(«) ), und diese Untergruppe
entspricht unter dem Isomorphismus Gal(Q({)/Q = (Z/8)* der Untergruppe {1, —1}.

Damit erhalten wir, dass (3) = I dquivalent ist zu der Bedingung, dassq =1 mod 8 oder
g = —1 mod 8. Das bedeutet aber genau, dass g + 1 oder g — 1 durch 8 teilbar ist, oder anders
gesagt, dass % gerade ist. O
KOROLLAR 6.53. Seiena,b,c € 7Z, a # 0. Dann existieren natiirliche Zahlen p,,n € N_, so dass die

Losbarkeit der quadratischen Gleichung ax* + bx + c fiir Primzahlenp > p,, nur von der Restklasse von
p modulo n abhdngt. Die Frage der Losbarkeit ist also sozusagen »periodisch in p«.

BEWEIS. Ist K ein Kérper mit Charakteristik # 2 und ax® 4+ fx+y = o eine quadratische
Gleichung mit Koeffizienten in K (« # 0), dann ist die Gleichung l6sbar genau dann, wenn
das Element f — 4ay in K eine Quadratwurzel besitzt.

Wirwihlen nun p, so grof3, dass p, > 2 und alle Primteiler von b — 4ac kleiner als p, sind. Die
gegebene Gleichung hat dann fiir p > p,, eine Lésung in F, genau dann, wenn (%) =1

gilt. Zerlegen wir b— gac als Produkt von Primzahlen, so konnen wir dieses Legendre-Symbol

mithilfe des quadratischen Reziprozitidtsgesetzes schreiben als Produkt von Faktoren der
folgenden Form (nicht alle miissen auftreten): —1, (%), (5) fur Primzahlen q, die b — 4ac

teilen und daher < p, sind.

Weil (g) nur von der Restklasse von p modulo g und (%) nur von der Restklasse von p
modulo 8 abhingt (letzteres nach dem zweiten Ergdnzungssatz), folgt die Behauptung. [

BEISPIEL 6.54. Als konkretes Beispiel berechnen wir, ob 23 ein Quadrat modulo 127 ist. Man
konnte natiirlich die Restklassen von 1%, 22, 3%, ...in |, berechnen und mit 23 vergleichen.
Mit dem quadratischen Reziprozititsgesetz geht es aber leichter. Mit der Rechnung

(2)--(2)--(2)-)E)-()-6)--

sehen wir, dass 23 kein Quadratin IF,,, ist. Mit der direkten Methode hétten wir alle Quadrate
inF,, berechnen miissen, um auszuschliefen, dass 23 dabei ist. O
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Weitere Quellen zum quadratischen Reziprozititsgesetz sind Ergdnzung LA1.8.62,
[Lo] Kapitel 11, [Se] §1.3.

6.8. Erginzungen *

Das einzige Beispiel einer nicht-trivialen endlichen Kérpererweiterung L/K, in der L algebra-
isch abgeschlossen ist, das wir kennengelernt haben, ist die Erweiterung C/RR. Es gibt zwar

noch andere solche Erweiterungen (zum Beispiel Q/Q N R - Ubung!), aber der folgende
Satz von Artin zeigt, dass sie der vorgenannten sehr dhnlich sind, insbesondere muss eine

solche Erweiterung Grad 2 haben.

SATZ 6.55 (E. Artin). Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung vom Grad > 1. Wenn L algebraisch
abgeschlossen ist,dannist [L : K| = 2 und es existiert ein Elementi € Lmiti* = —1und L = K(i).

Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel [Bo-A] Satz 6.3/2.



ANHANG A

Zusammenfassung *

Die Definitionen und Ergebnisse, die wir aus der Linearen Algebra wiederholt haben, sind
in der Zusammenfassung nicht noch einmal aufgefiihrt.

A.1. Gruppen

A.L.I. Gruppenwirkungen.

DEFINITION A.I. Seien G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung (oder: Operation) ist
eine Abbildung
GxX—X, (9,x)—g-x,
die die folgenden Eigenschaften hat:
(@) (gh)+x =g+ (h-x)firalleg,h € Gundallex € X,

(b) 1-x = x fiir allex € X (wobei1 € G das neutrale Element bezeichne).

In dquivalenter Weise konnen wir eine Wirkung von G auf X als einen Gruppenhomomor-
phismus @: G — Bij(X) betrachten; die Beziehung zwischen den beiden Sichtweisen ist
durch ¢(g)(x) = g - x gegeben. Oft schreibt man statt g - x auch einfach gx (oder benutzt
gegebenenfalls ein anderes Symbol).

DEFINITION A.2. SeiG x X — X, (g,x) — gx eine Gruppenwirkung.

(1) Die Bahn (oder: der Orbit) eines Elements x € X unter der Gruppe G ist die Teilmenge
Gx:={gx; g€ G} CX.
(2) Der Stabilisator eines Elements x ist die Untergruppe
Stabg(x) := {g9 € G; gx = x}
von G.

_|

BEISPIEL A.3. Sei G eine Gruppe. Dannist G x G — G, g e h := ghg~' eine Gruppenwirkung,
die Wirkung durch Konjugation von G auf sich selbst.

Die Bahnen unter dieser Operation heif3en die Konjugationsklassen der Gruppe G. Den Stabili-
sator eines Elements h € G unter der Konjugationswirkung nennen wir den Zentralisator von
hund bezeichnen ihn mit Z,. Es gilt also

Z, ={g9 € G; ghg™" = h} = {g € G; gh = hg}.
Allgemeiner sei fiir eine Teilmenge S € G der Zentralisator von S definiert als
Zg = ﬂZh = {g € G; gh = hg fur alle h € S},
hes
139
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also als die Untergruppe von G derjenigen Elemente, die mit allen Elementen aus S kommu-
tieren. Den Zentralisator der ganzen Gruppe G nennt man das Zentrum von G; dies ist ein
abelscher Normalteiler in G. O

In der Situation der obigen Definition induziert fiir jedes x € X die Abbildung g — gx eine
Bijektion G/ Stab;(x) — Gx. Da X die disjunkte Vereinigung aller Bahnen unter G ist, folgt
insbesondere:

SATZ A.4 (Bahnengleichung). Sei G eine Gruppe, die auf eine endlichen Menge X operiert. Seix,, ..., x,
ein Vertretersystem der Bahnen von X auf G, d.h. zu jeder Bahn B C X in X unter G existiere ein eindeutig
bestimmtes i mit x; € B. Dann gilt

#X = #Gx; = > #(G/Stabg(x;)).

i=1 i=1

Im speziellen Fall der Wirkung einer endlichen Gruppe G auf sich selbst durch Konjugation
erhalten wir:

Satz A5 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe und seig,, ..., g, ein Vertretersystem derje-
nigen Konjugationsklassen in G, die aus mehr als einem Element bestehen. Dann gilt

r
#G = #26+Y #(G/Z,).
i=I
DEFINITION A.6. Eine Gruppenoperation heifdt transitiv, wenn es nur eine einzige Bahn
gibt. —

A.1.2. Zyklische Gruppen.

DEFINITION A.7. Eine Gruppe G heif3t zyklisch, wenn g € G existiert mit
G=(g) ={gsicZ}

Satz A.8. Sei G eine Gruppe. Dann sind dquivalent:
(i) die Gruppe G ist zyklisch,
(ii) es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Z — G,
(iii) G istisomorph zu einer der Gruppen
(1) Z,
(2) Z/n fiirn > 1.
(iv) zujedem Teiler d der Gruppenordnung #G existiert genau eine Untergruppe H C G mit d Elementen.
Die Erzeuger von Z sind 1 und —I. Die Erzeuger von Z/n sind (fiir n > 0) die Restklassen
von zu n teilerfremden Zahlen, also die Elemente von (Z/n)*.

SaTz A.9. Untergruppen und Quotienten von zyklischen Gruppen sind zyklisch. Insbesondere gilt: Ist
¢@: G — H ein Gruppenhomomorphismus und ist G zyklisch, so sind Ker(¢p) und Im(¢p) zyklisch.

THEOREM A.10. Sei G eine endliche Gruppe. Dann sind dquivalent:
(i) die Gruppe G ist zyklisch,
(ii) zujedem Teiler d der Gruppenordnung #G existiert genau eine Untergruppe H C G mit d Elementen,

(iii) zu jedem Teiler d der Gruppenordnung #G existiert hochstens eine Untergruppe H C G mit d
Elementen.

SATZ A.11. Sei K ein Korper und sei G C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist G zyklisch.



A.1. GRUPPEN 141

A.1.3. Die symmetrische Gruppe. Wir bezeichnen mit S, die symmetrische Gruppe »auf
n Buchstabenc, also die Gruppe der Bijektionen {1, ...,n} — {1,...,n}. Aus der Linearen
Algebra kennen wir den Begriff des r-Zykels, Definition LA1.8.36.

SATzZ A.12 (Zerlegung in disjunkte Zykel). Jede Permutation o € S,, ldsst sich als Produkt von
Zykeln mit paarweise disjunkten Trdgern schreiben. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig.

Jeder Permutation ¢ kénnen wir ihr Signum oder Vorzeichen sgn(o’) € {1, —1} zuordnen. Die
Signumsabbildung S, — {1, —1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

DEFINITION A.13. Wir schreiben A, = Ker(sgn) und nennen diesen Normalteiler von S,
die alternierende Gruppe. o

A.1.4. Aufl6sbare Gruppen.

DEFINITION A.14. Sei G eine Gruppe.

(1) Fiir Elemente g, h € G heifit
|9, h] == ghg™'h""
der Kommutator der Elemente g und h.

2) Fiir Untergruppen H, H' C G bezeichnen wir mit [H, ie von allen Elementen der
FirU H,H' C Gbezeich ir mit [H, H'] di llen El d
Form [h,h'],h € H,h' € H' erzeugte Untergruppe von G.

(3) Die Untergruppe [G,G] C G, also die von allen Elementen der Form [g,h], g,h € G,
erzeugte Untergruppe von G, heif3t die Kommutatoruntergruppe von G.

_|

SATZ A.15. Sei G eine Untergruppe. Dann ist |G, G| ein Normalteiler von G und der Quotient G, =
G /|G, G| ist eine abelsche Gruppe und hat die folgende universelle Eigenschaft (und heifst deshalb der
maximale abelsche Quotient der Gruppe G):

Ist H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so faktorisiert f eindeutig iiber

Gy

DEFINITION A.16. Sei G eine Gruppe. Wir nennen G auflésbar, wenn eine Kette
G=G,D>G,D---DOG,={1}

von Untergruppen von G existiert, so dass fiir alle i die Untergruppe G, | ein Normalteiler
von G; ist und der Quotient G; / G;, , eine abelsche Gruppe ist. =

LEMMA A.17. Sei G eine Gruppe. Sei D°G = G, D'G := [G, G|, und allgemein D'G = [D'"'G, D' ' G|
fiiri > 1. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Esexistiertn € N, sodass D"G die triviale Gruppe ist.

LEMMA A.18. (1) Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann ist jede Untergruppe von G auflésbar.
(2) Sei G eine Gruppe und sei H C G ein Normalteiler. Dann sind dquivalent:
(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Die Gruppen H und G / H sind auflosbar.

(3) Seien G, ..., G, Gruppen. Das Produkt H?:I G; ist genau dann auflosbar, wenn alle G;,i = 1, ..., n,
auflosbar sind.
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LEMMA A.19. Sei G eine endliche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Es existiert eine Kette
{11=G,CG, C---CG, =G

von Untergruppen von G, so dass fiir alle i die Untergruppe G; ein Normalteiler von G; , , ist und der
Quotient G, / G; eine zyklische Gruppe ist.

Satz A.20. (1) Firn < 4sind S, und A, auflésbar.
(2) Fiirn > 4 sind weder S, noch A, auflosbar.

A.1.5. Die Sylow-Sitze.

DEFINITION A.21. Seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir nennen G eine
p-Gruppe, wenn die Ordnung von G eine Potenz von p ist. -

SATz A.22. Jede p-Gruppe ist auflosbar.

DEFINITION A.23. Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl. Sei #G = p"m mit
p t m. Unter einer p-Sylow-Untergruppe von G verstehen wir eine Untergruppe H C G mit
#H=7p". -

Mit anderen Worten ist also eine p-Sylow-Untergruppe von G eine Untergruppe H von G,
die eine p-Gruppe ist und so dass #G / H nicht durch p teilbar ist.

BEISPIEL A.24. Seienn € N, p eine Primzahl und G = GL,(F,). Die Untergruppe U der obe-
ren Dreiecksmatrizen, deren Diagonaleintrége alle = 1 sind, ist eine p-Sylow-Untergruppe
von G. O

SATZ A.25 (Sylow-Sitze). Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl.

(1) Die Gruppe G besitzt eine p-Sylow-Untergruppe.
(2) Jezwei p-Sylow-Untergruppen von G sind zueinander konjugiert.

(3) Seis, die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt

s,|#G und s,=1 mod p.

KOROLLAR A.26. Sei G eine endliche Gruppe und sei p eine Primzahl.

(1) Jede Untergruppe von G, die eine p-Gruppe ist, ist in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten.
(2) Eine Untergruppe H ist genau dann eine p-Sylow-Untergruppe von G, wenn H eine p-Gruppe ist und

es keine Untergruppe von G gibt, die eine p-Gruppe ist und H als echte Untergruppe enthiilt.
A.2. Ringe

Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, verstehen wir in dieser Vorlesung unter
einem Ring stets einen kommutativen Ring.
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A.2.1. Ideale, Primideale, maximale Ideale.

LEMMA A.27. Seien K ein Korper, R # 0 ein Ring und ¢: K — R ein Ringhomomorphismus. Dann ist
@ injektiv.

SATZ A.28. Sei R ein Ring und sei a C R ein Ideal. Seiw: R — R / a die kanonische Projektion. Dann
sind die Abbildungen

{b C RIdeal; a C b} — {c C R/ aldeal}
b— m(b),
7 (c) +c,

zueinander inverse, inklusionserhaltende Bijektionen.

DEFINITION A.29. Sei R ein Ring. Ein Ideal p C R heifst Primideal, wenn p # R gilt und wenn
fiir allex,y € R gilt: Fallsxy € p,dannistx € podery € p. o

LEMMA A.30. Seien R ein kommutativer Ring und p C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R / p ist ein Integrititsring,
(ii) das Ideal p ist ein Primideal.

DEFINITION A.31. SeiK ein Korper. Wir sagen, K habe Charakteristik 0, wenn der eindeutig
bestimmte Ringhomomorphismus Z — K injektiv ist, und habe Charakteristik p, wenn sein
Kern von der Primzahl p erzeugt wird. n

SaTz A.32. Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0. Dann ist die Abbildung
K—K, x> xP,
ein Kérperhomomorphismus, der sogenannte Frobenius-Homomorphismus von K.

DEFINITION A.33. SeiR ein Ring. Ein Ideal m C R heif3t maximales Ideal, wenn m # R ist
und m maximal mit dieser Eigenschaft beziiglich der Inklusion von Idealen ist, d.h. wenn
fiir jedes Ideal a C Rmitm C a C Rgilt:a = modera = R. =

LEMMA A.34. SeiR ein kommutativer Ring und m C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R/m ist ein Korper,

(ii) das Ideal m ist ein maximales Ideal.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

SATZ A.35. Sei R ein Hauptidealring und p C R ein Primideal, das nicht das Nullideal ist. Dann ist p
ein maximales Ideal von R.

SATZ A.36. SeiR ein Ring und sei a C R ein Ideal. Dann besitzt R ein maximales Ideal, das a enthiilt.
Insbesondere besitzt jeder Ring R # 0 ein maximales Ideal.

Der Beweis beruht auf dem Lemma von Zorn, siehe Abschnitt LA1.B.1.
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A.2.2. Polynomringe.

DEFINITION A.37. SeiR ein (kommutativer) Ring.

(1) Eine R-Algebra ist ein (kommutativer) Ring S zusammen mit einem Ringhomomorphis-
mus ¢: R — S.

(2) Seien S, S’ mit Ringhomomorphismen ¢: R — S, ¢": R — S’ Algebren iiber R. Ein Homo-
morphismus von R-Algebren ist ein Ringhomomorphismus : S — S, sodass ¢ = ¢’ o ¢p
gilt.

Wir bezeichnen mit Homg(S,S’) die Menge aller R-Algebren-Homomorphismen von S
nach §'. Besonders dann, wenn R ein Korper ist, sprechen wir statt von einem R-Algebren-
Homomorphismus auch einfach von einem K-Homomorphismus.

Ist K ein Korper und A eine K-Algebra, gegeben durch einen Ringhomomorphismus ¢: K —
A, so konnen wir A als K-Vektorraum mit der Skalarmultiplikation x - a := ¢(x)a verstehen
(firx € K,a € A, und wobei rechts die Ringmultiplikation von A verwendet wird). Es ist
leicht nachzurechnen, dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Ist andererseits A ein Ring,
der auch ein K-Vektorraum ist, stimmen Ring- und Vektorraumaddition iiberein und gilt
x(ab) = (xa)b = a(xb) fur allex € K,a,b € A, so trigt A eine K-Algebrenstruktur, ndmlich
K — A,x — x- 1. Verwendet man den Begriff des R-Moduls (siehe Abschnitt LA2.18.7.1)
so kann man den Begriff der R-Algebra auch fiir beliebige kommutative Ringe in analoger
Weise betrachten.

Wir verallgemeinern die Konstruktion des Polynomrings iiber einem Ring in einer Variablen,
indem wir auch mehrere Variablen zulassen (gegebenenfalls auch unendlich viele). Ist I
die vorgegebene Indexmenge fiir die Variablen, so sind die Elemente des Polynomrings
R[X;, i € I] »Linearkombinationen« von Ausdriicken der Form XZ‘ ----- XZ’ firre N,i; €1,
n, € No,. (In jedem einzelnen Polynom treten also immer nur endlich viele Variablen auf.
Der Ring ist kommutativ, d.h. die Variablen kommutieren miteinander und mit Skalaren
aus R.) Polynome werden in der offensichtlichen Weise addiert. Die Multiplikation ist durch
die Regel
XM xXmooxM..... Xi"r — XM XMt

und die Distributivgesetze eindeutig bestimmt (wobei wir hier auch o als Exponenten zulas-
sen und X? = 1setzen).

Den Polynomring R[X|, ..., X,,| in endlich vielen Variablen X, ..., X, kann man identifizieren
mit (R[X,, ..., X, _,])[X,], so dass man diese Ringe auch induktiv konstruieren kann. Im Fall
unendlich vieler Variablen ist dies allerdings nicht ohne weiteres méglich. In jedem Fall ha-
ben wir den Begriff des Einsetzungshomomorphismus, der auch als universelle Eigenschaft

des Polynomrings betrachtet werden kann:

DEFINITION A.38. Sei R ein kommutativer Ring und I eine Menge. Dann existiert eine
R-Algebra P zusammen mit Elementen X; € P,i € I, so dass fiir alle R-Algebren S die
Abbildung

HomR(P7S) — Abb(I,S), f = (l ’_>f(X1))a
bijektiv ist.
Die R-Algebra P ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus im folgenden
Sinne: Ist P’ zusammen mit Elementen X! € P’ eine R-Algebra, die ebenfalls die obige

Eigenschaft besitzt, so existiert ein eindeutig bestimmter R-Algebren-Isomorphismus P —
P' mit X; — X! fiir alle .
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Wir schreiben auch R[X;, i € I] := P und nennen diesen Ring den Polynomring iiber R in den
Variablen X;,i € I. 4

DEFINITION A.39. SeiR ein Ring, f € R[X] ein Polynom und ¢: R — S ein Ringhomomor-
phismus. Seia € S.

(1) Das Element « heifst Nullstelle von f (in S), wenn f(a) = o gilt. Wir fassen hierbei f
vermoge ¢ als Element von S[X] auf, wenden also auf alle Koeffizienten von f den Homo-
morphismus ¢ an.

(2) Seinun in der obigen Situation S ein Integritdtsring und f # o. Die eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl m mit (X — a)™ |f und (X — a)™*" 1 f heifit die Vielfachheit (oder Ordnung)
von a als Nullstelle von f; wir schreiben mult, (f) := m.

Esist also a genau dann eine Nullstelle von f, wenn mult, (f) > 1gilt. Im Fall mult, (f) =1
nennen wir a auch eine einfache Nullstelle, falls mult,(f) > 1ist, so heift a eine mehrfache
Nulistelle. Genauer sprechen wir im Fall mult, (f) = 2 von einer doppelten Nullstelle, usw.

DEFINITION A.40. SeiR ein Ring. Die (formale) Ableitung eines Polynoms f = Z?:O aXi €
R[X] ist das Polynom

n
fl=) iaX" € R[X].
i=1
_|

LEMMA A.41. Sei R ein Ring. Die Bildung der Ableitung von Polynomen geniigt den folgenden Rechen-
regeln. Hier seienf,g € R[X|,a € R.

(1) (af)" =a-f’,

(2) f+9) =f"+4,

(3) 9)' =f'9+17.

LEMMA A.42. SeiReinRing,f € R[X],f # o,unda € Reine Nullstellevon f. Dann sind dquivalent:

(i) aisteine mehrfache Nullstelle von f,
(ii) f'(a) = o.
A.2.3. Der Satz von Gauf}.

DEFINITION A.43. SeiR ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der
Quotientenkorper von R.

Fiirx € K* schreiben wir v, (x) fiir die eindeutig bestimmte ganze Zahl m, so dass sich x in
der Form x = p™y fiir ein y € K* schreiben lisst, in dessen Darstellung als gekiirzter Bruch
weder der Zidhler noch der Nenner durch p teilbar sind. Aulerdem setzen wir vp(o) = o00.

Sind in der Situation der Definition p, p’ € R zueinander assoziierte Primelemente, so gilt
vp(x) = vy (x) fiir allex € K. Es ist genau dannx € R, wennv,(x) > o fiir alle Primelemente
pvon R gilt. Aquivalent geniigt es, diese Bedingung fiir alle Elemente eines Vertretersystems
der Primelemente bis auf Assoziiertheit nachzupriifen.

LEMMA A.44. SeiR ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der Quotientenkdorper
von R und seienx,y € K. Dann gilt:
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(I) vp(xy) = vp(x) + Vp(y)x
(2) v,(x +y) = min(v,(x),v,(y)).

DEFINITION A.45. SeiR ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K der
Quotientenkorper von R.

Firf =" a;X' € K[X] definieren wir

vp(f) := min{v,(a;); i = 0, ...,n}.

Es gilt dann also fiir f € K[X]: f € R[X] genau dann, wenn v,(f) > o fiir alle Primelemente p
von R.

LEMMA A.46 (Lemma von GauR). Sei R ein faktorieller Ring und sei p ein Primelement von R. Sei K
der Quotientenkdrper von R und seien f, g € K[X]. Dann gilt: v,(fg) = v, (f) + v,(9).

KOROLLAR A.47. SeiR ein faktorieller Ring und seih € R[X| normiert. Ist dann h = fg eine Zerlegung
von h als Produkt von normierten Polynomen f,g € K[X] sogiltf,g € R[X|.

DEFINITION A.48. SeiR ein faktorieller Ring. Ein Polynom f* € R[X] heif3t primitiv, wenn
f # ound wenn I ein grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f ist. -

SATZ A.49 (Satz von Gaufl). Sei R ein faktorieller Ring, und sei K der Quotientenkdrper von R. Dann
ist auch der Polynomring R[X]| faktoriell.

Ein Element f € R[X] ist genau dann irreduzibel, wenn

(a) deg(f) = oundf als Element von R irreduzibel ist, oder
(b) deg(f) > o, f primitiv und f als Element von K[X] irreduzibel ist.

A.2.4. Irreduzibilitiatskriterien.

SaTz A.50 (Reduktionskriterium). Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K, seip € R ein
Primelement und sei f = Z?:o a;X' € R[X] ein Polynom vom Grad n > 0, so dass a,, nicht von p geteilt
wird. Wenn das Bild von f in (R / p) [ X] irreduzibel ist, dann ist f irreduzibel in K [X|.

Wird zusdtzlich f als primitiv vorausgesetzt, so folgt, dass f in R[X] irreduzibel ist.

SaTz A1 (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein). Seien R ein faktorieller Ring und K sein
Quotientenkorper, sei p € R ein Primelement und sei f = Z?:o a;X! € R[X] ein primitives Polynom
vom Gradn > 0. Es gelte

pla;,i=o0,...,n—1, p*1a,.
Dann ist f irreduzibel in R[X] und folglich auch irreduzibel in K [X].

A.3. Algebraische Kérpererweiterungen

A.3.1. Algebraische und endliche Kérpererweiterungen.

DEFINITION A.52. Ist K ein Teilkorper eines Kérpers L, so nennen wir auch L einen Erweite-
rungskorper von K und sprechen von der Korpererweiterung L/K .

Ist E ein Teilkorper von L, der seinerseits K als Teilkorper enthidlt, K C E C L, so heifdt E ein
Zwischenkdérper der Erweiterung L/K. —
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Manchmal betrachten wir nicht nur die Inklusion eines Teilkorpers in einem Erweiterungs-
korper sondern allgemeiner auch einen (notwendigerweise injektiven) Kérperhomomor-
phismus als Kérpererweiterung.

DEFINITION A.53. Sei L/K eine Korpererweiterung. Sei M C L eine Teilmenge.

(1) Die von M erzeugte K-Algebra ist der kleinste Unterring von L, der K und M enthilt.
Aquivalent ist dies das Bild des Einsetzungshomomorphismus K[X,,, m € M] — L,

m»
X,, — m, also die Menge aller polynomialen Ausdriicke in den Elementen von M mit

Koeffizienten in K. Wir bezeichnen diese K-Algebra mit K[M].

(2) Der iiber K von M erzeugte Teilkorper von L ist der kleinste Teilkorper von L, der K und
L enthilt. Dieser kann mit dem Quotientenkorper von K[M] identifiziert werden. Wir
bezeichnen diesen Teilkérper von L mit K(M).

Esgiltalsostets K[M] C K(M). Wirwerden unten die Bedingung, dass hier Gleichheit besteht,
genauer untersuchen.

DEFINITION A.54. Eine Korpererweiterung L/K heiflt endlich erzeugt, wenn eine endliche
Teilmenge M C L mit L = K(M) existiert. =

DEFINITION A.55. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(1) Ein Element a € L heifit algebraisch iiber K, wenn ein Polynom p € K[X] \ {0} existiert mit
p(a) = o. Das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades in K[X], das «
als Nullstelle hat, heif3t dann das Minimalpolynom von « tiber K.

Wir bezeichnen das Minimalpolynom von « iiber K mit minpol .

(2) Ein Element a € L, das nicht algebraisch {iber K ist, heifit transzendent.

(3) Die Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn jedes Element von L iiber K algebra-
isch ist. Andernfalls heifit die Erweiterung transzendent.

Ista € L algebraisch iiber K, so ist K[a] = K[X] / (minpol ) ein Kérper, und es gilt folglich
K[a] = K(a).
DEFINITION A.56. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(1) Die Vektorraumdimension von L als K-Vektorraum heift auch der Grad der Erweiterung
L/K und wird mit [L : K] bezeichnet.

(2) Die Erweiterung L/K heif3t endlich, wenn ihr Grad endlich ist, andernfalls unendlich.

SaTz A.57 (Gradformel). Seien L/K und M/L Korpererweiterungen. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterungen M/L und L/K sind endlich.
(ii) Die Erweiterung M /K ist endlich.

In diesem Fall gilt
[M:K]=[M:L]-[L:K].

LEMMA A.58. Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L. Dann sind dquivalent:
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(i)

(ii) Die Erweiterung K (a)/K ist endlich.
(iii) EsgiltK[a] = K(a).

(iv) Der Unterring K [a] von L ist ein Korper.

Das Element a ist algebraisch iiber K.

SATZ A.59. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist endlich.

(ii) Die Erweiterung L/K ist algebraisch und endlich erzeugt.

SATZ A.60. Seien L/K und M /L Kérpererweiterungen. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterungen M /L und L/K sind algebraisch.
(ii) Die Erweiterung M/K ist algebraisch.

A.3.2. Die Existenz eines algebraischen Abschlusses.

SATZ A.61. Sei K ein Kirper und sei f € K[X] ein Polynom vom Grad > 0. Dann gibt es einen
Erweiterungskérper L von K, in dem f eine Nullstelle besitzt.

Ist f irreduzibel, so konnen wir L := K[X] / (f) setzen.

Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom. Fiir einen Erweiterungskérper L von K bezeich-
nen wir mit V(f, L) C L die Menge der Nullstellen von f in L.

SATZz A.62. Die Abbildung
HomK(K[a]7L) - L7 Q— (p(a)7
induziert eine Bijektion

Homy (Kla],L) — V(minpol ,.L).

DEFINITION A.63. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) Jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] besitzt eine Nullstelle in K.
(ii) Jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] zerfillt iiber K vollstindig in Linearfaktoren.

_|

THEOREM A.64. Sei K ein Korper. Dann existiert ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper
L von K. Man kann zudem erreichen, dass die Erweiterung L /K algebraisch ist. In diesem Fall nennt man
L einen algebraischen Abschluss von K.

SATZ A.65. Seien K ein Kirper, L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei ¢: K — E ein Kérper-
homomorphismus von K in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper E.

(1) Dann existiert eine Fortsetzung von ¢ zu einem Kérperhomomorphismus ¢: L — E (d.h. es gilt
P(x) = @(x) fiirallex € K).

(2) Ist zusdtzlich L algebraisch abgeschlossen und E algebraisch iiber K, so ist jede Fortsetzung wie in
Teil (1) ein Isomorphismus.

Auch wenn die Aussage des Satzes an die Sprechweise der universellen Eigenschaft erin-
nert, handelt es sich hier nicht um eine universelle Eigenschaft, weil die Eindeutigkeit des
Homomorphismus  in Teil (1) nicht gegeben ist. Es folgt daher nicht, dass zwischen zwei
algebraischen Abschliissen von K ein eindeutig bestimmter K-Isomorphismus existiere
(und das ist in aller Regel auch nicht der Fall), sondern nur, dass es (irgend-)einen solchen
Isomorphismus gibt.
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A.4. Galois-Theorie

A.4.1. Normale Kérpererweiterungen.
DEFINITION A.66. Sei K ein Kérper und sei (f;);c; eine Familie von Polynomen in K[X].

Ein Erweiterungskorper L von K heifit Zerfillungskorper der Familie (f;);, wenn die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:
(a) Jedes f; zerfillt tiber L vollstindig in Linearfaktoren und

(b) die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der Polynome f; erzeugt.

SATZ A.67. Sei K ein Korper und sei (f;);; eine Familie von Polynomen in K [X].

(1) Es existiert ein Zerfillungskorper der gegebenen Familie von Polynomen.

(2) Sind Lund L' Zerfillungskérper der Familie (f;);, so existiert ein K-Isomorphismus L — L'.

Man beachte, dass der Isomorphismus in Teil (2) des Satzes in aller Regel nicht eindeutig
bestimmt ist.

DEFINITION A.68. Eine Kérpererweiterung L/K heifit normal, wenn die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt sind. Hier bezeichne L einen fixierten algebraischen Abschluss
von L.

(i) Es gibt eine Familie von Polynomen in K[X], derart dass L ein Zerfallungskorper dieser
Familie ist.

(ii) Fiir jeden K-Homomorphismus ¢: L — L gilt Im(¢p) C L.

(iii) Istf € K[X] ein irreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt, so zerfillt f tiber

Lvollstindig in Linearfaktoren.

_|

BEISPIEL A.69. (I) Quadratische Erweiterungen (also Erweiterungen vom Grad 2) sind
normal.

(2) Die Erweiterung Q(v/2)/Q ist nicht normal.
(3) Ist K ein algebraischer Abschluss von K, so ist die Erweiterung K /K normal.

O

LEMMA A.70. Seien E/K und L/E Kérpererweiterungen. Ist die Erweiterung L/K normal, so ist auch
die Erweiterung L/E normal.

SATZ A.71. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Dann existiert ein Erweiterungskérper L' von L, so dass die Erweiterung L' /K normal ist, und
so dass kein echter Teilkérper von L', der K enthidlt, normal iiber K ist. Der Kérper L' ist bis auf
K-Isomorphismus eindeutig bestimmdt.

(2) Istdie Erweiterung L/K endlich, soist auch L' /K endlich.

(3) Ist M/K eine normale Erweiterung, so dass L in M enthalten ist, so ist der von allen o(L), 0 €
Homy (L, M), tiber K erzeugte Teilkorper von M der eindeutig bestimmte Zwischenkorper von M /K,
der die Eigenschaft in Teil (1) hat.

Wir nennen L' eine normale Hiille der Erweiterung L/K (bzw. in der Situation von Teil (3) die normale
Hiille von L/K in M.
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A.4.2. Separable Korpererweiterungen.

DEFINITION A.72. Sei K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K. Ein Polynom
f € K[X] heifit separabel, wenn f in K nur einfache Nullstellen hat. —

Die Eigenschaft, separabel zu sein, ist unabhingig von der Wahl eines algebraischen Ab-
schlusses von K.

SATZz A.73. Sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind dquivalent:

(i) f ist separabel,

(ii) ' # o

Insbesondere gilt: Uber einem Korper der Charakteristik o ist jedes irreduzible Polynom
separabel.

SATZ A.74. Sei K ein Korper der Charakteristik p > o und seif € K[X] irreduzibel. Seir € N maximal
mit der Eigenschaft, dass f die Form g(X?") fiir ein Polynom g € K[X] hat. Dann ist g durch f eindeutig
bestimmt, separabel und irreduzibel.

Jede Nullstelle von f hat die Vielfachheit p", und die Nullstellen von f (in einem algebraischen Abschluss K
von K) sind gerade die p"-ten Wurzeln der Nullstellen von g.

DEFINITION A.75. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Ein Element a € L heif3t separabel tiber K, wenn ein separables Polynom p € K[X] \ {o}
existiert mit p(a) = o. Es ist dquivalent zu fordern, dass das Minimalpolynom von a
tiber K separabel sei.

(2) Ein Element a € L, das nicht algebraisch iiber K ist, heif3t auch inseparabel.

(3) Die Korpererweiterung L/K heifit separabel, wenn jedes Element von L iiber K separabel
ist.

(4) Ist die Erweiterung L/K nicht separabel, so heifit sie inseparabel. Ist sogar jedes Element
von L, das nicht in K liegt, inseparabel iiber K, dann nennt man die Erweiterung L/K
rein inseparabel.

_|

DEFINITION A.76. Ein Korper K heif3t perfekt (oder: vollkommen), wenn jede algebraische
Erweiterung von K separabel ist. .

Nach dem oben gesagten ist jeder Kérper von Charakteristik o ein perfekter Koérper. In
positiver Charakteristik haben wir die folgende Charakterisierung.

SATZ A.77. Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0. Dann sind dquivalent:
(i) Der Korper K ist perfekt.
(ii) Jede endliche Erweiterung von K ist separabel.
(iii) Der Frobenius-Homomorphismus K — K, x — x?, ist surjektiv (und folglich ein Isomorphismus).
KOROLLAR A.78. Jeder endliche Kérper ist perfekt.

DEFINITION A.79. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und sei K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann heifdt

[L: K], := #Homg(L,K)
der Separabilititsgrad der Erweiterung L/K. —|
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LEMMA A.80. Seien E/K und L/E endliche Kérpererweiterungen. Dann gilt
[L:K];=]|L:E]IE:K].

Fiir jede endliche Kérpererweiterung L/K gilt [L : K], < [L : K].
SATZz A.81. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Es sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist separabel.

(ii) Esgilt[L : K], = [L : K].

(iii) Es gibt separable Elementea, ...,a, € LmitL = K(ay, ..., a,).

KOROLLAR A.82. Seien E/K und L/E algebraische Korpererweiterungen. Dann ist dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist separabel.
(ii) Die Erweiterungen E/K und L/E sind separabel.

SATZ A.83% (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung.
Dann existierta € L mit L = K(a). Wir nennen « ein primitives Element der Erweiterung L/K.

A.4.3. Endliche Korper.

SATZ A.84. SeiK einendlicher Korper. Dann hat K positive Charakteristik p und die Anzahl der Elemente
von K ist eine Potenz von p.

SATZ A.85. Seipeine Primzahl. Zu jedemr € N_ gibt es einen Kérper mit q := p" Elementen. Dieser
Korper ist ein Zerfillungskorper des Polynoms X7 — X.

Sind K, K’ endliche Korper mit #K = #K’, dann existiert ein Korperisomorphismus K = K'.

SATZ A.86. Sei ﬁp ein algebraischer Abschluss des Korpers I, Fiir jedes r € N enthiilt Fp genau einen
Teilkorper I, mit p" Elementen und es gilt

F, = UIFP,.

r>1
Fiirr,s € Ngilt genaudannF,, C IF s, wennr | s gilt.

SATZ A.87. Jede Erweiterung L/K endlicher Kirper ist normal und separabel.

A.4.4. Galois-Erweiterungen. Ist L ein Korper, so bezeichnen wir mit Aut(L) die
Gruppe (beziiglich der Verkettung von Abbildungen) aller Kérperautomorphismen L — L.
Sei L/K eine Korpererweiterung. Wir bezeichnen mit Auty (L) die Gruppe aller K-Automor-
phismen von L, also aller Isomorphismen L — L von K-Algebren.

DEFINITION A.88. Sei L ein Korper und sei G eine Gruppe, die auf L durch Kérperautomor-
phismen operiert. (Es ist also eine Operation G x L — L gegeben, derart dass das Bild des
zugehorige Gruppenhomomorphismus G — Bij(L) in Aut(L) liegt.)

Dann ist
LC := {x € L; gx = xfiiralleg € G}
ein Teilkorper von L, der sogenannte Fixkdrper unter der Operation von G. =

Ist L/K eine Korpererweiterung und operiert die Gruppe G auf L durch K-Automorphismen,
so ist LC ein Zwischenkérper der Erweiterung L/K.

Wir definieren nun den Begriff der Galois-Erweiterung, der fiir den weiteren Verlauf zentral
ist. Man kann die Theorie auch auf den Fall unendlicher Erweiterungen verallgemeinern,
wir begniigen und aber in dieser Vorlesung mit dem endlichen Fall und verstehen daher unter
einer Galois- Erweiterung stets eine endliche Korpererweiterung (mit den zusitzlichen Eigenschaften,
die in der folgenden Definition genannt werden).
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SATZ A.89. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Esgilt
K = LAUtK(L) .
(ii) Es gibt eine Untergruppe G C Aut(L), so dass
K=1L°
gilt.
(iii) Die Erweiterung L/K ist normal und separabel.

Sind die Bedingungen erfiillt, so heifst die Erweiterung L/K galoissch oder eine Galois-Erweiterung.
Wir nennen dann Gal(L/K ) := Autg (L) die Galois-Gruppe der Erweiterung L /K.

Esgiltdann L : K| = # Gal(L/K).

LEMMA A.90. (1) Sei E ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L/K. Ist L/K galoisch, dann ist
auch L/E galoisch.

(2) Sei E ein Zwischenkdrper der Korpererweiterung L/K. Sind L/K und E/K galoisch, dann ist die
Einschrinkung von Homomorphismen ein surjektiver Gruppenhomomorphismus Gal(L/K') —
Gal(E/K ) mit Kern Gal(L/E).

Fiir eine Gruppe G bezeichnen wir mit UG(G) die Menge aller Untergruppen von G. Fiir
eine Kérpererweiterung L/K bezeichnen wir mit ZK(L/K ) die Menge aller Zwischenkorper
dieser Erweiterung.

THEOREM A.91 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine Galois-Erweiterung mit Galois-
Gruppe G. Dann sind die Abbildungen

UG(G) — ZK(L/K), Hw LH, und ZK(L/K)— UG(G), E~— Gal(L/E),

zueinander inverse inklusionsumkehrende Bijektionen.
Fiir einen Zwischenkérper E der Erweiterung L/K sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung E/K ist normal.
(ii) Die Erweiterung E /K ist galoissch.
(iii) Die Untergruppe H := Gal(L/E) C Gal(L/K ) ist ein Normalteiler.
Sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt, so induziert die Abbildung o —> o\ einen Isomorphismus
G/H — Gal(L" /K).

KOROLLAR A.92. Jede endliche separable Korpererweiterung besitzt nur endlich viele Zwischenkérper.

DEFINITION A.93. Eine Kérpererweiterung L/K heifit abelsch (bzw. zyklisch), wenn sie ga-
loissch mit abelscher (bzw. zyklischer) Galois-Gruppe ist. =

DEFINITION A.94. Sei L/K eine Kérpererweiterung mit Zwischenkorpern E und E'. Das
Kompositum von E und E’ ist der kleinste Teilkérper von L, der E und E’ enthilt und wird mit
E - E' oder einfach mit EE’ bezeichnet. -

SATZ A.95. Sei L/K eine Galois-Erweiterung mit Zwischenkdrpern E und E'. Sei H = Gal(L/E ) und
H' = Gal(L/E").

(1) Esgilt EE' = LHNH',

(2) Esgit ENE = LA wobei H die von H und H' in Gal(L/K) erzeugte Untergruppe bezeichne.
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(3) Seien nun die Erweiterungen E/K und E' /K galoissch. Dann ist EE' /K eine Galois-Erweiterung
und der Homomorphismus

Gal(EE'/E) — Gal(E'/ENE'), o~ o,
ist bijektiv. Insbesondere ist [EE’ : E| ein Teiler von [E : K.

Aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie erhalten wir (mit den Sitzen aus der Gruppentheorie,
die wir zu Beginn der Vorlesung bewiesen haben) einen Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra.

THEOREM A.96. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

A.4.5. Die Galois-Gruppe einer Gleichung.

DEFINITION A.97. SeiK ein Korper und f € K[X] ein separables Polynom. Sei L ein Zer-
fallungskorper von f iiber K. Dann ist die Erweiterung L/K galoissch, ihre Galois-Gruppe
hingt nicht von der Wahl von L ab und heifit auch die Galois-Gruppe der Gleichung f (x) = o
(oder die Galois-Gruppe von f). =

SATZ A.98. Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss und f € K[X] ein separables Polynom vom
Grad n € N mit Zerfillungskorper L. Sei G = Gal(L/K ) die Galois-Gruppe der Gleichung f (x) = o.
Seiena, ..., a, € L die (nach Voraussetzung paarweise verschiedenen) Nullstellen von f in K.

Jedes Element von G induziert dann eine Permutation der a;, und wir erhalten so einen injektiven Grup-
penhomomorphismus G — S,,. Insbesondere gilt #G | n!.

Das Polynom ist genau dann irreduzibel in K [X], wenn G transitiv auf der Menge {«, ..., a,, } operiert.

A.5. Anwendungen der Galois-Theorie

A.5.1. Einheitswurzeln und zyklische Erweiterungen.

DEFINITION A.99. SeiK ein Korper. Sein € N_,.

(1) Ein Element { € K* heifdt eine n-te Einheitswurzel, wenn {" = 1 gilt. Wir bezeichnen mit
U, (K) die Menge der n-ten Einheitswurzeln. Dies ist eine Untergruppe von K*.

(2) Ein Element { € K* heifdt primitive n-te Einheitswurzel, wenn { als Element der Gruppe K*
Ordnung n hat, wenn also {" = 1, aber {™ # 1fiir alle 1 < m < n gilt. Wir bezeichnen mit

yﬂrim (K) die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Wir nennen ein Element der multiplikativen Gruppe eines Korpers K eine Einheitswurzel,
wenn es eine n-te Einheitswurzel fiir irgendein n ist, oder mit anderen Worten, wenn es
endliche Ordnung in der Gruppe K* hat.

Die n-ten Einheitswurzeln in einem Korper K sind gerade die Nullstellen des Polynoms
X" — 1. Es gilt also #pu, (K) < n,und Gleichheit gilt genau dann, wenn es eine primitive n-te
Einheitswurzel gibt. In diesem Fall zerfillt das Polynom X" — 1in nverschiedene Linearfak-
toren. Insbesondere kann es in einem Korper positiver Charakteristik p fiir p | n niemals eine
primitive n-te Einheitswurzel geben (denn die Ableitung von X" — 1 ist in dieser Situation
gleich Null).

Die Gruppe u,(K) ist zyklisch. Gibt es in K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, so ist die
Abbildung .
Z/n = py(K), 1=,
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ein Isomorphismus, der sich ein zu einer Bijektion zwischen (Z/n)* und yﬁrim(K) ein-
schriankt.

Es gilt u,(C) = {exp(#); k = 0,...,n — 1}. Insbesondere ist exp(%") eine primitive n-te
Einheitswurzel.

SATZ A.100. Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und { € K eine Einheitswurzel.
Dann gilt: Die Erweiterung K ({) /K ist eine Galois-Erweiterung.

Sei in der Situation des Satzes { eine primitive n-te Einheitswurzel in K. Wir betrachten
die Abbildung ¢': Gal(K(¢) / K) — yﬁmm,.l])’(o‘) = 0({). Dies ist eine injektive Abbildung,

prim

und durch Verkettung mit der Bijektionu,  (K({)) = (Z/n)* erhalten wir einen injektiven
Gruppenhomomorphismus : Gal(K(¢) / K) — (Z/n)*.

SATZ A.101. Sei K ein Kérper, K ein algebraischer Abschluss von K und { € K eine primitive n-te
Einheitswurzel. Dann gilt: Die Erweiterung K({)/K ist eine abelsche Galois-Erweiterung. Die Galois-
Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z/n ) *.

SaTz A.102. Sei K = Q und { eine primitive n-te Einheitswurzel (in einem algebraischen Abschluss von
Q). Dann gilt [Q(§) : Q] = #(Z/n)* und Gal(Q(§)/Q) = (Z/n)".

SATZ A.103. Seienn € N | und K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt. Sei L/K
eine Kérpererweiterung.

(1) Wenn L = K(a) gilt fiir ein Element a € L, das Nullstelle eines Polynoms der Form X" — ¢ mit
¢ € Kist,dannist L/K eine zyklische Galois-Erweiterung. Der Grad d := [L : K] ist ein Teiler von
n,esgilta? € K und X¢ — a? ist das Minimalpolynom von o iiber K.

(2) Wenn die Erweiterung L/K zyklisch vom Grad n ist, dann existiert a € L, sodass L = K (a) ist und
das Minimalpolynom von a iiber K die Form minpol . = X" — cfiireinc € K hat.

A.5.2. Auflésbarkeit von Gleichungen durch Radikale. Um die Diskussion etwas
zu vereinfachen, betrachten wir in diesem Abschnitt nur Kérper der Charakteristik 0. Um
die Ergebnisse in der »richtigen« Art und Weise auf Korper positiver Charakteristik zu
iibertragen, ist zu beriicksichtigen, dass es iiber diesen im Allgemeinen auch zyklische
Erweiterungen gibt, fiir die kein primitives Element mit Minimalpolynom der Form X" — ¢
existiert (vergleiche Satz A.103, der diese Fille nicht abdeckt, weil es niemals eine primitive
n-te Einheitswurzel gibt, wenn n ein Vielfaches der Charakteristik ist).

DEFINITION A.104. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung.

(1) Wir sagen, die Korpererweiterung L/K sei aufldsbar durch Radikale, wenn eine Kette
K=K,CK, C---CK,
endlicher Korpererweiterungen mit L C K, existiert, so dass jede der Erweiterungen
K;.,/K; von einer der folgenden Formen ist:

e K., entsteht aus K; durch Adjunktion einer Einheitswurzel,
e K; . = K;(a) fiir ein Element a aus K, ;, so dass eine positive Potenz von a in K; liegt.

(2) Wir sagen, die Kérpererweiterung L/K sei auflosbar, wenn ein Erweiterungskorper E
von L existiert, so dass E/K eine Galois-Erweiterung mit auflosbarer Galois-Gruppe ist.

(3) Istf € K[X], so sagen wir die Gleichung f (x) = o (oder: das Polynom f) sei auflésbar durch
Radikale bzw. auflésbar, wenn der Zerfiilllungskorper von f die entsprechende Eigenschaft
hat.
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LEMMA A.105. (1) Eine Erweiterung L/K ist genau dann auflosbar durch Radikale, wenn die normale
Hiille von L iiber K diese Eigenschaft hat.

(2) Eine Erweiterung L/K ist genau dann auflésbar, wenn die normale Hiille von L iiber K eine Galois-
Erweiterung mit auflésbarer Galois-Gruppe ist.

(3) Die Eigenschaften auflésbar durch Radikale und auflosbar verhalten sich transitiv in einem
Turm K C L C M von Kérpererweiterungen.

SATZ A.106. Eine Korpererweiterung ist genau dann auflésbar durch Radikale, wenn sie auflosbar ist.

KOROLLAR A.107. Esgibt Gleichungen (zum Beispiel vom Grad 5 iiber Q), die nicht durch Radikale
auflosbar sind.

KOROLLAR A.108. Jede Gleichung vom Grad < 4 ist durch Radikale auflosbar.

A.5.3. Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal.

DEFINITION A.109. Die Teilmenge K C C der (mit Zirkel und Lineal) konstruierbaren kom-
plexen Zahlen ist die kleinste Teilmenge von C, die die folgenden Eigenschaften hat:

(a) 0,1 €K,

(b) fiir je zwei unterschiedliche Geraden, die durch (mindestens) zwei Punkte von K gehen,
liegt auch deren Schnittpunkt in K,

(c) fiir jede Gerade, die durch (mindestens) zwei Punkte von K geht, und jeden Kreis, dessen
Mittelpunkt in K liegt, und so dass der Radius gleich dem Abstand zweier Punkte in K
ist, liegen auch die Schnittpunkte der Geraden und des Kreises in K,

(d) fiir je zwei unterschiedliche Kreise, deren Mittelpunkte in K liegen, und so dass die Ra-
dien jeweils gleich dem Abstand zweier Punkte in K sind, liegen auch die Schnittpunkte
der Kreise in K.

Satz A.110. (1) Die Menge K ist ein Teilkorper des Korpers der komplexen Zahlen.
(2) Die Erweiterung K/Q ist algebraisch.
(3) Fiirallea € Kgilt +v/a € K.

Satz A.ai1. Fiira € C sind dquivalent:

(i) Esgilta € K d.h. a ist ausgehend von o und 1 konstruierbar mit Zirkel und Lineal.
(ii) Es gibt eine endliche Kette
Q=K,CK,C---CK,
von Korpererweiterungen, so dass [K; : K;_,| = 2 firallei = 1, ...,rgiltund a € K, ist.
(iii) Es gibt eine Galois-Erweiterung K /Q mita € K, deren Grad eine Potenz von 2 ist.
KOROLLAR A.112. (1) Esgilt /2 ¢ K, d.h. die »Verdoppelung des Wiirfels« ist nicht mdglich.

(2) Ausdem Satz von Lindemann, dass m transzendent iiber Q ist, folgt, dass ¢ K gilt, also dass die
»Quadratur des Kreises« nicht méglich ist.

THEOREM A.113. Sein > 3 eine natiirliche Zahl. Dann sind dquivalent:

(i) Das regelmdgige n-Eck ist konstruierbar mit Zirkel und Lineal (d.h. exp(2Z) € K).

(ii) Die Zahl ¢(n) ist eine Potenz von 2 (wobei ¢ die Eulersche g-Funktion bezeichnet, d.h. ¢(n) ist die
Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1und n — 1).

DEFINITION A.114. Eine Primzahl der Form 2* + 1 heifit Fermatsche Primzahl. Es ist dann
notwendigerweise k selbst eine Potenz von 2. Wir schreiben F, = 22’ 4 1. =
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KOROLLAR A.115. Sein > 3 eine natiirliche Zahl. Dann sind dquivalent:

(i) Das regelmdgige n-Eck ist konstruierbar mit Zirkel und Lineal (d.h. exp(2%) € K).

(ii) Die Zahl n hat die Form 2"p, - - - - pymitr,l > 0 und mit paarweise verschiedenen Fermatschen
Primzahlen p;.
A.5.4. Das quadratische Reziprozititsgesetz.

SATZ A.116. Seip > 2 eine Primzahl und sei§, € Q eine primitive p-te Einheitswurzel. Die Korperer-

weiterung Q(G,) / Q besitzt einen eindeutig bestimmten Zwischenkérper E mit [E : Q] = 2, und zwar
ist dies der Korper Q(/p*) mit

«_Jp wennp=1 mod 4,
P —p wennp =73 mod 4.

LEMMA A.117. Sei p eine ungerade Primzahl. Ein Elementx € I, ist genau dann ein Quadrat in F;,
wennx'z =1 gilt.
Dieses Lemma motiviert die folgende Definition.

DEFINITION A.118. Seip eine ungerade Primzahlund x € /. Wir definieren das Legendre-

Symbol durch
(x) B {1 wennx € (F;)?,
p —1 wennx € F; \ (F;)>.
(Der Wert des Legendre-Symbols soll per Definition in Z liegen, d.h. 1 und —1 werden hier

als ganze Zahlen, nicht als Elemente eines endlichen Korpers, betrachtet.)

Fiir ganze Zahlen x, die zu p teilerfremd sind, definieren wir das Legendre-Symbol, indem
wir die obigen Definition auf die Restklasse von x in F,, anwenden. -

THEOREM A.119 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seienp # q ungerade Primzahlen. Dann

gilt
(&)= )

THEOREM A.120 (Ergdnzungssitze zum quadratischen Reziprozititsgesetz). Sei p eine unge-
rade Primzahl. Dann gilt

0 (3) =0,
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Mathematische Erginzungen *

B.1. Kardinalzahlen

Wir stellen hier einige Tatsachen tiber Machtigkeiten unendlicher Mengen zusammen (siehe
auch Abschnitt LAL.3.15).

DEFINITION B.I. Wir nennen zwei Mengen M, M’ gleichmdichtig, wenn eine bijektive Abbil-
dung M — M’ existiert. =

Der entscheidende Punkt an dieser Definition ist, dass zwei unendliche Mengen nicht unbe-
dingt gleichmichtig sind, zum Beispiel sind Q und R nicht gleichmaéchtig (siehe unten). Es
ist klar, dass Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation ist.

DEFINITION B.2. Eine Kardinalzahl ist eine Aquivalenzklasse von Mengen beziiglich der
Aquivalenzrelation der Gleichmichtigkeit.

Fiir eine Menge M bezeichnen wir mit #M ihre Aquivalenzklasse im obigen Sinne und
nennen #M auch die Mdchtigkeit (oder: Kardinalitit) von M. =

DEFINITION B.3. Eine Menge M heifit abzdhlbar (oder genauer abzdhlbar unendlich), wenn M
gleichmichtig ist zur Menge N der natiirlichen Zahlen. Man schreibt dann auch #M = R,
wir bezeichnen also mit X, die Michtigkeits-Aquivalenzklasse von N. n

(X, ausgesprochen Aleph, ist der erste Buchstabe des hebriischen Alphabets.)

Wenn man von einer Menge M sagt, sie sei hdchstens abzdhlbar, so meint man, dass M end-
lich oder abzihlbar unendlich sei. Eine unendliche Menge, die nicht abzidhlbar ist, heifdt
iiberabzdhlbar.

Es gelten dann die folgenden Aussagen:

SATZ B.4. (1) Ist X eine Menge, so dass eine injektive Abbildung von X in eine abzihlbar unendliche
Menge existiert, dann ist X selbst héchstens abzdhlbar.

(2) Jedes kartesische Produkt von abzdihlbar unendlichen Mengen iiber eine endliche Indexmenge ist
abzdhlbar.

(3) Jede Vereinigung von abzdhlbar unendlichen Mengen tiber eine endliche oder abzihlbar unendliche
Indexmenge ist abzdhlbar.

BEWEISSKIZZE. zu (I). Wir kénnen annehmen, dass X unendlich ist und dass eine
Injektion f: X — N existiert. Wir konstruieren eine Bijektion g: N — X indem wir induktiv
g(n) folgendermaflen definieren: Es sei g(0) das Element x, fiir das f(x) minimal ist. Fiir
n > o seig(n) das eindeutig bestimmte x, fiir das f(x) minimal ist unter allen Werten f (y),
y€X\{9(0),...,g(n —1)}. Man zeigt dann, dass g bijektiv ist. (Dies ist auch ein Spezialfall
des Satzes von Schroder-Bernstein, Theorem B.7.)

zu (2). Per Induktion kénnen wir uns auf den Fall eines Produkts mit 2 Faktoren zuriickzie-
hen. Es geniigt dann, die Abzéhlbarkeit von N x N zu beweisen. Dafiir denken wir uns die
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Elemente von N x N als die Punkte mit nicht-negativen ganzzahligen Koordinaten in R?,
und »schreiben diese in eine Liste« (stellen also eine Bijektion mit N) her, indem wir sie nach
dem folgenden Schema anordnen:

Wir definieren alsoN — N x N durch
S (070)7 = (I,O), 2= (071)7 3 (052)7 4 — (I’I)a usw.

Jedenfalls von der Zeichnung her ist klar, dass es sich um eine Bijektion handelt, und mit
etwas mehr Miithe kann man das auch formal hinschreiben.

zu (3). Wir betrachten eine Vereinigung X = Uiel X;,woalle X; und die Indexmenge hochstens

abzdhlbar seien. Wegen Teil (1) konnen wir diese Menge ohne Einschrankung vergréflern, wir

konnen daher die Vereinigung durch eine disjunkte Vereinigung ersetzen und annehmen,

dass sowohl I als auch alle X; abzdhlbar unendlich sind. Durch Wahl geeigneter Bijektionen

kénnen wir diese Vereinigung mit | J.__{i} x N = N x Nidentifizieren und die Frage so auf
ieN

Teil (2) zurtickfithren. U

Siehe auch Ergénzung LA1.3.65 (das »Hilbertsche Hotel«).

KOROLLAR B.5. (1) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.
(2) Jeder endlichdimensionale Q-Vektorraum ist hochstens abzdhibar.
(3) Der Polynomring Q[X] ist abzdhlbar.

Andererseits gilt:

SaTz B.6. (1) Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzdhlbar.
(2) DieMenge {0, 1}"" = [[._ {0, 1} ist iiberabzihlbar.

BEwEIS. Dies folgt aus dem sogenannten Diagonalargument von Georg Cantor. Wir er-
kldren den Beweis von Teil (1), fiir Teil (2) kann man dhnlich vorgehen.

Wir zeigen, dass sogar das Einheitsintervall [0, 1| nicht abzdhlbar ist. Seif: N — [0, 1] eine
Abbildung. Wir zeigen, dass f nicht surjektiv ist. Insbesondere kann es keine Bijektion
zwischen N und [0, 1] geben. Jedes Element von [0, 1] hat eine Darstellung als Dezimalzahl
(zum Beispiel 0,1234... ). Diese Darstellung ist im allgemeinen nicht eindeutig (zum Beispiel
ist1 = 0,999...), sie ist aber eindeutig, wenn wir zusitzlich verlangen, dass die Darstellung
nicht mit »Periode 9« endet, also nicht irgendwann nur noch Neunen folgen. (Alternativ
konnte man die Eindeutigkeit auch erreichen, indem man verlangt, dass nicht irgendwann
nur noch Nullen folgen.)
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Wir schreiben nun die eindeutigen Dezimalzahldarstellungen von f(0), f(1), f(2), ...unter-
einander und konstruieren die Dezimalzahldarstellung einer Zahlin x € [0, 1] \ Im(f) wie
folgt: Die n-te Nachkommastelle von x sei

4 wenn die n-te Stelle nach dem Komma von f(n — 1) nicht gleich 4 ist,
5 wenn die n-te Stelle nach dem Komma von f(n — 1) gleich 4 ist.

Dannistx ¢ Im(f), denn x und f (n — 1) unterscheiden sich (mindestens) an der n-ten Stelle
hinter dem Komma. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung impliziertdasx # f(n—1). O

Weil der Korper C der komplexen Zahlen die Menge R als Teilmenge enthilt, folgt insbeson-
dere, dass C nicht abzihlbar ist.

Auf den Kardinalzahlen ldsst sich folgendermafien eine totale Ordnung definieren: Fiir
Mengen M, M’ schreiben wir #M < #M’, wenn es eine injektive Abbildung M — M’ gibt.
Wir schreiben #M < #M’, wenn #M < #M’ und nicht #M = #M’ gilt, d.h. wenn es
eine Injektion M — M/, aber keine Bijektion zwischen M und M’ gibt. Diese Definition
fiir < erfiillt die Eigenschaften einer totalen Ordnung: Offenbar folgt aus #M < #M’ und
#M' < #M", dass #M < #M" weil die Verkettung injektiver Abbildungen wieder injektiv
ist. Es ist auch klar, dass #M < #M fiir alle M gilt, da die Identitét eine injektive Abbildung
ist.

Etwas schwieriger sind die folgenden beiden Ergebnisse, die die Antisymmetrie und Totalitét
zeigen:

THEOREM B.7 (Satz von Schroder-Bernstein). Seien M, M’ Mengen. Wenn es injektive Abbildungen
M — M’ und M’ — M gibt, dann gibt es eine Bijektion M — M’, d.h. M und M’ sind gleichmdichtig.

THEOREM B.8. Seien M, M’ Mengen. Dann gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:
#M < #M', #M=#M' H#M > #M.

Fiir die Beweise der Theoreme und des folgenden Satzes siehe zum Beispiel [Hu] Kapitel o,
Abschnitt 8.

Die Kardinalzahl R ist die kleinste unendliche Kardinalzahl:

SATZ B.9. Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt #M > #N.

Mit dem Auswahlaxiom kann man aus der Existenz einer surjektiven Abbildung eine Ab-
schitzung tiber die Kardinalitédten herleiten:

SATZ B.10. Seien M, M’ Mengen, so dass eine surjektive Abbildung f: M — M’ existiert. Dann gilt
#M' < #M.

BEWEIS. Wirwihlen fiir jedes Element m" € M’ ein Element g(m’) aus der (nicht-leeren)
Menge f~'({m’}) aus. Dies definiert eine Abbildung g: M’ — M mit der Eigenschaft f o g =
idyp . Insbesondere ist g injektiv. O

BEISPIEL B.11. Sei M eine Menge und P(M) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge alle Teilmen-
gen von M. Dann gilt #M < #P(M).

Es ist klar, dass es eine Injektion M — P(M) gibt, zum Beispiel die Abbildung m — {m}.
Wir miissen daher zeigen, dass es keine Surjektion M — P(M) gibt. Sei p: M — P(M)
eine Abbildung. Wir behaupten, dass X := {m € M; m ¢ ¢(m)} nicht im Bild von ¢ liegt
(insbesondere ist ¢ nicht surjektiv). In der Tat, nehmen wir an, dass X = ¢(m) fireinm € M.
Wennm € X, dann folgtm ¢ ¢(m) = X, ein Widerspruch. Wenn m ¢ X, dann folgt m & ¢(m),
alsom € X, auch ein Widerspruch. Weil weder m € X noch m ¢ X richtig sein kann, kann die
Teilmenge X von M nicht im Bild von ¢ liegen. O
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BEIsPIEL B.12. (1) Esgilt #P(N) = #{0, 1}"V. In der Tat kénnen wir eine Bijektion zwischen

P(N) und {0, 1} = Abb(N, {0, 1}) definieren, indem wir einer Teilmenge M C N ihre
charakteristische Funktion

M

w:N—={o,1}, n— {I e,

O n¢M,

zuordnen, und umgekehrt einer Abbildung y: N — {o, 1} die Menge y ' (1).

Esgilt #P(N) = #R. (Skizze: Nach Teil (1) geniigt es zu zeigen, dass Rund {0, 1} dieselbe
Maichtigkeit haben. Es ist nicht schwer, eine Bijektion zwischen R und dem offenen
Einheitsintervall (0, 1) anzugeben. Also geniigt es, #(0,1) = #{0, 1} zu beweisen.
Eine Idee dafiir ist, Elemente von {0, 1}Y, also abzéhlbar unendliche Tupel von Nullen
und Einsen als Bindrdarstellung (»nach dem Komma«) einer reellen Zahl zwischen o
und I zu betrachten. Mit anderen Worten betrachten wir die Abbildung

o0

{0, = [0,1],  (@)iew = Y ;ix'

i=0

Diese Abbildung ist surjektiv, allerdings auf das abgeschlossene Einheitsintervall. Sie
ist auferdem nicht injektiv (vergleiche die Diskussion im Zusammenhang mit Cantors
Diagonalargument oben). Immerhin sehen wir so aber #{0, 1} > #[0, 1] > #(0,1) =
#R.

Statt diese Abbildung zu einer Bijektion {0, 1}"¥ — (0,1) abzuindern (was ziemlich
lastig wire), benutzen wir, dass es nach dem Satz von Schroder-Bernstein geniigt, nun
noch die andere Abschitzung, also #{0, 1}V < #R zu zeigen. Eine Moglichkeit dafiir
ist, die injektive (warum?) Abbildung

00

a.

{07 I}N — Rv (ai)iGN = Z Siil
i=0

herzunehmen.

Wenn man Satz B.10 (fiir dessen Beweis wir das Auswahlaxiom benutzt haben) nicht
einsetzen mochte, kann man die Abschitzung R < #{o, 1} = #P(N) auch folgender-
mafien zeigen. Aus einer Bijektion N = QQ erhalten wir eine Bijektion P(N) = P(Q). Die
Abbildung R — P(Q),x — {r € Q; r < x}, ist injektiv (denn x ist das Supremum in R
seines Bildes unter dieser Abbildung). Also gilt #R < #P(Q) = #P(N).

O

ERGANZUNG B.13 (Die Kontinuumshypothese). Unter der Kontinuumshypothese versteht
man die Aussage, dass jede Menge M mit #N < #M < #P(N) entweder abzihlbar ist (also
#N = #M gilt), oder die Machtigkeit von P(N) hat, also #M = #P(N)(= #R). Mit anderen
Worten: Jede tiberabzidhlbare Teilmenge von R hat dieselbe Miachtigkeit wie R.

Es wurde von Kurt Gédel' und Paul Cohen” bewiesen, dass die Kontinuumshypothese unab-
hingig von dem iiblichen Axiomensystem ZFC ist - sie lasst sich weder widerlegen (Gdodel,
1938), noch beweisen (Cohen, 1960). Man kénnte also entweder die Kontinuumshypothese zu
den anderen Axiomen hinzunehmen, oder ihre Negation. Cohen erhielt fiir seine Arbeiten
1966 die Fields-Medaille. 0O Ergénzung B.13

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Kurt_Gédel
2https://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Cohen_(Mathematiker)
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C.1. Deutsche Lehrbiicher und Vorlesungsskripte

Es gibt sehr viele Biicher und Skripte zur Algebra-Vorlesung. Hier eine kleine Auswahl von
Texten, die ich alle empfehlen kann. Der Standardstoff (Gruppen, Ringe, Kérper und Kor-
pererweiterungen und Galois-Theorie) wird in allen dieser Biicher und Skripte behandelt,
und meist noch einiges mehr. Jedes hat einen eigenen Ansatz oder jedenfalls eigene Schwer-
punkte und und seinen eigenen Stil — am besten, Sie schauen selbst einmal, womit Sie am
besten zurechtkommen.

S. Bosch, Algebra, 9. Aufl., Springer 2020.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-61649-9

Das Buch von Bosch ist inzwischen ein Standardwerk. Es ist gut organisiert,
enthidlt im Haupttext alles Wesentliche, aber nicht viel »Drumherum«. Da-
fiir gibt es mehrere Ergdnzungsabschnitte sowie Einfithrungen zum Buch
und den einzelnen Kapiteln.

J. C.Jantzen, ]. Schwermer, Algebra, 2. Aufl., Springer 2014.
https://doi.org/10.1007/978-3-642-40533-4

Jantzen und Schwermer behandeln neben den Themen der Vorlesung auch
noch einiges andere, insbesondere aus der Theorie der Moduln iiber (nicht
notwendig kommutativen) Ringen.

C. Loh, Algebra, Vorlesungsskript Univ. Regensburg, WS 2017/18.
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/algebra_ws1718/lecture_
notes.pdf

In diesem Skript finden Sie insbesondere auch viele Anregungen und moti-
vierende Bemerkungen, die Verbindungen zu anderen Bereichen der Ma-
thematik und anderen Disziplinen herstellen.

F. Lorenz, Algebra I, 4. Aufl., Springer Spektrum 2007.

Im Buch von Lorenz wird der Stoff in etwas anderer Reihenfolge présentiert
als es oft iblich ist (und als wir es in der Vorlesung machen). Statt zunéchst
die Gruppentheorie zu entwickeln, stellt Lorenz als Motivation eine Dis-
kussion der Konstruierbarkeitsprobleme an den Anfang und entwickelt
daran ankniipfend den Begriff der algebraischen Korpererweiterung.

W. Soergel, Algebra und Zahlentheorie mit grundlegenden Abschnitten aus der Linearen Algebra, Vor-
lesungsskript Univ. Freiburg,
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXALMG. pdf
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Ein weiteres Vorlesungsskript, das mir sehr gut gefillt. Hier werden an vie-
len Stellen interessante Hintergrundinformationen gegeben, zum Beispiel,
wie eine Begriffswahl zu erkliren ist (oder warum sie vielleicht ungiinstig
ist und nur aus historischen Griinden beibehalten wird), aber auch, wie
man iiber gewisse Definitionen denken sollte, usw.

C.2. Englische Lehrbiicher und Vorlesungsskripte

Noch viel mehr Biicher (und Skripte) zur Algebra gibt es natiirlich auf Englisch. Gehen Sie
einmal in die Bibliothek und schauen in ein oder zwei davon herein — und sei es nur, um
sich zu tiberzeugen, dass man mathematische Texte auf Englisch genauso leicht (oder oft: so
schwer) verstehen kann, wie auf Deutsch.

M. Artin, Algebra, Prentice Hall 1991.
D. Dummit, R. Foote, Abstract Algebra, 3rd ed., Wiley 2003.
T. Hungerford, Algebra, Springer Graduate Texts in Math. 73, 1974.

J. Milne, Fields and Galois Theory, 2021
https://www. jmilne.org/math/CourseNotes/FT.pdf

S. Lang, Algebra, Revised Third Ed., Springer Graduate Texts in Math. 211, 2002. (Oder eine
frithere Auflage.)

H. W. Lenstra jr., Groups, rings, and fields,
http://websites.math.leidenuniv.nl/algebra/topics.pdf

E. Vinberg, A Course in Algebra, Graduate Studies in Math. 56, AMS 2003.

C.3. Klassiker, Sonstige

B. L.van der Waerden, Algebra, Springer, verschiedene Auflagen seit 1930 (zunéichst unter
dem Titel Moderne Algebra)

Ein einflussreiches Lehrbuch der Algebra, das schon sehr nahe an der Dar-
stellung ist, die zum Beispiel in dieser Vorlesung gegeben wird. Im Vergleich
zu dlteren Lehrbiichern (zum Beispiel dem von H. Weber) tritt der Begriff
der Gleichung gegeniiber dem der Kérpererweiterung in den Hintergrund.

E. Artin, Galois theory, Dover
https://projecteuclid.org/ebooks/notre-dame-mathematical-lectures/Galois-Theory/
toc/ndml/1175197041

Ein kurzes Biichlein, in dem die Galois-Theorie dargestellt wird, und zwar
werden hier besonders Methoden der Linearen Algebra verwendet. Insbe-
sondere kann Artin damit den Hauptsatz der Algebra beweisen, ohne den
Satz vom primitiven Element verwenden zu miissen. Der Begriff des Quo-
tienten eines Rings nach einem Ideal wird nicht benutzt; was man dadurch
spart, ihn nicht einfithren zu miissen, verliert man aber zum Beispiel bei
der Diskussion der Kronecker-Konstruktion (die dort mehrere Seiten in
Anspruch nimmt, S. 26 ff.)

Achtung: Was bei Artin normal heif3t, heifdt bei uns galoissch.
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N. Bourbaki, Algébre und Algébre commutative.

Nicolas Bourbaki' ist das Pseudonym einer Gruppe franzdsischer Mathe-
matiker, die mit den unter diesem Namen verotffentlichten Biichern einen
grofen Teil der Grundlagen Mathematik, insbesondere im Bereich der Al-
gebra, im berithmt-beriichtigten »Bourbaki-Stil« — extrem rigoros und
formal(istisch) — neu aufgeschrieben hat. Die Texte wurden iiblicherweise
in vielen Durchgidngen intensiv und kontrovers diskutiert, bis schlief8lich

eine endgiiltige Fassung erreicht wurde.

Stacks Project®[St]

Das Stacks-Projekt ist eine Online-Enzyklopédie, in der die Theorie der
algebraischen Stacks (ein Begriff aus der algebraischen Geometrie) ein-
schliefdlich aller Voraussetzungen dargestellt werden soll. Momentaner
Zwischenstand der pdf-Datei (Ende September 2021): 7310 Seiten. Das
Projekt wurde initiiert und wird betreut von Johan de Jong?. Das Kapitel
tiber Kérper und Korpererweiterungen befindet sich hier:https://stacks.
math.columbia.edu/tag/09FA

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki
2https://stacks.math.columbia.edu/
3https://de.wikipedia.org/wiki/Aise_Johan_de_Jong
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